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(1) 
 

คํานํา 
 

 สมการเชิงอนุพันธสามญั เลมน้ีเรียบเรียงข้ึนโดยมีวัตถุประสงคเพื่อใชเปนหนังสือประกอบ

การศึกษาคนควาสําหรบันักศึกษาระดับปรญิญาตรทีี่ศึกษาทางดานคณิตศาสตร ซึ่งเน้ือหาในเลมน้ี

ประกอบไปดวย ความรูเบื้องตนเกี่ยวกบัสมการเชิงอนุพันธ สมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงและระดับข้ัน

หน่ึง การประยุกตสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง สมการเชิงเสนอันดับ n สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสน

เอกพันธุทีม่ีสัมประสทิธ์ิเปนคาคงตัว สมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนไมเอกพันธุทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปนคา

คงตัว สมการเชิงเสนที่มสีัมประสทิธ์ิเปนตัวแปร ผลการแปลงลาปลาซ และผลการแปลงลาปลาซผกผัน  

แนวทางในการเขียนตําราเลมน้ี ประกอบดวยความหมายของบทนิยาม และทฤษฎีบท และ

ข้ันตอนนการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ พรอมทัง้การประยุกตสมการเชิงอนุพันธกับการ

แกปญหาตาง ๆ เชน ปญหาแนววิธีเชิงต้ังฉาก ปญหาทางกลศาสตร ปญหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ

ปริมาณทีส่นใจ เชน ปญหาการสลายตัวของสารกมัมันตรังส ีปญหาการเพิม่ของประชากร ปญหาของ

ผสม และปญหาการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัตถุ ตัวอยางตาง ๆ ที่เขียนไวในเลมสวนใหญจะแสดงวิธี

ทําที่ละเอียดทัง้การจัดรูปแบบทางพีชคณิต และการทบทวนความรูเกี่ยวกับแคลคูลสั เพื่อจะไดอานได

เขาใจ และสามารถประยุกตการแกปญหากับปญหาอื่น ๆ ไดดีข้ึน  

ปจจุบันไดมีการนําเทคโนโลยี เขามาชวยในการคํานวณหาผลเฉลยของสมการรปูแบบตาง ๆ 

เชนโปรแกรม Wolfram Alpha โปรแกรมน้ีเปนโปรแกรมทีน่าเช่ือถือ เพราะมีการพัฒนาตอยอดมาจาก 

โปรแกรมคํานวณระดับสงูที่ช่ือวา Mathematica ซึ่งนักวิทยาศาสตรใชกันอยูอยางแพรหลาย ใน

มหาวิทยาลัยช้ันนําตาง ๆ ของโลกจึงเช่ือถือความสามารถในการคํานวณได และยังเปนโปรแกรมที่ใชงาน

ไดงาย ดังน้ันในตําราเลมน้ีผูเขียนไดใช Wolfram Alpha ชวยในการหาผลเฉลยของสมการในบาง

ตัวอยาง 

ขาพเจาขอขอบพระคุณทานผูแตงและเรียบเรียงโดยผูทรงคุณวุฒิหลายทานดังทีป่รากฏอยูใน

บรรณานุกรมปนอยางสูง ขาพเจาหวังเปนอยางย่ิงวาตําราเรือ่งสมการเชิงอนุพันธสามัญเลมน้ีคงเปน

ประโยชนตอการเรียนของนักศึกษา และผูสนใจทั่วไป 
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ในบทน้ีจะเปนการแนะนําความรูเบือ้งตนเกีย่วกับสมการเชิงอนุพันธ ต้ังแตประวัติการเกิด

ข้ึนมาของสมการเชิงอนุพันธ ความหมายของสมการเชิงอนุพันธในรูปแบบตาง ๆ เชนสมการเชิง

อนุพันธยอย สมการเชิงอนุพันธสามญั อันดับและระดับข้ันของสมการเชิงอนุพันธ ลักษณะของสมการ

เชิงอนุพันธเชิงเสน และสมการเชิงอนุพันธไมเปนสมการเชิงเสน ซึ่งมีการกลาวผลเฉลยของสมการเชิง

อนุพันธ เชน ผลเฉลยชัดแจง และผลเฉลยโดยปริยาย ผลเฉลยเอกฐาน วงศผลเฉลยสําหรับ

พารามิเตอรหน่ึงตัว ผลเฉลยทั่วไป ปญหาคาเริม่ตนเพือ่นําไปสูการหาผลเฉลยเฉพาะ เมื่อรูจักรูปแบบ

ตาง ๆ ของผลเฉลยแลว ทางหน่ึงทีจ่ะไดสมการเชิงอนุพันธ คือการกําจัดตัวคงคาจากความสัมพันธที่

กําหนดให ซึง่เราสามารถสรางสมการเชิงอนุพันธไดจากความสัมพันธทีเ่กี่ยวของกับตัวคงคา โดยการ

กําจัดตัวคงคาเหลาน้ัน จะเกิดสมการเชิงอนุพันธ ซึง่อันดับของสมการที่จะสรางตองเทากบัจํานวนของ

ตัวคงคา และกอนที่เราจะศึกษาวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ ควรตรวจสอบวาสมการ   

น้ัน ๆ มีผลเฉลยหรือไม เพราะถาสมการไมมผีลเฉลยจะไดไมเสียเวลาในการหา หรือถาสมการมีผล

เฉลยมากกวาหน่ึงผลเฉลยก็จะไดทราบกอนทีจ่ะเสียเวลาหาผลเฉลยมาแลวพบวาไมใชผลเฉลยที่

ตองการ ซึง่ใช ทฤษฎีบทการมจีรงิและความเปนไปไดอยางเดียว 

 

1.1 ประวัติของสมการเชิงอนพุันธ 

จุดกําเนิดของสมการเชิงอนุพันธเริ่มข้ึนในป ค.ศ. 1671 เมื่อเซอรไอแซคนิวตัน (Sir Isaac 

Newton) ไดจําแนกสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหน่ึงแบบธรรมดาออกเปน 3 กลุม ซึง่ในขณะน้ัน

นิวตันเรียกช่ือสมการเหลาน้ีวาสมการฟลักซิโอนัล (fluxional) นิวตันคาดวาคําตอบของสมการเหลาน้ี

อยูในรูปอนุกรมอนันต และเขาไดใหวิธีการหาสมัประสทิธ์ิของอนุกรมอนันตโดยวิธีการที่คลายกบั

วิธีการในปจจุบัน นอกจากน้ี นิวตันเปนผูเริ่มใชสัญลักษณ y   แทนความหมายของอนุพันธของ y  

เทียบกับตัวแปรอิสระ 

ผูเริ่มตนใชสัญลัษณอนุพันธ dy  และสญัลกัษณสําหรับปริพันธ 1 คือไลบนิตซ (Gottfried 

Leibniz) เขาไดเริม่ใชสัญลักษณทั้งคูในป ค.ศ. 1675 ในรูป  

21
2

ydy y  

 

บทท่ี 1 
ความรูเบื้องตนเกี่ยวกบัสมการเชิงอนุพันธ 
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 ในป ค.ศ. 1676 ไลบนิตซไดเริม่ใชศัพทสมการเชิงอนุพันธในการแสดงความสัมพันธระหวาง

สองอนุพันธ dx  และ dy  ซึ่งนับวาเปนจุดเริ่มตนของแขนงวิชาทางคณิตศาสตรทีเ่กี่ยวของกบัอนุพันธ 

 ในป ค.ศ. 1690 แบรนูลล ี(Jacques Bernoulli) ไดเริ่มใชคําวาปริพันธ ในป ค.ศ. 1691 ไลบ

นิตซ ไดใหวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธจนถึงปลายศตวรรษที่ 17 เทคนิคของการแกสมการเชิงอนุพันธ

โดยทั่วไปไดถูกนํามาใช และตอมาพบวาเทคนิคเหลาน้ียังไมเปนทีเ่พียงพอในการแกสมการเชิงอนุพันธ 

 ในสมัยเริ่มแรกของการพฒันาการศึกษาสมการเชิงอนุพันธ เปนที่เช่ือกันวาสมการเชิงอนุพันธ

ซึ่งไดมาจากปญหาทางเรขาคณิตหรือกลศาสตรมีคําตอบในรูปฟงกชันพื้นฐานเทาน้ัน ดังน้ันการหา

คําตอบของสมการเชิงอนุพันธจึงมุงไปในการหาผลเฉลยเดนชัด จนถึงป ค.ศ. 1723 จึงทราบกนัวา

แมแตสมการเชิงอนุพันธสามญัอันดับหน่ึงกอ็าจจะหาผลเฉลยซึ่งเขียนอยูในรูปของฟงกชันพื้นฐานไมได 

 ในป ค.ศ. 1739 เลียวนาดออยเลอร (Leonard Euler) ไดริเริ่มวิธีการแปรผันของพารามเิตอร

หลงัจากที่แบรนูลลีไมประสพความสําเรจ็ในการแกสมการเชิงเสนแบบเอกพันธุที่มสีัมประสทิธเปนคา

คงตัว ตอมาในป ค.ศ. 1743 ออยเลอรไดเขียนวิธีการแกสมการประเภทน้ีไวอยางสมบูรณและเขายังให

วิธีการแกสมการเชิงเสนแบบไมเปนเอกพันธุไวดวย 

 โอกุสแตง ลุยส โคชี (Augustin-Louis Cauchy) เปนผูคนควาศึกษาสมการเชิงอนุพันธไว

มากมาย ระหวางป ค.ศ. 1820 – 1829 โคชีไดใหทฤษฎีบทน้ีไปสูกรณีของระบบสมการเชิงอนุพันธ

อันดับหน่ึงจํานวน n  สมการ ซึ่งเปนระบบที่แทนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ในป ค.ศ. 1876 

รูดอลฟ ลิปซิตซ (Rudolf Lipschitz) ไดวางนัยทั่วไปทฤษฎีบทของการมีคําตอบของโคชี และในป 

ค.ศ. 1893 เอมีลปกาด (Emile Picard) ไดปรับปรงุทฤษฎีบทของโคชีโดยใชวีธีการประมาณสบืเน่ือง 

(วารี เกรอต, 2542 : 1-2) 

 

1.2 นิยามและตัวอยางของสมการเชิงอนพุันธ 

ในหัวขอน้ีจะเปนการใหบทนิยามของสมการเชิงอนุพันธรปูแบบตาง ๆ เชนสมการเชิงอนุพันธ

ยอย สมการเชิงอนุพันธสามัญ อันดับและระดับข้ันของสมการเชิงอนุพันธ สมการเชิงอนุพันธเชิงเสน 

และสมการเชิงอนุพันธไมเปนสมการเชิงเสนดังตอไปน้ี (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 1-4) 

 

 บทนิยาม 1.1  

สมการเชิงอนุพันธ คือสมการซึง่ประกอบดวยอนุพันธหรือดิฟเฟอเรนเชียล  

ของตัวแปรตามเทียบกับตัวแปรอิสระโดยที่อนุพันธอาจมีเพยีงตัวเดียวหรือหลายตัวก็ได 
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ตัวอยาง 1.1  สมการตอไปน้ีเปนสมการเชิงอนุพันธ 
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 บทนิยาม 1.2  

สมการเชิงอนุพันธสามัญ คือสมการเชิงอนุพันธซึง่ประกอบดวยอนุพันธที่เทียบกับ

ตัวแปรอิสระเพียงตัวเดียวเทาน้ัน 

 

 

ตัวอยาง 1.2  สมการตอไปน้ีเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ 
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 บทนิยาม 1.3  

สมการเชิงอนุพันธยอย คือสมการเชิงอนุพันธซึง่ประกอบดวยอนุพันธที่เทียบกับตัว

แปรอสิระต้ังแตสองตัวข้ึนไป 

 

ตัวอยาง 1.3  สมการตอไปน้ีเปนสมการเชิงอนุพันธยอย 

2

2
0

f f
y
yx

 
 


 

2
2

2
3 6
v v

r h r
r h

 
 

 
 

2
3

2
( 2) ( ) 0

s s
t st t

rt

 
   


 

 

บทนิยาม 1.4 

  อันดับของสมการเชิงอนุพันธ หมายถึงอันดับของอนุพันธทีม่ีอันดับสูงสุด 

ที่ปรากฏอยูในสมการ 

 

 

บทนิยาม 1.5 

  ระดับขั้นของสมการเชิงอนุพันธ หมายถึงเลขช้ีกําลังที่มีคามากที่สุดของ 

อนุพันธซึ่งมีอันดับสงูสุด ในกรณีที่สามารถทําใหทุก ๆ อนุพนัธในสมการเชิงอนุพันธ 

มีเลขช้ีกําลังเปนเลขจํานวนเต็มบวก 
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ตัวอยาง 1.4   

23
5

3
2 0

d y dy
xy

dxdx

      
 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามญัอันดับสาม และมีระดับข้ันหน่ึง 

5
2

2

2
3 2 0

d y dy
x xy
dxdx

        
 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามญัอันดับสอง และมรีะดับข้ันหา 

2 3
4 2

4 2
5

d y d y

dx dx

       
 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามญัอันดับสี่ และมรีะดับข้ันสอง เพราะจัดรูปสมการใหมได 

2 3
4 2

4 2
5

d y d y

dx dx

              
 

 
 บทนิยาม 1.6 

สมการเชิงอนุพันธจะเรียกวาเปนสมการเชิงเสนอันดับ n  คือสมการเชิงอนุพันธ
อันดับ n  ที่มีรปูดังน้ี 

1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y f x

dxdx dx




     

 เมื่อ 
0 1 1
( ), ( ), ... ( ), ( )

n v
a x a x a x a x


 และ ( )f x  คือฟงกชันของตัวแปร x  เทาน้ัน 

  สมการเชิงอนุพันธที่ไมเปนสมการเชิงเสนจะเรียกวาสมการไมเปนเชิงเสน 

  
 

ตัวอยาง 1.5   

2 5
dy

xy
dx

      เปนสมการเชิงเสนอันดับหน่ึง 
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2
2

2
3 2 0

d y dy
x xy
dxdx

     เปนสมการเชิงเสนอันดับสอง 

4 3
2 3

4 3
3 ( 2)

d y d y dy
x x x

dxdx dx
     เปนสมการเชิงเสนอันดับสี ่

22
2

2
3 2 0

d y dy
x xy
dxdx

       
  สมการไมเปนเชิงเสน 

2
2

2
3

d y dy
y x xy x

dxdx
     สมการไมเปนเชิงเสน 

1.3 ผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ 

ในหัวขอน้ีจะใหบทนิยามของผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ แบบตาง ๆ เชนผลเฉลยชัดแจง 

ผลเฉลยโดยปริยาย ผลเฉลยเอกฐาน วงศผลเฉลยสําหรบัพารามิเตอรหน่ึงตัว ผลเฉลยทั่วไป และ

ปญหาคาเริ่มตนเพื่อนําไปสูการหาผลเฉลยเฉพาะ (สมศักด์ิ เทศสวัสด์ิวงศ, 2544 : 3-9) 

 

บทนิยาม 1.7 

  ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ คือความสัมพันธระหวางตัวแปรอิสระ  

และตัวแปรตามซึ่งไมอยูในรูปอนุพันธ ซึ่งสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธน้ัน หมายความวา 

เมื่อนําผลเฉลยไปแทนในสมการเชิงอนุพันธแลวทําใหสมการน้ันเปนจริง 

 

ตัวอยาง 1.6  จงแสดงวา 23 xy e  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ 2 0
dy

y
dx

    

วิธีทํา จาก   23 ,xy e  

ได
 

2 23 6 ,x xdy d
e e

dx dx
   

ดังน้ัน 
 

2 22 6 2(3 )x xdy
y e e

dx
    

   
2 26 6

0

x xe e 


 

 จะพบวา 23 xy e  สอดคลองกบัสมการ 2 0
dy

y
dx

   

ดังน้ัน  23 xy e  จึงเปนผลเฉลยของสมการ 2 0
dy

y
dx

   
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ตัวอยาง 1.7  จงแสดงวา siny x  และ cosy x  เมื่อ x R   

ตางก็เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2
0

d y
y

dx
    

วิธีทํา จาก   sin ,y x    

ได
 

sin
dy d

x
dx dx

  

             
2

2

cos ,

cos

sin ,

]

]

x

d y d
x

dxdx
x







 

ดังน้ัน  
2

2
sin sin 0

d y
y x x

dx
     

 จะพบวา siny x  สอดคลองกบัสมการ 
2

2
0

d y
y

dx
   

จาก   cos ,y x    

ได
 

cos
dy d

x
dx dx

  

             
2

2

sin ,

( sin )

cos ,

]

]

x

d y d
x

dxdx
x



 



 

จะได 
 

2

2
cos cos 0

d y
y x x

dx
     

 จะพบวา cosy x  สอดคลองกบัสมการ 
2

2
0

d y
y

dx
   

ดังน้ัน  siny x  และ cosy x  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2
0

d y
y

dx
   

 

บทนิยาม 1.8 

  ให (3) ( )( , , , , ,..., ) 0nF x y y y y y    เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ n   

ฟงกชัน ( )y f x  เปนผลเฉลยชัดแจงของสมการน้ีบนชวงเปด I  ถา 

แทนคา ( )y f x  ลงในสมการ (3) ( )( , , , , ,..., ) 0nF x y y y y y    แลวทําใหสมการ 

เปนจริงทุก ๆ คา x I  



8 
 

 จากนิยามจะเห็นไดวาผลเฉลยชัดแจงของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  จะมีอนุพันธต้ังแต

อันดับที่หน่ึงจนถึงอันดับที่ n  บนชวงเปด I  จะไดวา (3) ( 1), , , ,..., ny y y y y    เปนฟงกชันตอเน่ือง

บนชวงเปด I  โดยทั่วไปในการกําหนด
 

(3) ( )( , , , , ,..., ) 0nF x y y y y y    จะไมไดระบุชวง I  ไว แต

เปนทีเ่ขาใจวาในการหาผลเฉลยของ (3) ( )( , , , , ,..., ) 0nF x y y y y y    น้ันเราจะหา ( )y f x  

และชวงเปด I  ที่ใหญทีสุ่ดซึ่งทําให ( )y f x  นิยามบนชวงน้ีและสอดคลองกบั 
( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y    ทุก ๆ คา x I  

 ความสัมพันธ ( , ) 0g x y  เปนผลเฉลยโดยปริยายของสมการ 
( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y  

บนชวงเปด I  ถา  

1. เราสามารถนิยามฟงกชัน 
1
( )y f x  บนชวงเปด I  ไดอยางนอยหน่ึงฟงกชันจาก

ความสัมพันธ
 
( , ) 0g x y   แลวทําให 

1
( )y f x  เปนผลเฉลยโดยชัดแจงของสมการ 

( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y    หรือ  

2. ความสัมพันธ ( , ) 0g x y   น้ันสอดคลองกบั ( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y     

บนชวงเปด
 
I    

 

ตัวอยาง 1.8  กําหนดให x R  จงแสดงวา cos siny x x   เปนผลเฉลยของสมการ 

(1)  0y y     

วิธีทํา จาก   cos sin ,y x x     

ได
  

(cos sin )
d

y x x
dx

    

               

sin cos ,

( sin cos )

cos sin ,

]

]
]

x x

d
y x x

dx
x x

 

   

 

 

นํา y  และ y   แทนในสมการ(1) ได 

     ( cos sin ) (cos sin ) 0y y x x x x         

 จะพบวา cos siny x x   สอดคลองกบัสมการ (1) 

ดังน้ัน  cos siny x x   เปนผลเฉลยของสมการ (1) 
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ตัวอยาง 1.9  กําหนดให ( 3, 3)x    จงแสดงวา 2 2 9x y    

เปนผลเฉลยโดยปริยายของสมการ 

(2)   0x yy     

วิธีทํา จาก   2 2 9,x y     

หาอนุพันธเทียบกบั x  ได 

      2 2( ) 9,
d d
x y

dx dx
   

 

  

2 2 0,

2 2 0,

,

,

]
]
]

d d
x y

dx dx
dy

x y
dx
dy x
dx y

x
y

y

 

 

 

  

 

 นํา y   แทนลงในสมการ (2) ได 

    0,
x

x yy x y x x
y

           
 

จะพบวา 2 2 9x y   สอดคลองกบัสมการ (2) 

ดังน้ัน 2 2 9x y   เปนผลเฉลยโดยปริยายของสมการ (2) 

 

 บทนิยาม 1.9  

  กําหนดให ( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y    เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n   

ผลเฉลยท่ัวไป ของสมการ
 

( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y    หมายถึงผลเฉลยที ่

ประกอบดวยตัวคงคา n  คา 

 

ตัวอยาง 1.10  กําหนดให 
1 2
,c c  เปนตัวคงคา จงแสดงวา 

1 2
cos siny c x c x    

เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(3)  0y y     

วิธีทํา จาก   
1 2
cos sin ,y c x c x     
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ได
  

1 2
( cos sin )

d
y c x c x

dx
    

               

1 2

1 2

1 2

sin cos ,

( sin cos )

cos sin ,

]

]
]

c x c x

d
y c x c x

dx
c x c x

  

   

  

 

 นํา y  และ y   แทนลงในสมการ (3) ได 

ดังน้ัน 
1 2 1 2

( cos sin ) ( cos sin ) 0y y c x c x c x c x         

 จะพบวา 
1 2
cos siny c x c x   สอดคลองกบัสมการ (3) 

ดังน้ัน  
1 2
cos siny c x c x   เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3)  

 

 บทนิยาม 1.10  

  กําหนดให ( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y    เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n   

ผลเฉลยเฉพาะ ของสมการ
 

( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y    หมายถึงผลเฉลยที่ไดจาก 

การแทนที่ตัวคงคา ในผลเฉลยทั่วไปดวยคาคงตัวที่ทราบคาแนนอนทั้ง n  คา 

 

ตัวอยาง 1.11  จงแสดงวา 3 cos 2 siny x x   เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ 

(4)   0y y     

วิธีทํา จาก   3 cos 2 sin ,y x x     

ได
  

(3cos 2sin )
d

y x x
dx

    

               

3sin 2cos ,

( 3 sin 2cos )

3cos 2 sin ,

]

]
]

x x

d
y x x

dx
x x

 

   

 

 

 นํา y  และ y   แทนลงในสมการ (4) ได 

ดังน้ัน ( 3 cos 2 sin ) (3 cos 2 sin ) 0y y x x x x         

 จะพบวา 3 cos 2 siny x x   สอดคลองกบัสมการ (4) 

ดังน้ัน  3 cos 2 siny x x   เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ (4)  
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ตัวอยาง 1.12  จงแสดงวาสมการ 

(5)   3 0y y     

มี 3xy ce  เปนผลเฉลยทั่วไปและมี 32 xy e  เปนผลเฉลยเฉพาะ 

วิธีทํา จาก 3xy ce  เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ 3 0y y    

 ได
  

33 ,xy ce   

 นํา y  และ y   แทนลงในสมการ (5) ได 
3 33 3 3 0x xy y ce ce      

ดังน้ัน 3xy ce  เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ(5) ที่มี c  เปนตัวคงคา 

จาก 32 xy e  เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ (5) ได 

 ได
  

36 xy e   

 ด้ังน้ัน 3 3 3 33 6 3(2 ) 6 6 0x x x xy y e e e e        

 แสดงวา 32 xy e  เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ (5) 

 

บทนิยาม 1.11 

  ผลเฉลยเอกฐาน คือผลเฉลยที่ไมไดจากผลเฉลยทั่วไป 

 

ตัวอยาง 1.13  สมการ 

(6)   2( 3)
dy

y
dx

    

มี 
1

3y
x c

 


 เปนผลเฉลยทั่วไปของ (6) เมื่อ c  เปนตัวคงคา  

และ 3y   ก็เปนผลเฉลยของสมการ (6) น้ีดวย แตผลเฉลยน้ีไมไดมาจากการกําหนดคาเฉพาะใด ๆ 

ของ c  ใน (6) ดังน้ัน 3y   เปนผลเฉลยเอกฐานที่ถูกนิยามบนเซตของจํานวนจริง 

 

 บทนิยาม 1.12  

  ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธทีป่ระกอบดวยตัวคงคา c  จะเรียกวา  

วงศผลเฉลยสําหรับพารามิเตอรหน่ึงตัว 

 

 

จากผลเฉลยทั่วไป 3xy ce  ของสมการ 3 0y y    เน่ืองจาก c  เปนตัวคงคาจงึได 
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คา y  หลายคาข้ึนอยูกบัคา c   

ตัวอยางเชน 

 1c    จะได  3xy e  

 2c    จะได  32 xy e  

 3c    จะได  33 xy e   

และคาอื่น ๆ ตามที่กําหนดคา c   

ในทางเรขาคณิต 3xy ce  คือวงศเสนโคงสําหรบัพารามเิตอรตัวหน่ึง เรียกวาเสนโคงเชิง

ปริพันธ ของสมการ 3 0y y    ซึ่งแตละเสนโคงเชิงปริพันธคือรูปเรขาคณิตของผลเฉลยของ

สมการ
 

3 0y y    ดังรูปตอไปน้ี 

 

 

  

 

 

 

 

ภาพท่ี 1.1  เสนโคงเชิงปริพันธของสมการ 3 0y y    

 

 จากภาพที่ 1.1 วงศเสนโคงซึ่งประกอบดวยเสนโคงเชิงปริพนัธมากมาย ถาตองการทราบวา

เสนโคงเชิงปริพันธ ไดเปนเสนโคงทีผ่านจุดใดจุดหน่ึงที่เราตองการเชนผานจุด (0,2)  หมายความวาถา 

0x   และ 2y   เมื่อแทนคา x  และ y  แลวจะไดคา c  เชนในตัวอยาง 1.11 จะได 2c   

น้ันคือเสนโคงเชิงปริพันธทีเ่ปนผลเฉลยเฉพาะสําหรับ 3 0y y    เมื่อ 0x   และ 2y   คือ 
32 xy e  เราเรียกคาของ x  และ y  ที่กําหนดคาผลเฉลยเฉพาะน้ีวา เงื่อนไขเริ่มตนและนิยมเขียน 

( )y x  เปนผลเฉลยเฉพาะ  

x
 

y  

0  
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บทนิยาม 1.13  

ปญหาคาเริ่มตน คือปญหาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n   

ที่สอดคลองกบัเงื่อนไข ( 1)
0 0 0 1 0 1

( ) , ( ) ,..., ( )n
n

y x y y x y y x y


    เมื่อ 
0
x   

และ 
0 1
, ,...,

n
y y y  เปนคาคงตัว และเรียกเงื่อนไขที่กําหนดใหวาเงือ่นไขเริ่มตน 

 

 

ตัวอยาง 1.14  จงแสดงวา 2 3y x   เปนผลเฉลยเฉพาะของ 

(6)   3xy y     

เมื่อกําหนดเงื่อนไขเริม่ตน (2) 1y    

วิธีทํา จากสมการ 2 3y x   

 ตรวจสอบเงื่อนไขเริ่มตน (2) 1y   

 ถา  2 3y x   จะได  2(2) 3 1y     

 ดังน้ัน 2 3y x   ผานจุด 2x  , 1y   จรงิ 

 ตรวจสอบวา 2 3y x   เปนผลเฉลยของสมการ (6) หรือไม 

 จาก  2 3,y x   

 ได  (2 3),
d

y x
dx

    

2,y    

 นํา y  และ y   แทนลงในสมการ (6) ได 

   (2) (2 3) 2 2 3 3xy y x x x x          
ดังน้ัน  แสดงวา 2 3y x   เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ (6) 

 

ตัวอยาง 1.15  จงแสดงวา 2 3y x x c    เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(7)  2 3 0y x      

เมื่อ c  เปนตัวคงคา แลวจงหาคา c  ที่ทําให  

(8)  
2 3y x x c     

เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการเมื่อกําหนดเงือ่นไขเริม่ตน ( 1) 2y     
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วิธีทํา  ตรวจสอบผลเฉลยทั่วไปของสมการ (8)  

 จาก 
2 3 ,y x x c     

ได  2( 3 )
d

y x x c
dx

     

    2 3,y x    

 นํา y   แทนลงในสมการ (7) ได 

2 3 (2 3) 2 3y x x x        

2 3 2 3 2 3

0,

x xy x    


 

 

 แสดงวา 2 3y x x c    เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ (7) 

 หาตัวคงคา c  

กําหนดเงื่อนไขเริม่ตน ( 1) 2y     

แทนคา 1x    และ 2y   ในสมการ (8)  

ได        
22 ( 1 ) 3( 1) ,c      

2 1 3 ,

2 4 ,

2,

c

c

c

  

 


 

แทนคา 2c    ในสมการ (8) 

ดังน้ัน  2 3 2y x x    เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ (7) ที่สอดคลองกับเงื่อนไข ( 1) 2y    

 

ตัวอยาง 1.16  จงแสดงวา 

(9)  
3 2

1 2
x xy c e c e    

เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(10) 
 

2

2
6 0

d y dy
y

dxdx
     

และจงหาผลเฉลยเฉพาะ เมือ่กําหนดเงื่อนไขเริ่มตนดังน้ี (0) 1y  , (0) 2y    

วิธีทํา  ตรวจสอบผลเฉลยทั่วไปของสมการ 
2

2
6 0

d y dy
y

dxdx
     
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 จาก       3 2
1 2

,x xy c e c e    

ได 3 2
1 2
( )x xdy d
c e c e

dx dx
   

3 2
1 2

3 2
1 2

3 2
1 2

3 2 ,

]
]

x x

x x

x x

d d
c e c e

dx dx
d d

c e c e
dx dx

c e c e

dy

dx






 

 

 

 

และ     
2

3 2
1 22

( 3 2 )x xd y d
ce c e

dxdx
    

         

3 2
1 2

3 2
2

3
1

2

1

2
2

2

( 3 ) 2

3 2

9 4 ,

]
]

x x

x x

x x

d d
c e c e

dx dx
d d

c e c e
dx dx

c

d y

d

c

x

e e







  

 

 

 

นํา 
2

2
,

d y dy
dx dx

 และ y  แทนลงในสมการ (10) ได 

2
3 2 3 2 3 2

1 2 1 2 1 22

3 2 3 2 3 2
1 2 1 2 1 2

3 3 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2

6 (9 4 ) ( 3 2 ) 6( )

9 4 3 2 6 6

9 3 6 4 2 6

0,

]
]

]

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

d y dy
y c e c e c e c e c e c e

dxdx

c e c e c e c e c e c e

c e c e c e c e c e c e

  

  

 

        

     

     



 

 แสดงวา 3 2
1 2

x xy c e c e   เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ (10) 

หาผลเฉลยเฉพาะ  

จากเงื่อนไขเริม่ตน (0) 1y    

แทนคา 0x   และ 1y   ในสมการ (9) ได 

 
3(0) 2(0)

1 2
1 ,c e c e   

หรือ 

(11)   1 2
1 ,c c     

และจากเงือ่นไขเริ่มตน (0) 2y     
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แทนคา 0x   และ 1y   ในสมการ 3 2
1 2

3 2x xy c e c e     

ได  
3(0) 2(0)

1 2
2 3 2 ,c e c e    

หรือ 

(12)  
1 2

2 3 2 ,c c      

 จาก (11) และ (12) ได 
1

0c   และ 
2

1c   

ดังน้ัน ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (10) คือ 
2xy e  

 

1.4 การกําจัดตัวคงคา 

ในทางปฏิบัติสมการเชิงอนุพันธเกิดข้ึนไดหลายทาง ไมวาจะเปนปญหาทางคณิตศาสตร 

ปญหาทางฟสิกส และปญหาอื่น ๆ สําหรับปญหาทางคณิตศาสตรน้ันไดแกเรื่องความชันของเสนสัมผสั 

ความชันของเสนปกติ ที่ผานจุดใด ๆ อยูในรูป 
dy
dx

 และผานจุด 0 0
( , )x y  สวนปญหาทางฟสิกสน้ันก็

จะเปนเกี่ยวกบัการเคลือ่นที่ของวัตถุเมื่อกําหนดความเร็วของการเคลื่อนที่ ( )v t  และจุดเริ่มตนของ

การเคลื่อนที่ จะมีสมการเชิงอนุพันธเปน ( )
ds

v t
dt

  เมื่อ s  เปนฟงกชันการเคลื่อนที่ของวัตถุ  

และ t  คือเวลาที่วัตถุใชในการเคลือ่นที่ (สมศักด์ิ เทศสวัสด์ิวงศ, 2544 : 8-9) 

และทางหน่ึงที่จะไดสมการเชิงอนุพันธ คือการกําจัดตัวคงคาจากความสัมพันธที่กําหนดให 

โดยปกติความสมัพันธที่มีตัวคงคา n  ตัวจะทําใหเกิดสมการเชิงอนุพันธดันดับ n ซึ่งเราสามารถสราง

สมการเชิงอนุพันธไดจากความสัมพันธที่เกี่ยวของกับตัวคงคา โดยการกําจัดตัวคงคาเหลาน้ัน จะเกิด

สมการเชิงอนุพันธ ซึ่งอันดับของสมการที่จะสรางตองเทากบัจํานวนของตัวคงคา ดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 1.17  จงกําจัดตัวคงคา 
1
c  และ 

2
c  จากความสัมพันธ 

(13)  3 2
1 2

x xy c e c e     

วิธีทํา เน่ืองจากมีตัวคงคาสองตัวคือ 
1
c  และ 

2
c  เราตองไดเชิงอนุพันธอนัดับที่สอง 

 หาอนุพันธุของสมการ (13) ได 

(14)        3 2
1 2

3 2 ,x xy c e c e      

 หาอนุพันธุของสมการ (14) ได 
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(15)        3 2
1 2

9 4 ,x xy c e c e    

นําสมการ (13) X 3 ได 

(16)        3 2
1 2

3 3 3 ,x xy c e c e   

นําสมการ(14) + (16) ได 

(17)          2
2

3 5 ,xy y c e    

นํา 
2

1

5 xe
 คูณตลอดทั้งสมการ (17) ได 

(18)         22

3
,

5 x

y y
c

e

 
   

นําสมการ (14) x 3 ได 

(19)      3 2
1 2

3 9 6 ,x xy c e c e      

นําสมการ (15) + (19) ได 

(20)        
2

2
3 10 ,xy y c e     

หรือ   

(21)        22

3
,

10 x

y y
c

e

 
     

สมการ (18) = (21) ได 

          

2 2

2

2

3 3
,

5 10
10 ( 3 )

3 ,
5

2 6 3 ,

0 3 2 6 ,

]
]

]

x x

x

x

y y y y

e e
e y y

y y
e

y y y y

y y y y

   


    

    

     

 

หรือ 6 0]y y y     
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ตัวอยาง 1.18  จงกําจัดตัวคงคา a  จากความสัมพันธ 

(22) 2 2 2( )x a y a     

วิธีทํา เน่ืองจากมีตัวคงคาหน่ึงตัว คือ a  เราตองไดเชิงอนุพันธอันดับที่หน่ึง 

จาก 2 2 2( ) ,x a y a    

หาอนุพันธของฟงกชันได 

     2 2 2( ) ,
d d

x a y a
dx dx

       

2 2( ) 0,

2( ) ( ) 2 0,

2( ) 2 0,

2 2 2 0,

2( ) 0,

,]

]
]

]
]

d d
x a y

dx dx
d dy

x a x a y
dx dx

dy
x a y

dx
dy

x a y
dx
dy

x a y
dx

dy
a x y

dx

  

   

  

  

  

 

 

แทนคา 
dy

a x y
dx

   ในสมการ (22) ได 

            
2 2 2( ) ( ) ,

dy dy
x x y y x y

dx dx
      

              

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ,

( ) 2 ( ) ,

2 ,

2 ,

( ) 2 ,

]
]

]
]

dy dy
y y x y
dx dx
dy dy dy
y y x xy y
dx dx dx

dy
y x xy

dx
dy

y x xy
dx

y x dx xydy

  

   

 

 

 

 

 หรือ 2 2( ) 2 0y x dx xydy    

 

 



19 

ตัวอยาง 1.19  จงกําจัดตัวคงคา c  จากความสัมพันธ 

(23) 2 4 0cxy c x     

วิธีทํา เน่ืองจากมีตัวคงคาหน่ึงตัว คือ c  เราตองไดเชิงอนุพันธอันดับที่หน่ึง 

จาก 2 4 0cxy c x        

หาอนุพันธได 

  2( 4) 0
d d
cxy c x

dx dx
    

     

2

2

2

2

2

4 0,

4 0,

( ) 0 0,

( ) 0 0,

( ) 0,

]
]
]
]

d d d
cxy c x

dx dx dx
d d d

c xy c x
dx dx dx
dy dx

c x y c
dx dx
dy

c x y c
dx

dy
c x y c
dx

  

  

   

   

  

 

 เน่ืองจาก 0c   ดังน้ัน ( )
dy

c x y
dx

   

 แทนคา ( )
dy

c x y
dx

   ในสมการ (23)  

 ได       

2

( ) ( ) 4 0,
dy dy
x y xy x y x
dx dx

 
        
 

 

             

2

2 2 2 2

2 2 3 2 2 2

2 3 2

( ) ( ) 4 0,

( ) 2 4 0,

( ) 2 4 0,

( ) 4 0,

]
]
]

dy dy
x y xy x y x
dx dx

dy dy dy
x y xy x xy y x
dx dx dx

dy dy dy
x y xy x x y xy
dx dx dx

dy dy
x y x
dx dx

     

 
        
 

      

  

 

 หรือ 2 3 2( ) 4 0x yy x y     
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1.5 ทฤษฎีบทการมีจริงและความเปนไปไดอยางเดยีว 

 กอนที่เราจะศึกษาวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ ควรจะทราบวิธีตรวจสอบวา

สมการเชิงอนุพันธที่เราจะหาผลเฉลยน้ัน มผีลเฉลยหรือไม เพราะถาสมการไมมีผลเฉลยจะไดไมตอง

เสียเวลาในการหา หรือถาสมการมีผลเฉลยมากกวาหน่ึงผลเฉลยก็จะไดทราบกอนทีจ่ะเสียเวลาหาผล

เฉลยมาแลวพบวาไมใชผลเฉลยที่ตองการ ซึ่งทฤษฎีที่จะกลาวตอไปน้ีเรียกวา ทฤษฎีบทการมจีริงและ

ความเปนไปไดอยางเดียว (สมศักด์ิ เทศสวัสด์ิวงศ, 2544 : 9-10) 

 

ทฤษฎีบท 1.1  

  ถา ( , )f x y  และ ( , )f x y
y



 เปนฟงกชันที่ตอเน่ืองในโดเมน D  ซึ่งอยูใน 

ระนาบ xy  และจุด 
0 0

( , )x y  อยูในโดเมน D  แลวสมการ  

 ( , )y f x y   และเงื่อนไขเริ่มตนคือ 
0 0

( )y x y  

มีผลเฉลยเดียวคือ   ในบางชวง 
0

x x h   เมื่อ h R  และ 0h   

ซึ่ง h  มีคานอยมาก ๆ 

 

ตัวอยาง 1.20  จงพจิารณาสมการ 
32y x y    ที่มีเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0y    

มีผลเฉลยเพียงคาเดียวหรอืไม 

วิธีทํา สมการ 32y x y     

 เน่ืองจาก 3( , ) 2f x y x y   

 และ 3( , ) (2 ) 2f x y x y y
y y
 

  
 

 เปนฟงกชันตอเน่ืองในโดเมน D  ใด ๆ  

ในระนาบ xy  ซึ่งมีจุด 
0 0

( , ) (0,0)x y    

ดังน้ัน สมการ 
32y x y    มีผลเฉลยเพียงคาเดียว 

ตัวอยาง 1.21  จงพจิารณาสมการ 
dy

x y
dx

   ที่มีเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0y    

มีผลเฉลยเพียงคาเดียวหรอืไม 

วิธีทํา สมการ 
dy

x y
dx

    

 จากทฤษฎีบท 1.1 ไดวา ( , )f x y x y   

 และ 1
( , ) ( )

2
f x y x y

y y y

 
  

 
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พบวา ( , )f x y
y



 ไมตอเน่ืองที่จุด (0,0)   

ดังน้ัน จากทฤษฎีบท 1.1 สมการ 
dy

x y
dx

   ไมมีผลเฉลยเพียงคาเดียว น่ันคืออาจมีผลเฉลย

หลายคา หรือไมมผีลเฉลยเลยก็ได  

 

1.6 สรปุทายบทที ่1 

จากทีเ่ราไดทราบประวัติการเกิดสมการเชิงอนุพันธข้ึนมาไดอยางไรน้ันพรอมทัง้นิยามของ

สมการเชิงอนุพันธในรูปแบบตาง ๆ ทําใหทราบวา สมการเชิงอนุพันธ คือสมการซึง่ประกอบดวย

อนุพันธหรือดิฟเฟอเรนเชียลน่ันเอง สวนสมการเชิงอนุพันธสามัญ คือสมการเชิงอนุพันธซึ่ง

ประกอบดวยอนุพันธทีเ่ทียบกับตัวแปรอสิระเพียงตัวเดียวเทาน้ัน อันดับของสมการเชิงอนุพันธ 

หมายถึงอันดับของอนุพันธทีม่ีอันดับสูงสุดทีป่รากฏอยูในสมการ และระดับข้ันของสมการเชิงอนุพันธ 

หมายถึงเลขช้ีกําลงัที่มีคามากทีสุ่ดของอนุพันธซึง่มีอันดับสูงสุด ในกรณีทีส่ามารถทําใหทุก ๆ อนุพันธ

ในสมการเชิงอนุพันธ มีเลขช้ีกําลงัเปนเลขจํานวนเต็มบวกน่ันเอง สวนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 

คือความสัมพันธระหวางตัวแปรอิสระ และตัวแปรตามซึง่ไมอยูในรูปอนุพันธ ซึ่งสอดคลองกับสมการ

เชิงอนุพันธน้ัน น่ันคือเมื่อนําผลเฉลยไปแทนในสมการเชิงอนุพันธแลวทําใหสมการน้ันเปนจรงิเชน 

23 xy e  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 2 0
dy

y
dx

    

เน่ืองจาก 23 xy e  จะได 26 xdy
e

dx
  แทนคา y  และ dy

dx
 ในสมการจะได 

 
2 22 6 2(3 )x xdy

y e e
dx

    

   
2 26 6

0

x xe e 


 

สําหรับการกําจัดตัวคงคาจากความสมัพันธน้ัน ถาความสัมพันธที่มีตัวคงคา n  ตัวจะทําให

เกิดสมการเชิงอนุพันธอันดับ n ซึ่งเราสามารถสรางสมการเชิงอนุพันธไดจากความสัมพันธทีเ่กี่ยวของ

กับตัวคงคา โดยการกําจัดตัวคงคาเหลาน้ัน แลวจะเกิดสมการเชิงอนุพันธ และอันดับของสมการทีจ่ะ

สรางตองเทากบัจํานวนของตัวคงคาน่ันเอง และกอนที่เราจะศึกษาวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิง

อนุพันธ ควรจะตองตรวจสอบวาสมการน้ัน ๆ มผีลเฉลยหรอืไม เพราะถาสมการไมมผีลเฉลยจะไดไม

เสียเวลาในการหา หรือถาสมการมีผลเฉลยมากกวาหน่ึงผลเฉลยก็จะไดทราบกอนทีจ่ะเสียเวลาหาผล

เฉลยมาแลวพบวาไมใชผลเฉลยที่ตองการ ซึ่งทฤษฎีที่จะกลาวตอไปน้ีเรียกวา ทฤษฎีบทการมจีริงและ

ความเปนไปไดอยางเดียว 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 1 
 

1. จงพจิารณาวาสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ีสมการใดเปนสมการเชิงอนุพนัธสามัญ สมการเชิง

อนุพันธยอย สมการเชิงเสน หรือสมการไมเชิงเสน พรอมทั้งบอกอันดับและระดับข้ัน 

1.1  2 1
dy

x
dx

   

1.2  
3

2

3
3

d y
x y

dx
 

 

1.3  
2

2

2
( 2) 2 3

d y dy
x x xy x

dxdx
      

1.4  2(2 ) (3 ) 0x xy dx x dy     

1.5  
2

2
2

f f
x

yx

 
 


 

1.6  
2

2

2
6

v v
r h
r h

 
 

 
 

1.7  
23

2

3
( 2) 2 0

d y dy
x x xy

dxdx

        
 

1.8  
2

2
2

f f f
x

x zy

  
  

 
 

 

2. จงแสดงวาฟงกชันทีก่ําหนดใหทางขวาของแตละสมการเปนผลเฉลยของสมการทางซาย 

2.1  1y y x    ,   3 xy x e   

2.2  7 12 0y y y    ,  3 42 5x xy e e   

2.3  yy x  ,    3 22

3
y x  

2.4  3 2 0y y y    ,  23 4x xy e e     

2.5  2 8 0y y y    ,  4 2
1 2

x xy c e c e   เมื่อ 1 2,c c  เปนตัวคงคา 

3. จงแสดงวา 2( ) xy x c e   เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 xy y xe     

เมื่อ c  เปนตัวคงคา และหาคาของ c  เมื่อกําหนด ( 1) 3y e    
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4. จงแสดงวา 2
1 2

x xy c e c e   เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 0y y y      

เมื่อ 
1 2
,c c  เปนตัวคงคา และหาคาของ

 
1
c  และ 

2
c  เมื่อกําหนด (0) 2y   และ (0) 3y    

5. จงกําจัดตัวคงคาจากความสมัพันธตอไปน้ี 

5.1  21y cx c      c  เปนตัวคงคา 

5.2  
1 2
x xy c e c e     

1 2
,c c  เปนตัวคงคา 

5.3  2
1 2

xy x c x c e     
1 2
,c c  เปนตัวคงคา 

5.4 
 

2 1x y cx     c  เปนตัวคงคา 

5.5 3 3x xy Ae Bxe    ,A B  เปนตัวคงคา 

 

6. จงพจิารณาวาสมการที่กําหนดใหตอไปน้ีมผีลเฉลยเพียงคาเดียวหรือไม 

6.1  2 2dy
x y

dx
  ,   (0) 1y   

6.2  
2 1

3

y
y

x

 


,   (1) 0y   

6.2  2 siny x y  ,   (1) 2y    
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 ในบทน้ีจะศึกษาสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงและระดับข้ันหน่ึงในรปูแบบตาง ๆ ซึ่งสามารถ
หาคําตอบไดโดยการจัดสมการใหอยูในรูปแบบเฉพาะของแตละสมการ เริ่มจากสมการเชิงอนุพันธแบบ
แยกกันได เปนวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงและระดับข้ันหน่ึงทีง่ายทีสุ่ด แต
สมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงและระดับข้ันหน่ึงน้ันไมสามารถหาผลเฉลยของสมการแบบแยกกันได  
ไดทุกสมการดังน้ันจึงตองมีการศึกษาการหาผลเฉลยของสมการในรปูแบบอื่น เชนสมการเชิงอนุพันธ
แบบเอกพันธุ สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง และสมการเชิงเสน แตถาสมการไมอยูในรูปแบบกลาว
มาขางตนเราสามารถทําใหสมการน้ันเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงได โดยการคูณตลอดทั้ง
สมการดวยฟงกชันทีเ่หมาะสม และเรียกฟงกชันน้ันเรียกวาตัวประกอบปริพันธ  

 ลักษณะของสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงและระดับข้ันหน่ึงโดยทั่วไปจะอยูในรูปแบบ 

 ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy     

หรือ
 

( , ) ( , ) 0
dy

M x y N x y
dx

     

สามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงและระดับข้ันหน่ึงในรูปแบบตาง ๆ ดังน้ี 
 

2.1 สมการเชิงอนุพนัธแบบแยกกนัได 
 สมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันไดคือสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงระดับข้ันหน่ึงที่สามารถ
เขียนอยูในรูป ( ) ( ) 0A x dx B y dy   โดยที่ ( )A x  เปนฟงกชันของ x  อยางเดียว และ ( )B y  

เปนฟงกชันของ y  ดังบทนิยาม (อุบล กลองกระโทก. 2549 : 123-124) 

 
 บทนิยาม 2.1 
  สมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได คือสมการทีส่ามารถเขียนไดในรูป 

  ( ) ( ) 0A x dx B y dy   
 
เราสามารถหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันโดยหาปริพันธตลอดทั้ง

สมการก็จะได ( ) ( )A x dx B y dy c    โดยที่ c  เปนตัวคงคา 

 

บทท่ี 2 
สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและระดับข้ันหนึ่ง 
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ตัวอยาง 2.1  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(1)  4 3 2( 4) ( 3) 0
dy

x y x y
dx

    ,  

วิธีทํา จะสงัเกตวา 0y   เปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ (1) เราจะหาผลเฉลยอื่น ๆ  
โดยสมมติวา 0y   

 สมการ (1) สามารถเขียนใหมไดในรูป  
 จาก         

4 3 2( 4) ( 3) 0x y dx x y dy     

สําหรับ 0x   และ 0y  คูณตลอดสมการน้ีดวย 
3 4

1

x y
 จะได 

       
4 3 2

3 4 3 4

( 4) ( 3)
0

x y x y
dx dy

x y x y

 
   

  
2

3 4

( 4) ( 3)
0

x y
dx dy

x y

 
    

หรือ       
2 3 2 4

1 4 1 3
0dx dy

x x y y

                 
 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ีได 

  
2 3 2 4

1 4 1 3
( ) ( ) 0dx dy
x x y y

       

 (2)        
2 3

1 2 1 1
c

x yx y
      

สมการ (2) เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ (1) ถูกนิยามสําหรบัทุก ๆ จํานวนจริง x  ที่ 0x   
โดยที่ c  เปนตัวคงคา จากที่เราไดสงัเกตแลววา 0y   ก็เปนผลเฉลยของสมการ (1) น้ีดวย แตผล

เฉลยน้ีไมไดมาจากการกําหนดคาเฉพาะใด ๆ ของ c  ใน (1) ดังน้ันเราสรปุไดวาสมการเชิงอนุพันธ (1) 
มี (2) เปนผลเฉลยทั่วไปที่ถูกนิยาม 0x   และ 0y   วาเปนผลเฉลยเอกฐานที่ถูกนิยามบนเซต

ของจํานวนจริง 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (1) คือ 
2 3

1 2 1 1
c

x yx y
      สําหรับทุก ๆ จํานวนจริง 

0x   และ 0y    

 
ขอสังเกต 2.1  

จากตัวอยาง 2.1 วิธีการแยกตัวแปรน้ีอาจทําใหผลเฉลยบางผลเฉลยหายไปได ดังน้ันเราตอง
ตรวจสอบอยางระมัดระวังเสมอ 
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ตัวอยาง 2.2  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(3)   dy x
dx y

    

วิธีทํา จัดสมการใหมใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกนัได 

 จาก            
dy x
dx y

   

สําหรับ 0x   คูณตลอดสมการน้ีดวย y  แลวสามารถเขียนสมการน้ีไดในรูป 

           0ydy xdx     

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

    0ydy x dx     

             
2 2

12 2
y x

c   เมื่อ 1
c  เปนตัวคงคา 

นํา 2  คูณตลอดทั้งสมการ ได 

         

2 2

1

2 2

1

2 2
2 2

2 2
2

]
y x

c

y x
c

      

       

 

   
หรือ 

     2 2
1

2y x c   

ให 1
2c c  เมื่อ c  เปนตัวคงคา ได 

      2 2y x c 
 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3) คือ 2 2y x c   สําหรับทกุ ๆ จํานวนจริง 0x    

 
หมายเหตุ 2.1 
 ในตัวอยาง 2.1 และ ตัวอยาง 2.2 จะเห็นวาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธทีม่ีระดับข้ัน
หน่ึงบรรจุตัวคงคาเพียง 1 ตัว ดังน้ันจากน้ีเปนตนไปการหาปริพันธตลอดทั้งสมการแบบแยกกันไดจะ
บรรจุตัวคงคาเพียงคาเดียวเทาน้ัน 



28 
 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3) ดังภาพที่ 2.1 

 
 

ภาพท่ี 2.1  ผลเฉลยของสมการ dy x
dx y

   โดยใช Wolfram Alpha 

 
หมายเหตุ 2.2 

ผลเฉลยที่ไดจากการใชโปรแกรม WolframAlpha น้ันจะเปนผลเฉลยชัดแจง แตผลเฉลยที่ได
จากการจัดสมการใหมใหอยูในรปูแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันน้ันไดน้ันจะเปนผลเฉลยโดย
ปริยาย ซึ่งก็คือผลเฉลยเดียวกันน่ันเอง 
 
ตัวอยาง 2.3  จงหาผลเฉลยของสมการ 

(4)  22 ( 3) 0x y dx xdy      

วิธีทํา จะสงัเกตวา 3y    เปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ (4) เราจะหาผลเฉลยอื่น ๆ  

โดยสมมติวา 3y    

จัดสมการใหมใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกนัได 

 จาก          
22 ( 3) 0x y dx xdy     

 สําหรับ 0x   คูณตลอดสมการน้ีดวย 
1

( 3)
dy

x y 
 ได 
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22 ( 3)

0
( 3) ( 3)

x y x
dx dy

x y x y


 

 
  

หรือ 

               
1

2 0
( 3)

xdx dy
y

 


 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

   1
2 0

( 3)
xdx dy

y
  


  

หรือ 

     
2

1

2
ln 3

2
x

y c    เมื่อ 1
c  เปนตัวคงคา 

นํา 1
ln 3y c   บวกตลอดทั้งสมการ ได 

                  

2
1

ln 3x c y     

สมบัติของลอการทิึม ( ถา loga x y  แลว yx a  ) ได 

            2
1 3x ce y    ( เพราะ ln log

e
x x  ) 

หรือ 

          
2

1 3cxe e y   ( เพราะ a b a bx x x   ) 

ให 1cc e  ได c  เปนตัวคงคา จะได 

          2

3xce y    

หรือ 

          2

( 3) xy e c     

 สังเกตวา 3y    ก็เปนผลเฉลยของสมการ (4) ที่ไดจากการแทนคา 0c   ลงในผลเฉลย

ทั่วไปจึงเรียกผลเฉลย 3y    วาผลเฉลยชัด 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (2) คือ 
2

( 3) xy e c   สําหรับทุก ๆ จํานวนจริง 0x    
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (4) ดังภาพที่ 2.2 

 
 

ภาพท่ี 2.2  ผลเฉลยของสมการ 22 ( 3) 0x y dx xdy    โดยใช Wolfram Alpha 

 
ตัวอยาง 2.4  จงหาผลเฉลยของสมการ  

(5)  6
dr

rt
dt

     

วิธีทํา จะสงัเกตวา 0r   เปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ (5) เราจะหาผลเฉลยอื่น ๆ  
โดยสมมติวา 0r   

จัดสมการใหมใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกนัได 

 จาก             6
dr

rt
dt

    

 สําหรับ 0r   คูณตลอดสมการน้ีดวย 
1
r

 แลวสามารถเขียนสมการน้ีไดในรูป 

          1 6 0dr tdt
r

      

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

   1
6 0dr t dt

r
    

           2
1

ln 3r t c   เมื่อ 1
c  เปนตัวคงคา 

นํา 23t  บวกตลอดทั้งสมการ ได 
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          2
1

ln 3r t c  , 

 ใชสมบัติของลอการิทมึได 

              
2

13t cr e   
 หรือ    

  
2

1 3c tr e e  

ให 1cc e  ได c  เปนตัวคงคา จะได 

                 
23tr ce    

สังเกตวา 0r   ก็เปนผลเฉลยของสมการ (5) ที่ไดจากการแทนคา 0c   ลงในผลเฉลย
ทั่วไปจึงเรียกผลเฉลย 0r   วาผลเฉลยชัด 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (5) คือ 
23tr ce  สําหรับทกุ ๆ จํานวนจริง 0r    

 
ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (5) ดังภาพที่ 2.3 

 
 

ภาพท่ี 2.3  ผลเฉลยของสมการ 6
dr

rt
dt

   โดยใช Wolfram Alpha 

 
ตัวอยาง 2.5  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(6)  
x yy e      

และผลเฉลยเฉพาะเมือ่กําหนดเงื่อนไขเริ่มตน (0) 0y   

วิธีทํา จัดสมการใหมใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกนัได 
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 สมการ (6) สามารถเขียนใหมไดในรูป 

 

x ydy
e e

dx
   

คูณตลอดสมการน้ีดวย ye  ได แลวสามารถเขียนสมการน้ีไดในรูป 

           
0y xe dy e dx   , 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

 0y xe dy e dx     

    1
y xe e c    เมื่อ 1

c  เปนตัวคงคา 

นํา 1  คูณตลอดทั้งสมการ ได 

    1
y xe e c    

ให 
1

c c   เมื่อ c  เปนตัวคงคา ได 

(7)        
y xe e c    

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (7) คือ x ye e c   
 

หาผลเฉลยเฉพาะ  

จากเงื่อนไขเริม่ตน (0) 0y   

แทนคา 0x   และ 0y   ในสมการ (7) ได 

       

0 0

1 1

2

]
]

e e c

c

c

 

 



 

 แทนคา 2c   ในสมการ (7) จะได 

  2x ye e   

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (6) คือ 2x ye e   
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ใช WolframAlpha เพื่อหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (6) ดังภาพที่ 2.4 

 
 

ภาพท่ี 2.4  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ x yy e    เมื่อกําหนดเงื่อนไขเริ่มตน (0) 0y   

  โดยใช Wolfram Alpha 

 
ตัวอยาง 2.6  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(8)  2 2(1 ) (1 ) 0y dx x dy       

และผลเฉลยเฉพาะเมือ่กําหนดเงื่อนไขเริ่มตน (0) 1y   

วิธีทํา จัดสมการใหมใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกนัได 

 จาก             2 2(1 ) (1 ) 0y dx x dy      

นํา
 

2 2

1

(1 )(1 )x y 
 คูณตลอดทั้งสมการ ได 

        
2 2

2 2 2 2

(1 ) (1 )
0

(1 )(1 ) (1 )(1 )

y x
dx dy

x y x y

 
 

   
 

 หรือ 

       
2 2

1 1

1 1
dx dy

x y
 

 
 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได  
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        2 2

1 1
0

1 1
dx dy

x y
  

 
 

(9)            arctan arctanx y c   เมื่อ c  เปนตัวคงคา  

 
ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (8) คือ arctan arctanx y c   

หาผลเฉลยเฉพาะ  

จากเงื่อนไขเริม่ตน (0) 1y    

แทนคา 0x   และ 1y    ในสมการ (9)  

ได  arctan0 arctan( 1) c    

   

0
4

4

c

c





       

 

   

 นําคา 
4

c


   แทนในสมการ (9) 

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (8) คือ arctan arctan
4

x y


    

ใช WolframAlpha เพื่อหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (8) ดังภาพที่ 2.5 
 

 
 

ภาพท่ี 2.5  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ 2 2(1 ) (1 ) 0y dx x dy     เมื่อกําหนด 

    เงื่อนไขเริ่มตน (0) 0y   โดยโปรแกรม WolframAlpha 
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ตัวอยาง 2.7  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(10)  
3 2( )

2
0x y y dy

e
dxx

    

และผลเฉลยเฉพาะเมือ่กําหนดเงื่อนไขเริ่มตน (1) 1y   

วิธีทํา จะสงัเกตวา 0y   เปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ (10) เราจะหาผลเฉลยอื่น ๆ  

โดยสมมติวา 0y    

จัดสมการใหมใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกนัได 

 จาก  
   

3 2( )

2
0x y y dy

e
dxx

    

สามารถเขียนสมการน้ีไดในรปู 

            
3 22 0x yx e dx ye dy  , 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

  
3 22 0x yx e dx ye dy   ,  

หรือ  

(11)        3 21 1
3 2

x ye e c   เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (10) คือ 
3 21 1

3 2
x ye e c   

หาผลเฉลยเฉพาะ  

จากเงื่อนไขเริม่ตน (1) 1y    

แทนคา 1x   และ 1y   ในสมการ (11)  

ได            
3 31 11 1

3 2
e e c  , 

            

1 1
2 3
3 2
6
5
6

e e c

e e
c

e
c

 





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 นําคา 
5
6
e

c   แทนในสมการ (11) 

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (10) คือ 
3 31 1 5

3 2 6
x y e
e e   

ตัวอยาง 2.8  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(12)  ( ) ( ) 0xy x dx xy y dy      

และผลเฉลยเฉพาะเมือ่กําหนดเงื่อนไขเริ่มตน (1) 0y   

วิธีทํา จะสงัเกตวา 1y   เปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ (12) เราจะหาผลเฉลยอื่น ๆ  
โดยสมมติวา 1y   

จัดสมการใหมใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกนัได 

 จาก         ( ) ( ) 0xy x dx xy y dy      

 สามารถเขียนใหมไดในรปู 

          ( 1) ( 1) 0x y dx y x dy     

 สําหรับ 1x   คูณตลอดสมการน้ีดวย 
1

( 1)( 1)x y 
 ได 

            
( 1) ( 1)

0
( 1)( 1) ( 1)( 1)
x y y x

dx dy
x y x y

 
 

   
 

            0
( 1) ( 1)
x y

dx dy
x y

 
 

 

 หรือ 

           1
1 1 0

1 1
y

dx dy
x y

                  
 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

     1
1 1 0

1 1
y

dx dy
x y

                   
  

 หรือ 
    1

ln 1 ln 1x x y y c       เมื่อ 1
c  เปนตัวคงคา 
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 บวก x y   ตลอดสมการ ได 

             1
ln 1 ln 1y x c x y       

สําหรับ
 

1x    และจากสมบัติของลอการิทมึ ( log log log
a a a

x
x y

y
  ) ได 

                   1

1
ln

1

y
x y c

x


  


  

หรือ 

        1

1
ln ( )

1
y

c x y
x


  


  

จากสมบัติของลอการิทมึ ได 

              1 ( )1
1

c x yy
e

x
 




  

หรือ 

              1 ( )1
1

c x yy
e e

x
 




 

ให 1ce c  เมื่อ c  เปนตัวคงคา ได 

               ( )1
1

x yy
ce

x
 




  

 นํา ( )x ye   คูณตลอดทั้งสมการ ได 

(13)       ( )1
1

x yy
e c

x





 

ดังน้ัน ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (12) คือ ( )1
1

x yy
e c

x





  

หาผลเฉลยเฉพาะ  

จากเงื่อนไขเริม่ตน (1) 0y    

แทนคา 1x   และ 0y   ในสมการ (11)  

ได        
(0 1)1 1

0 1
e c




 

        0c   

 นําคา 0c   แทนในสมการ (11) 

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (12) คือ 
( )1

0
1

x yy
e

x




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2.2 สมการเชิงอนุพนัธแบบเอกพนัธุ 
 สมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุคือสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงระดับข้ันหน่ึงที่อยูในรูป 
( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   โดยที่ ( , )M x y  เปนฟงกชันของ ,x y  และ ( , )N x y  เปนฟงกชัน

ของ ,x y  ซึ่งเราสามารถจัดสมการดังกลาวไดในรูป ( )
dy y

g
dx x

  ดังจะกลาวในบทนิยามตอไปน้ี 

(ศรีบุตร แววเจริญ และชนศักด์ิ บายเที่ยง, 2542 : 36-41)  

 
 บทนิยาม 2.2  

  สมการเอกพันธุ คือ สมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงที่เขียนไดในรูป ( )
dy y

g
dx x

  

 
 
ตัวอยาง 2.9  กําหนดสมการ 

(14)  2 2( ) 0x xy y dx xydy     

จงแสดงวาสมการ (14) เปนสมการเอกพันธุ 

วิธีทํา จาก  2 2( ) 0x xy y dx xydy     

 เขียนใหมไดในรปู 

        
2 2( )x xy y dx xydy     

          

2 2

1

1
( ) 1

( )

( )

dy x xy y
dx xy

x y
y x

y
y x
x
y

g
x

 


  

  



 

 เน่ืองจาก ( )
dy y

g
dx x

  ดังน้ัน สมการ (14) เปนสมการเอกพันธุ 

 
ขอสังเกต 2.2 
 จากตัวอยาง 2.9 จะเห็นวาการตรวจสอบสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุน้ันไมยากเพราะ
สมการ (14) น้ันเปนสมการที่ไมซับซอน แตถาสมการที่ซบัซอนน้ันการจะตรวจสอบก็จะมีความยุงยาก
และเสียเวลาอยางมากในการจัดสมการเพื่อตรวจสอบ จงึมีวิธีการที่จะชวยในการตรวจสอบที่งายข้ึน 
ซึ่งจะกลาวถึงในบทนิยามตอไปน้ี 
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บทนิยาม 2.3  

  ฟงกชันเอกพันธุ จะกลาววาฟงกชัน ( , )f x y  เปนฟงกชันเอกพันธุ 

ระดับข้ัน n  ถา ( , ) ( , )nf x y f x y    
 
 

ตัวอยาง 2.10  
2 3( , ) 5f x y x y x   เปนฟงกชันเอกพันธุหรือไม  

วิธีทํา  จาก 
2 3( , ) ( ) 5( )f x y x y x       

    

2 2 3 3

3 2 3 3

3 2 3

3

5

5

( 5 )

(

, )

,

(

)

]
]
]

]

x y x

x y x

x y x

f x y

f x y   

 



 



 

 

 



 

    เน่ืองจาก 3( , ) ( , )f x y f x y    

ดังน้ัน 2 3( , ) 5f x y x y x   เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 3 

ตัวอยาง 2.11  ( , ) sin
x y x

f x y e
y

   เปนฟงกชันเอกพันธุหรือไม  

วิธีทํา จาก ( , ) sin
x y x

f x y e
y

  
 


   

0

sin

sin

( , )

( , )

( , )

]

x y

x y

x
e

y
x

e
y

f x y

f x

y

y

f x
  






  

 





 

         เน่ืองจาก 0( , ) ( , )f x y f x y    

ดังน้ัน  ( , ) sin
x y x

f x y e
y

   เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 0 
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ตัวอยาง 2.12  3( , ) 2f x y xy x y   เปนฟงกชันเอกพันธุหรือไม  

วิธีทํา  จาก 
3( , ) 2 ( )f x y x y x y        

    

2 3 3

2 4 3

2 2 3

2

2

2

(2 )

, )

)

(

( , ]
]
]

]

xy x y

xy x y

xy x y

f x

f x y

y

  

 



 





 

 

 



 

    เน่ืองจาก ( , ) ( , )nf x y f x y    

ดังน้ัน  3( , ) 2f x y xy x y   ไมเปนฟงกชันเอกพันธุ 

 

ทฤษฎีบท 2.1 
 ถา ( , )M x y  และ ( , )N x y  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน n  แลว  

( , )
( , )

( , )
M x y

f x y
N x y

  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ันศูนย 

 
 
 ทฤษฎีบท 2.2 

 ถา ( , )f x y  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ันศูนย แลว f  เปนฟงกชันของ x
y

 

 
 
 จากทฤษฎีบท 2.1 และทฤษฎีบท 2.2 ทําใหไดทฤษฎีบทตอไปน้ีซึ่งจะนําใชในการตรวจสอบ
สมการเชิงอนุพันธวาเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ (วารี เกรอต, 2542 : 21-22) 
 
 
 ทฤษฎีบท 2.3 

ถา ( , )M x y  และ ( , )N x y  เปนฟงกชันเอกพันธุทีม่ีระดับข้ันเทากันแลว สมการ 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   เปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ  
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ตัวอยาง 2.13  จงตรวจสอบสมการ 

(15)  2( ) 3 0xy y dx xydy     

เปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุหรือไม 

วิธีทํา  ให 2( , )M x y xy y   

 พิจารณา 
2( , ) ( )M x y x y y       

  

2 2 2

2 2

2

( , )

( )

( , )

]
]

xy y

xy

M x

M x

y

y

y  





   

 



 

          เน่ืองจาก 2( , ) ( , )M x y M x y    

ได 2( , )M x y xy y   เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 2 

 ให ( , ) 3N x y xy  
 พิจารณา ( , ) 3N x y x y     

               

2

2

3

( ,

,

)

( )

]
xy

N

M x y

x y

 



 


 

          เน่ืองจาก 2( , ) ( , )N x y N x y    
ได ( , ) 3N x y xy  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 2 

จาก ( , )M x y  และ ( , )N x y  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 2 เทากัน 

ดังน้ัน  สมการ (15) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ 
 
 หลงัจากที่ตรวจสอบสมการไปแลววาสมการใดที่อยูในรูปแบบสมการเอกพันธุ และถาสมการ
ใดที่เปนสมการที่อยูในรูปแบบสมการเอกพันธุแลวน้ันเราสามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ
แบบเอกพันธุตามข้ันตอนดังตอไปน้ี (สมศักด์ิ เทศสวัสด์ิวงศ ,2544 : 18) 
 
วิธีหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ 

(16)  ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   

เปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ จัดรูปสมการใหมได 

     
( , )

0
( , )

dy M x y
dx N x y

   
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จากทฤษฎีบท 2.2  

(17)         ( ) 0
dy y

g
dx x

   

กําหนดให y vx  จะได 
y

v
x

  แทนในสมการ (17) ได 

      
( )

( ) 0
d vx

g v
dx

   

       ( ) 0
vdx xdv

g v
dx dx

    

          ( ) 0
dv

v x g v
dx

    

           ( )
dv

v g v x
dx

   

     
1 1

( )
dx dv
x v g v




 

      
1 1

0
( )

dx dv
x v g v

 


 

 
ซึ่งเปนสมการแบบแยกตัวแปรได และใชวิธีการหาผลเฉลยของสมการแบบแยกตัวแปร

เหมอืนกับในหัวขอ 2.1 ที่ผานมา แลวแทนคา 
y

v
x

  กลับคืน แลวจะไดผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(16) ที่ตองการ 
 
ตัวอยาง 2.14  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(18)  2 2( ) 0x xy y dx xydy     

วิธีทํา  ตรวจสอบสมการ (16) วาเปนสมการแบบเอกพันธุหรือไม 
ให 2 2( , )M x y x xy y    

 พิจารณา 
2 2( , ) ( ) ( )M x y x x y y         

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2

( )

( ,

( , )

) ]
]
]

]

x x y y

x xy y

x xy y

M

x

x

M y

y

   

  

 





  

  

  



 

          เน่ืองจาก 2( , ) ( , )M x y M x y    

ได 2 2( , )M x y x xy y    เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 2 
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 ให ( , )N x y xy  

 พิจารณา ( , )N x y x y     

               

2

2

( ,

( , )

)

]
xy

N

M x y

x y

 



 


 

          เน่ืองจาก 
2( , ) ( , )N x y N x y    

ได ( , )N x y xy  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 2 

จาก ( , )M x y  และ ( , )N x y  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 2 เทากัน 
ดังน้ัน สมการ (18) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ 

หาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (18) 

ให y vx  แทนในสมการ (18) ได 

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3

2 2 3

2 2 3

2 3

2

3

( ( ) ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

0,

,

( ) ,

(1 ) ,

1
,

1

0,
1

]
]
]
]
]
]

x vx vx dx xvxd vx

x vx v x dx vx vdx xdv

x dx vx dx v x dx v x dx vx dv

x dx vx dx vx dv

x vx dx vx dv

x v dx vx dv

v
dx dv
x v

x v
dx dv

vx

   

    

    

 

 

 




 


 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

                   

1

1 1
(1 ) 0

1

ln ln 1 ]
dx dv
x v

x v v c

   


   
 

จากสมบัติของลอการิทมึ ( log log log
a a a
x y xy  ) ได 

1
ln 1x v v c  

 
เมื่อ 

1
c  เปนตัวคงคา 

จากสมบัติของลอการิทมึ ( ถา loga x y  แลว yx a  ) ได 
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    1( 1) v cx v e     

หรือ  

    1( 1) cvx v e e   

 ให 1ce c  เมื่อ c  เปนตัวคงคา ได 

     ( 1) vx v ce   

นํา ve  คูณตลอดทั้งสมการ ได 

              ( 1) vx v e c   

 แทนคา 
y

v
x

  ในสมการ ได 

          
( 1)

y

x
y

x e c
x
    

หรือ   
         ( )

y

xy x e c    

ดังน้ัน  ( )
y

xy x e c   เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ (18) 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (18) ดังภาพที่ 2.6 

 
 

ภาพท่ี 2.6  ผลเฉลยของสมการ 2 2( ) 0x xy y dx xydy     โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 2.15  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(19)  2 2 2 2( ) ( ) 0y x y dx x y x dy     

วิธีทํา  ตรวจสอบสมการ (17) วาเปนสมการแบบเอกพันธุหรือไม 
ให 2 2 2 3( , ) ( )M x y y x y x y y     

พิจารณา 2 3( , ) ( ) ( )M x y x y y       

      

2 2 3 3

3 2 3 3

3 2 3

3

( )

( , )

]
]
]
]

x y y

x y y

x y y

M x y

  

 





 

 

 



 

          เน่ืองจาก 3( , ) ( , )M x y M x y    

ได 2 2( , )M x y x xy y    เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 3 

 ให 2 2 2 3( , ) ( )N x y x y x xy x     

พิจารณา 2 3( , ) ( ) ( )N x y x y x       

  

2 2 3 3

3 2 3 3

3 2 3

3

( )

(

(

,

, )

) ]
]
]
]

x y x

xy

M x

x

x

N x y

y

xy

  

 





   

 

 



 

          เน่ืองจาก 
3( , ) ( , )N x y N x y    

ได ( , )N x y xy  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 3 

จาก ( , )M x y  และ ( , )N x y  เปนฟงกชันเอกพันธุระดับข้ัน 3 เทากัน 
ดังน้ัน สมการ (19) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ 

หาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (19) 

ให y vx  แทนในสมการ (19) ได 
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2 2 2 2

3 3 3 2 3 3

3 3 3 3 3 3 2 4 4

3 3 2 4 4

3 3 4 2 4

3 3 4 2 4

3 2

4 3

2

3

( ( ) ) (( ) ) 0,

( ) ( )( ) 0,

0,

2 0,

2 ,

2 ( ) ,

1
2 ,

2 1

]
]
]

]
vx x vx dx x vx x dvx

vx v x dx v x x vdx xdv

vx dx v x dx v x dx vx dx v x dv x dv

v x dx v x dv x dv

v x dx x dv v x dv

v x dx x v x dv

x v
dx dv

x v
v

dx
x v

   

    

     

  

 

 





 0,dv 

 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

    
2

3

2 1
( ) 0

v
dx dv
x v


     

 หรือ 

  
3

2 1 1
( ) 0dx dv

x vv
     

 ได 

      
12

1
2 ln ln

2
x v c

v
    

นํา 
2

1

v
 บวกตลอดทั้งสมการ ได 

                      
12

1
2 ln ln

2
x v c

v
    

จากสมบัติของลอการิทมึ ( log log b
a a

b x x ) ได 

                       2
12

1
ln ln

2
x v c

v
    

กําหนดใหทกุ ๆ 0v   จากสมบัติของลอการิทึม ( log log log
a a a

x
x y

y
  ) ได 

                     
2

32

1
ln
x

c
vv

   

จากสมบัติของลอการิทมึ ( ถา loga x y  แลว yx a  ) ได 

              
2

3

2
1 2v cx
e

v
   
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 หรือ  

          2
3

2
1 2v cx
e e

v
  

 ให 1ce c  เมื่อ c  เปนตัวคงคา ได 

              
22

1 2vx
ce

v
  

นํา 
21 2v

e
  คูณตลอดทั้งสมการ ได 

     
21 22 v

x e
c

v



  

 แทนคา 
y

v
x

  ในสมการ ได 

  
 

2 223 x y
x e

c
y



   

ดังน้ัน  
2 223 x y

x e
c

y



  เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ (19) 

 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (19) ดังภาพที่ 2.7 

 
 

ภาพท่ี 2.7  ผลเฉลยของสมการ 2 2 2 2( ) ( ) 0y x y dx x y x dy     โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 2.16  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ 

(20)  2 2( ) 0y x y dx xdy     

และจงหาผลเฉลยเฉพาะ เมือ่กําหนด ( 3) 1y   

วิธีทํา  หาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (18) 
ให y vx  แทนในสมการ (18) ได 

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

( ( ) ) ( ) 0

( ) ( ) 0,

( (1 ) 0,

( (1 ) 0,

]
]
]

vx x vx dx xd vx

vx x v x dx x vdx xdv

vx x v dx vxdx x dv

vx x v dx vxdx x dv

   

    

    

    

 

กรณีที่ 1  0x   ได  

   

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

( (1 ) 0,

( 1 ) ,

( 1 ) ,

( 1 ) ,

( 1 ) ,

1
,

1

1 1
,

1
1 1

0
1

]
]
]
]
]
]
]

vx x v dx vxdx x dv

x v v dx vxdx x dv

x v v dx vdx x dv

x v v v dx x dv

x v dx x dv

x
dx dv

x v

dx dv
x v

dx dv
x v

    

   

      

   

 







 


  

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

       
2

1 1
0

1
dx dv
x v

  


  

 หรือ 

     2
1

ln ln( 1)x v v c     
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จากสมบัติของลอการิทมึ ( log log log
a a a

x
x y

y
  ) ได 

      12
ln

1

x
c

v v


 
 

จากสมบัติของลอการิทมึ ( ถา loga x y  แลว yx a  ) ได 

             1

2 1

cx
e

v v


 
  

 ให 1ce c  เมื่อ c  เปนตัวคงคา ได 

               
2 1

x
c

v v


 
 

 แทนคา 
y

v
x

  ในสมการ ได 

     

2

2

2 2

2

2 2

1

1

]

]

x
c

y y
x x

x
c

y y x
x x

x
c

y
y x

x x



 







 

 

 หรือ

 

 

(21)          
2

2 2
,

x
c

y y x


 
 

ดังน้ัน  สําหรับ 0x   แลว 
2

2 2

x
c

y y x


 
 เปนผลเฉลยทั่วไปของ (20) 
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กรณีที่ 2  0x   ได 

    

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

( (1 ) 0,

( 1 ) ,

( 1 ) ,

( 1 ) ,

( 1 ) ,

1
,

1

1 1
,

1
1 1

0
1

]
]
]
]
]
]
]

vx x v dx vxdx x dv

x v v dx vxdx x dv

x v v dx vdx x dv

x v v v dx x dv

x v dx x dv

x
dx dv

x v

dx dv
x v

dx dv
x v

    

   

      

   

  

 


 


 


 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

            
2

1 1
0

1
dx dv
x v

  


  

 หรือ 

          2
2

ln ln( 1)x v v c     

จากสมบัติของลอการิทมึ ( log log log
a a a
x y xy  ) ได 

     2
2

ln 1x v v c    

จากสมบัติของลอการิทมึ ( ถา loga x y  แลว yx a  ) ได 

             22 1 cx v v e     

 ให 2

3

ce c  เมื่อ 3
c  เปนตัวคงคา ได 

               2
3

1x v v c    
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 แทนคา 
y

v
x

  ในสมการ ได 

          

2

3

2 2

32

1

]

y y
x c
x x

y y x
x c
x x

                 

       

 

ดังน้ัน  สําหรับ 0x   แลว 
2 2

32

y y x
x c
x x

       
 เปนผลเฉลยทั่วไปของ (20) 

หาผลเฉลยเฉพาะ 

จากเงื่อนไขเริม่ตน ( 3) 1y   

แทนคา 3x   และ 1y   ในสมการ (21) ได 

           

2

2 2

( 3)

1 1 ( 3)
3

1 1 3

1 ]

c

c

c


 


 



 

แทนคา 1c   ในสมการ (21)  

ดังน้ัน 
 

2

2 2
1

x

y y x


 
 เปนผลเฉลยเฉพาะของ (20) 

 
2.3 สมการเชิงอนุพนัธแบบแมนตรง 

สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงคือสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงระดับข้ันหน่ึงที่อยูในรูป 
( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   โดยที่ ( , )M x y  เปนฟงกชันของ ,x y  และ ( , )N x y  เปนฟงกชัน

ของ ,x y  สมการ ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง ในโดเมน D  

ถามีฟงกชัน F  ที่สอดคลองกบั ( , ) ( , ) ( , )dF x y M x y dx N x y dy   สําหรับทกุ x  ในโดเมน D
ดังบทนิยามตอไปน้ี (วารี เกรอต, 2542 : 25) 
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บทนิยาม 2.4 
 ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง  
ในโดเมน D  ถามีฟงกชัน F  ที่สอดคลองกบั  
 ( , ) ( , ) ( , )dF x y M x y dx N x y dy   สําหรบัทุก x  ในโดเมน D  
 

 
ตัวอยาง 2.17  สมการ  

0xdy ydx   

เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง เพราะ  
เมื่อให ( , ) ( , )M x y dx N x y dy xdy ydx    
และ   ( , )F x y xy  แลว 

      
( , ) ( )

( , ) ( , )

]
]

dF x y d xy

xdy ydx

M x y dx N x y dy



 

 

 

 
ตัวอยาง 2.18  สมการ  

2

1
0

x
dx dy
y y

   

เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง เพราะ  

เมื่อให 
2

1
( , ) ( , )

x
M x y dx N x y dy dx dy

y y
    

และ   ( , )
x

F x y
y

  แลว 

         

2

2 2

2

( , ) ( )

1

( , ) ( , ) ]

x
dF x y d

y
ydx xdy

y
ydx xdy

y y
x

dx dy
y y

M x y dx N x y dy






 

 

 
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ขอสังเกต 2.3 
จะเห็นวา ( , )F x y c  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงเพราะ 

( , ) 0dF x y   จึงไดวา ( , )F x y c  เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

ถากําหนดสมการเชิงอนุพันธมาใหแลว ถาจะตรวจสอบจากนิยาม วาเปนสมการเชิงอนุพันธ
แบบแมนตรงกจ็ะหาคําตอบไดจาก ( , )F x y c  แตถาไมสามารถตรวจสอบจากนิยามวาเปนสมการ
เชิงอนุพันธแบบแมนตรง จะมเีงื่อนไขอื่นที่ชวยในการตรวจสอบอกีหรือไม และจะมีวิธีการหาคําตอบ
ไดอยางไรถาสมการน้ันเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง ดังน้ัน จึงตองพยายามหาเงื่อนไขทีจ่ะ
ตรวจสอบสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง ดังตอไปน้ี  

จากบทนิยาม 2.4 สมการ ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   เปนสมการเชิงอนุพันธ 

แบบแมนตรง ถามีฟงกชัน F  ที่ 

(22)  ( , ) ( , ) ( , )dF x y M x y dx N x y dy    

เน่ืองจาก   

(23)  ( , ) ( , ) ( , )dF x y F x y dx F x y dy
x y
 

 
 

 

 

 จากสมการ(22) และ (23) ได 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )F x y dx F x y dy M x y dx N x y dy
x y
 

  
 

 

 และจะไดวา 

  ( , ) ( , )F x y M x y
x





  

  ( , ) ( , )F x y N x y
y





 

 โดยการหาอนุพันธยอย ได 

  
2

( , ) ( , )F x y M x y
y x y
 


  

  

  
2

( , ) ( , )F x y N x y
x y x
 


  
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สําหรับฟงกชัน ( , )F x y  เปนฟงกชันของ 2 ตัวแปรที่มีความตอเน่ืองบนโดเมน D  และ

( , )F x y หาคาไดและตอเน่ืองทุก ๆ ( , )x y  แลว 
2 2

( , ) ( , )F x y F x y
y x x y
 


   

  ทําใหไดวา 

( , ) ( , )N x y M x y
x y
 


 

 และสามารถสรุปเปนทฤษฎีไดดังน้ี (สรุัตนา สังขหนุน, 2558 : 41) 

 

ทฤษฎีบท 2.4 
 สมการเชิงอนุพันธสามญัอันดับหน่ึง ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   โดยที่  

( , )M x y , ( , )N x y , ( , )M x y
y



 และ ( , )N x y
x



 ตอเน่ืองทุก ๆ ( , )x y  ในโดเมนD  

1.  สมการดังกลาวเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงในในโดเมน D  แลว  

( , ) ( , )M x y N x y
y x
 


 

 สําหรบัทุก ๆ ( , )x y  ในโดเมนD  

2.  ในทางกลับกัน ถา 

( , ) ( , )M x y N x y
y x
 


 

 สําหรบัทุก ๆ ( , )x y  ในโดเมนD  

    แลวสมการดังกลาวจะเปนสมการแมนตรงในโดเมนD  
 

 
ตัวอยาง 2.19  สมการ  

2

1
0

x
dx dy
y y

   

เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง เพราะ  

เมื่อ 1
( , )M x y

y
   และ  2

( , )
x

N x y
y

  

พิจาณา 1
( , )M x y

y y y

          
 

1

2

( , )

1
,

M x y
y

y
y

y









  
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และ  
2

( , )
x

N x y
x x y

          
 

2

2

(

1
,

, )N x y
y

y

x
x

x








  

ซึ่ง       ( , ) ( , )M x y N x y
y x
 


 

 

 
หลงัจากที่ตรวจสอบสมการไปแลววาสมการใดที่อยูในรูปแบบสมการแมนตรง และถาสมการ

ใดที่เปนสมการที่อยูในรูปแบบสมการแมนตรงแลวเราสามารถหาผลเฉลยของสมการตามข้ันตอน
ดังตอไปน้ี (สมศักด์ิ เทศสวัสด์ิวงศ ,2544 : 23-24) 

 
วิธีหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง  

(24)  ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   

เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงที่มี ( , )F x y c  เปนผลเฉลย 
จากบทนิยาม 2.4 ได 

(25)   ( , ) ( , )F x y M x y
x





 และ 

(26)   ( , ) ( , )F x y N x y
y





 

 หาปรพิันธของ (25) เทียบกับตัวแปร x  โดยให y  เปนคาคงตัว ได 

(27)        ( , ) ( , ) ( )F x y M x y dx h y   

 เมื่อ ( )h y  เปนตัวคงคาของการหาปรพิันธ 

 หาอนุพันธตลอดสมการ (27) เทียบกบัตัวแปร y  ได 

( , ) ( ( , ) ( ))F x y M x y dx h y
y y
 

 
 

 

หรือ 

(28)  ( , ) ( , ) ( )
d

F x y M x y dx h y
y y dy
 

 
 
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 และจากสมการ (26) ได 

     ( , ) ( , ) ( )
d

N x y M x y dx h y
y dy


 


  

หรือ 

    ( ) ( , ) ( , )
d
h y N x y M x y dx

dy y


  


 

 หาคา ( )h y  แลวนําคาที่ไดแทนในสมการ (27) จะไดผลเฉลยทั่วไปของสมการ (24) 
หรือจะหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอีกหน่ึงวิธีดังน้ี 

 หาปรพิันธของ (25) เทียบกับตัวแปร y  โดยให x  เปนคาคงตัว ได 

(29)        ( , ) ( , ) ( )F x y N x y dy g x   

 เมื่อ ( )g x  เปนตัวคงคาของการหาปรพิันธ 

 หาอนุพันธของสมการ (27) เทียบกับตัวแปร x  ได 

( , ) ( ( , ) ( ))F x y N x y dx g x
x x
 

 
 

  

หรือ 

(30)  ( , ) ( , ) ( )
d

F x y N x y dx g x
x x dx
 

 
 

 

 และจากสมการ (25) ได 

    ( , ) ( , ) ( )
d

M x y N x y dx g x
x dx


 


  

หรือ 

    ( ) ( , ) ( , )
d
g x M x y N x y dx

dx y


  


 

 หาคา ( )g x  แลวนําคาที่ไดแทนในสมการ (29) จะไดผลเฉลยทั่วไปของสมการ (24) 

 
หมายเหตุ 2.3 

 ใช ( )
d
h y

dy
 ไมใช ( )h y

y



 ในสมการ (28) เพราะ h  เปนฟงกชันของตัวแปร y  เพียงตัว

เดียว และหา ( )h y  ไดจากการหาปริพันธ และในทํานองเดียวกันใช ( )
d
g x

dx
 ไมใช ( )g x

x



 ใน

สมการ (30) เพราะ g  เปนฟงกชันของตัวแปร x  เพียงตัวเดียวและหา ( )g x  ไดจากการหาปริพันธ 
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ตัวอยาง 2.20  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(31)  2 2(2 3 ) ( ) 0xy x dx x y dy     

วิธีทํา  ตรวจสอบสมการ (24) วาเปนสมการแบบแมนตรงหรอืไม 
ให 2( , ) 2 3M x y xy x   

 และ     

2( , ) (2 3 )M x y xy x
y y
 

 
   

              

2( , ) 2 3

2 0

2

]
]

xy x
y y

x

M x
y

x

y
 

 


 






 

ให 2( , )N x y x y   

 และ     
2( , ) ( )N x y x y

x x
 

 
   

              

2( , )

2 0

2

]
]

x y
x x

x

x

N x y
x

 
 



 






 

 เน่ืองจาก ( , ) ( , )M x y N x y
y x
 


 

 ดังน้ันสมการ (31) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมน

ตรงทีม่ี ( , )F x y c  เปนผลเฉลยทั่วไป  

(32)   
2( , ) 2 3F x y xy x

x


 


 และ 

(33)   
2( , )F x y x y

y


 


 

 หาปรพิันธตลอดทัง้สมการ (32) เทียบกับตัวแปร x  โดยให y  เปนคาคงตัว ได 

(34)        
2 3( , ) ( )F x y x y x h y    

หาอนุพันธตลอดสมการ (34) เทียบกบัตัวแปร y  ได 
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 2 3

2 3

2

2

( , ) ( )

( )

0 ( )

( )

F x y x y x h y
y y

d
x y x h y
y y dy

d
x h y

dy
d

x h y
dy

 
  

 
 

  
 

  

 

 

(35)                2( , ) ( )
d

F x y x h y
y dy


 


 

 จากสมการ (33) และ (35) ได 

          

2 2( ) ,

( ) ,

d
x h y x y

dy
d
h y y

dy

  


 

          ( ) ,dh y ydy  

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 
                     ( )dh y ydy    

หรือ 

                         
2

( )
2
y

h y c   

นํา 
2

( )
2
y

h y c   แทนในสมการ (34) ได 

(36)                 
2

2 3( , )
2
y

F x y x y x c     เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (31) คือ 
2

2 3

2
y

x y x c    เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

 
หรือหาปริพันธตลอดสมการ (33) เทียบกบัตัวแปร y  โดยให x  เปนคาคงตัว ได 

(37)        
2

2( , ) ( )
2
y

F x y x y g x    

หาอนุพันธตลอดสมการ (37) เทียบกบัตัวแปร y  ได 
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2
2

2
2

( , ) ( )
2

( )
2

2 0 ( )

2 ( )

]
]
]

y
F x y x y g x
x x

y d
x y g x
x x dx

d
xy g x

dx
d

xy g x
dx

           

 
  

 

  

 

 

(38)                ( , ) 2 ( )
d

F x y xy g x
x dx


 


 

 จากสมการ (32) และ (38) ได 

       

2

2

2

2 ( ) 2 3

( ) 3

( ) 3 ]

d
xy g x xy x

dx
d
g x x

dx

dg x x dx

  

 

 

 

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

                     
2( ) 3dg x x dx     

หรือ 
                          3( )g x x c    เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

นํา 3( )g x x c   แทนในสมการ (37) ได 

(39)                 
2

2 3( , )
2
y

F x y x y x c     

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (31) คือ 
2

2 3

2
y

x y x c    เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

 
จากการหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (31) ไดผลเฉลยคือสมการ (36) และสมการ (39) ซึ่งทัง้

สองสมการคือผลเฉลยเดียวกัน ดังน้ันการจะหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงน้ัน
สามารถทําในวิธีใดก็ไดเพราะคําตอบที่ไดออกมาจะเทากันเสมอ  
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ตัวอยาง 2.21  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(40)  2 2( 2 6 ) ( 2 2) 0y xy x dx x xy dy       

วิธีทํา  ตรวจสอบสมการ (24) วาเปนสมการแบบแมนตรงหรอืไม 

ให 2( , ) 2 6M x y y xy x    

 และ     

2( , ) ( 2 6 )M x y y xy x
y y
 

  
   

              

2 2 6

2 2 0

2 2

( , )

]
]

y xy x
y y

M x y
y

y

y x

y

x

  
  


  

  

 



 

ให 2( , ) ( 2 2)N x y x xy    

 และ     
2( , ) ( 2 2)N x y x xy

x x
 

   
   

              

2 2 2

2 2 0

2 2

( , )

]
]

x xyN
x x x

x

x

y

y

x y

x

  
  

  

  

 




 

 เน่ืองจาก ( , ) ( , )M x y N x y
y x
 


 

 ดังน้ันสมการ (40) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมน

ตรงทีม่ี ( , )F x y c  เปนผลเฉลยทั่วไป  

(41)   
2( , ) 2 6F x y y xy x

x


  


 และ 

(42)   
2( , ) ( 2 2)F x y x xy

y


   


 

หาปรพิันธตลอดสมการ (41) เทียบกับตัวแปร x  โดยให y  เปนคาคงตัว ได 

(43)        
2 2 2( , ) 3 ( )F x y xy x y x h y     

หาอนุพันธตลอดสมการ (43) เทียบกบัตัวแปร y  ได 
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 2 2 2

2 2 2

2

( , ) 3 ( )

3 ( )

2 0 ( )

]
]

F x y xy x y x h y
y y

d
xy x y x h y
y y y dy

d
xy x h y

dy

 
   

 
  

   
  

   

 

(44)                2( , ) 2 ( )
d

F x y xy x h y
y dy


  


 

 จากสมการ (42) และ (44) ได 

            

2 2

2 2

2 ( ) ( 2 2)

2 ( ) 2 2)

( ) 2

]
]

d
xy x h y x xy

dy

d
xy x h y x xy

dy

d
h y

dy

     

     

 

 

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

                    ( ) 2dh y dy    

หรือ 
                          ( ) 2h y y c    เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

นํา ( ) 2h y y c    แทนในสมการ (43) ได 

                 
2 2 2( , ) 3 2F x y xy x y x y c      

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (31) คือ 2 2 23 2xy x y x y c     เมื่อ c  เปนตัวคงคา 
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (40) ดังภาพที่ 2.8 

 

ภาพท่ี 2.8  ผลเฉลยของสมการ 2 2( 2 6 ) ( 2 2) 0y xy x dx x xy dy        

     โดยใช Wolfram Alpha 

 
ตัวอยาง 2.22  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(45)  2 3 2(2 cos 3 ) ( sin ) 0
dy

x y x y x x y y
dx

      

วิธีทํา  สมการ (45) สามารถจัดไดในรูป 

(46)        
2 3 2(2 cos 3 ) ( sin ) 0x y x y dx x x y y dy      

ตรวจสอบสมการ (46) วาเปนสมการแบบแมนตรงหรอืไม 

ให 2( , ) 2 cos 3M x y x y x y   

 และ     

2( , ) (2 cos 3 )M x y x y x y
y y
 

 
   

              

2

2

2 cos 3

2 si 3

( )

n

,

]
x y xM x y

y y

x y x

y
y

 
 

 

  


  
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ให 3 2( , ) sinN x y x x y y    

 และ     
3 2( , ) ( sin )N x y x x y y

x x
 

  
   

              

3 2

2

2

sin

3 2 sin 0

( , )

3 2 sin

]
]

x x y y
x x x

N x

x x y

x y

y

x

x
  

  
  

  

 




 

 เน่ืองจาก ( , ) ( , )M x y N x y
y x
 


 

 ดังน้ันสมการ (45) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมน

ตรงทีม่ี ( , )F x y c  เปนผลเฉลยทั่วไป  

(47)   
2( , ) 2 cos 3F x y x y x y

x


 


 และ 

(48)   
3 2( , ) sinF x y x x y y

y


  


 

หาปรพิันธตลอดสมการ (47) เทียบกับตัวแปร x  โดยให y  เปนคาคงตัว ได 

(49)        
2 3( , ) cos ( )F x y x y x y h y    

หาอนุพันธตลอดสมการ (49) ได 

         

 2 3

2 3

2 3

( , ) cos ( )

cos ( )

sin ( )

]
]

F x y x y x y h y
y y

d
x y x y h y
y y dy

d
x y x h y

dy

 
  

 

 
  

 

   

 

(50)              2 3( , ) sin ( )
d

F x y x y x h y
y dy


   


 

 จากสมการ (48) และ (50) ได 

             

2 3 3 2sin ( ) sin

( )

d
x y x h y x x y y

dy
d
h y y

dy

     

 
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 หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

                   ( )dh y ydy    

หรือ 

                        
2

( )
2
y

h y c   เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

นํา 
2

( )
2
y

h y c   แทนในสมการ (49) ได 

                  
         

2
2 3( , ) cos

2
y

F x y x y x y c     

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (45) คือ 
2

2 3cos
2
y

x y x y c    เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

 
2.4 ตัวประกอบปรพิันธ 
 ในหัวขอที่ผานมาเปนการหาผลเฉลยของสมการ ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   ที่เปน

สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง ในความเปนจรงิแลวสมการเชิงอนุพนัธน้ันอาจะไมใชสมการ 
เชิงอนุพันธแบบแมนตรงเสมอไป แตเมื่อเราคูณสมการน้ันดวยฟงกชันบางอยางแลว ทําใหสมการน้ัน
กลายเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงได ในหัวขอน้ีเราจะศึกษาวาจะทราบไดอยางไรวาสมการที่
เราสนใจน้ัน ถาไมใชสมการแบบแมนตรงแลวเราจะทําใหสมการเปนสมการแบบแมนตรงไดหรอืไม ถา
ไดเราจะหาฟงกชันที่นํามาคูณสมการแลวทําใหสมการที่ไดจากการคูณดวยฟงกชันน้ันกลายเปนสมการ
แบบแมนตรงไดอยางไรซึ่งจะไดกลาวในบทนิยามตอไป (ศิรพิร พัสดร, 2552 : 63-64) 
 
 บทนิยาม 2.5 
  ถาสมการ ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   ไมใชสมการเชิงอนุพันธแบบ 

แมนตรงแลวเรียกฟงกชัน   วาตัวประกอบปริพันธ ถา   คือฟงกชันซึ่งทําให 

สมการ ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy       เปนสมการแมนตรง 

 
ตัวอยาง 2.23  สมการ 
 2 0ydx xdy   ไมเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง 
 นํา y  คูณตลอดสมการน้ี ได 

  
2

2 0

2 0]
y ydx xdy

y dx xydy

    

 
 

 และจะเห็นวาสมการ 2 2 0y dx xxdy   เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง 

ดังน้ัน  y  คือตัวประกอบปริพันธ 



65 

 การหาตัวประกอบปริพันธในตัวอยาง 2.23 น้ันหาไดไมยากเพราะสมการน้ันเปนสมการที่ไม
ซับซอน แตถาสมการที่ซบัซอน แลวการหาตัวประกอบปริพนัธก็จะยากข้ึนดังน้ันจึงมีวิธีการหาตัว
ประกอบปริพันธดังตอไปน้ี (สมศักด์ิ เทศสวัสด์ิวงศ, 2554 30-31) 
 
การหาตัวประกอบปริพันธ 

กําหนดใหสมการ  

(51)            ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy    

 สมมติให ( , )x y  เปนตัวประกอบปริพันธของสมการ (51) 
 จากบทนิยาม 2.5 จะไดวา 

          ( , ) ( , ) ( , ) 0x y M x y dx N x y dy        

หรือ  
   ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0x y M x y dx x y N x y dy    เปนสมการแมนตรง 

โดยทฤษฎีบท 2.4 จะไดวา 

        ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y M x y x y N x y
y x
 

 


 
 

  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]
x y M x y dx M x y x y x y N x y N x y x y

y y x x

x y M x y dx x y N x y N x y x y M x y x y
y x x y

   

   

   
  

   

   
  

   

 

หาฟงกชัน ( , )x y  โดยจัดกลุมใหมได 

(52)     ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y M x y N x y N x y x y M x y x y
y x x y

  
            

 

 
 จะพบวาสมการ (52) เปนสมการเชิงอนุพันธยอยซึง่การหา   น้ันจะไมสามารถทําไดงาย ๆ 
แตถาเราจํากัดให   เปนฟงกชันของตัวแปร x  หรือตัวแปร y  เพียงอยางเดียวการแกสมการหาคา 

  จะเปนการแกสมการเชิงอนุพันธสามญั ดังน้ันการพิจารณาหาคา   จากสมการ (52) จะแบงเปน 2 
กรณีดังตอไปน้ี 
 

กรณีท่ี 1   เปนฟงกชันที่อยูในรูปตัวแปร x  อยางเดียว แลว 0
y





 และจากสมการ (52)  

เมื่อ ( , ) ( )x y x   จะได ( , )x y
x





 เปน ( )
d

x
dx

  แทนคาในสมการ (52) ได 
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(53) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
d

x M x y N x y N x y x
y x dx

 
       

 

กําหนดให ( , )N N x y  และ ( , )M M x y  

แทน ( , )M x y
y



 แทนดวย y
M  และ ( , )N x y

x



 แทนดวย 
x
N ในสมการ (53) ได 

             ( ) ( )
y x

d
x M N N x

dx
       

คูณตลอดสมการน้ีดวย 
1

( )x N
 จะได 

         1
( )

( )
y x

M N d
x

N x dx





  

ให ( ) y x
M N

f x
N


  แลวจัดรูปสมการได 

             ( )
( )

( )
d x

f x dx
x




  

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

 ln ( ) ( )x f x dx    

และจากสมบัติของลอการิทึม ได 

     ( )
( )

dxf x
x e   

น้ันคือเมื่อ ( ) y x
M N

f x
N


  จะได 

( )
( )

dxf x
x e    

กรณีท่ี 2   เปนฟงกชันที่อยูในรูปตัวแปร y  อยางเดียว แลว 0
x





 และจากสมการ (52)  

เมื่อ ( , ) ( )x y y   จะได ( , )x y
y





 เปน ( )
d

y
dy

  แทนคาในสมการ (52) ได 

(54)  ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )y M x y N x y M x y y
y x y

 
          
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กําหนดให ( , )M M x y   

แทน ( , )M x y
y



 แทนดวย y
M  และ ( , )N x y

x



 แทนดวย 
x
N ในสมการ (54) ได 

             ( ) ( )
y x

d
y M N M y

dy
        

คูณตลอดสมการน้ีดวย 
1

( )y M
  จะได 

         1
( )

( )
x y

N M d
y

M y dy





  

ให ( ) x y
N M

g y
M


  แลวจัดรูปสมการได 

             ( )
( )

( )
d y

g y dy
y




  

หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

 ln ( ) ( )y g y dx    

และจากสมบัติของลอการิทึม ได 

     ( )
( )

dyf y
y e   

น้ันคือ เมื่อ ( ) x y
N M

g y
M


  จะได 

( )
( )

dyg y
y e    

 
หมายเหตุ 2.4 
 จากการหาตัวประกอบปริพันธทีผ่านมาน้ันจะเห็นวามีการเขียนอนุพันธยอยแตกตางกันดังน้ัน
เพื่อใหงายตอการเขียนและทําความเขาใจตอไปน้ีจะเขียนโดยใชรูปแบบเดียวกันทั้งหมดดังตอไปน้ี 

  M  แทน  ( , )M x y  

  N  แทน  ( , )N x y  

y
M  แทน  ( , )M x y

y



  

x
N   แทน  ( , )N x y

x


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การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธท่ีไมเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง 

1. จัดรูปสมการใหอยูในรูป 0Mdx Ndy    

2. ถา y x
M N  แสดงวาสมการไมเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง ตองหาตัวประกอบ

ปริพันธ ดังตอไปน้ี 

 ( ) y x
M N

f x
N


  จะได 

( )
( )

dxf x
x e   

( ) x y
N M

g y
M


   จะได 

( )
( )

dyg y
y e    

3. คูณตัวประกอบปริพันธตลอดสมการ 0Mdx Ndy   จะทําใหสมการ 

( ) 0x Mdx Ndy       เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง หรอื 

( ) 0y Mdx Ndy       เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง 

แลวใชวิธีในหัวขอ 2.3 หาผลเฉลยตอไป 
 
ตัวอยาง 2.24  จงหาผลเฉลยของสมการ  

(55)  2(4 3 ) ( 2 ) 0xy y x dx x x y dy      

วิธีทํา  ตรวจสอบสมการ (55) วาเปนสมการแบบแมนตรงหรอืไม 

ให 24 3M xy y x     ได 4 6
y

M x y   

 และ ( 2 )N x x y    ได  2 2
x

N x y   

 เน่ืองจาก y x
M N  ดังน้ันสมการ (55) ไมเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงดังน้ันตองหา

ตัวประกอบปริพันธ 

 พิจารณา  ( ) y x
M N

f x
N


  

            

(4 6 ) (2 2 )
( 2 )

4 6 2 2
( 2 )

2 4
( 2

)

)

(

]
]

x y x y
x x y

x y x y
x x y

x y
x x

x

y

f
  




  








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2( 2 )
( 2 )

2]
]x y

x x y

x








 

เปนฟงกชันของ x  เทาน้ันดังน้ันตัวประกอบปริพันธสําหรับสมการ (55) คือ 

 
2

2
2 ln

ln

2

dx xx

x

e e

e

x

 





 

 นํา 2x  คูณตลอดสมการ (55) ได 

          
2 2(4 3 ) ( 2 ) 0x xy y x dx x x y dy          

(56)        3 2 2 3 4 3(4 3 ) ( 2 ) 0]x y x y x dx x x y dy      

สมการ (56) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงที่มี ( , )F x y c  เปนผลเฉลยทั่วไปที ่

(57)      
3 2 2 3( , ) 4 3F x y x y x y x

x


  


  

และ 

(58)      
4 3( , ) 2F x y x x y

y


 


 

หาปรพิันธตลอดสมการ (57) เทียบกับตัวแปร x  โดยให y  เปนคาคงตัว ได 

(59)           
4

4 3 2( , ) ( )
4
x

F x y x y x y h y     

หาอนุพันธตลอดสมการ (59) ได 

    

4
4 3 2

4
4 3 2

4 3

( , ) ( )
4

( )
4

2 0 ( )

]
]

x
F x y x y x y h y
y y

x d
x y x y h y
y y y dy

d
x x y h y

dy

            

  
   

  

   
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      4 32 ( )]d
x x y h y

dy
    

 หรือ 

(60)  4 3( , ) 2 ( )
d

F x y x x y h y
y dy


  


 

 จากสมการ (58) และ (60) ได 

 

4 3 4 32 ( ) 2

( ) 0]
d

x x y h y x x y
dy

d
h y

dy

   



 

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

  ( )h y c  เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

นํา ( )h y c  แทนในสมการ (59) ได 

           
4

4 3 2( , )
4
x

F x y x y x y c     

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (55) คือ 
4

4 3 2

4
x

x y x y c    เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

 
ตัวอยาง 2.25  จงหาผลเฉลยของสมการ  

(60)  ( 1) ( 3 2) 0y x y dx x x y dy       

วิธีทํา  ตรวจสอบสมการ (60) วาเปนสมการแบบแมนตรงหรอืไม 
ให ( 1)M y x y     ได 2 1

y
M x y    

 และ ( 3 2)N x x y     ได  2 3 2
x

N x y    

 เน่ืองจาก y x
M N  ดังน้ันสมการ (60) ไมเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงดังน้ันตองหา

ตัวประกอบปริพันธ 

 พิจารณา   ( ) x y
N M

g y
M


  
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(2 3 2) ( 2 1)
( 1)

2 3 2 2 1)
( 1)

1
(

)

1)

1

(

]
]

]

x y x y
y x y

x y x y
y x y

x y
y x y

y

f x
    


 

    


 

 


 



 

เปนฟงกชันของ y  เทาน้ันดังน้ันตัวประกอบปริพันธสําหรับสมการ (60) คือ 

1
lndy yye e

y





 

 นํา y  คูณตลอดสมการ (60) ได 

       
( 1) ( 3 2) 0y y x y dx x x y dy           

หรือ 

(61)  
 

2 3 2 2 2( ) ( 3 2 ) 0]xy y y dx x y xy xy dy       

สมการ (61) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงที่มี ( , )F x y c  เปนผลเฉลยทั่วไปที ่

(62)       
2 3 2( , )F x y xy y y

x


  


  

และ 

(63)       
2 2( , ) 3 2F x y x y xy xy

y


  


 

หาปรพิันธตลอดสมการ (62) เทียบกับตัวแปร x  โดยให y  เปนคาคงตัว ได 

(64)            

2 2
3 2( , ) ( )

2
x y

F x y xy xy h y     

หาอนุพันธตลอดสมการ (64) ได 

     
2 2

3 2( , ) ( )
2
x y

F x y xy xy h y
y y

            
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2 2
3 2

2 2

( )
2

3 2 ( )

]
]

x y d
xy xy h y

y y y dy

d
x y xy xy h y

dy

  
   

  

   

 

(65)  2 2( , ) 3 2 ( )
d

F x y x y xy xy h y
y dy


   


 

 
 จากสมการ (63) และ (65) ได 

             

2 2 2 23 2 ( ) 3 2

( ) 0]
d

x y xy xy h y x y xy xy
dy

d
h y

dy

     



 

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

    ( )h y c  เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

นํา ( )h y c  แทนในสมการ (64) ได 

              
2 2

3 2( , )
2
x y

F x y xy xy c      

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (60) คือ 
2 2

3 2

2
x y

xy xy c    เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

 
ตัวอยาง 2.26  จงหาผลเฉลยของสมการ  

(66)  2 2( 1) (1 ) 0
dy

x y y x x
dx

      

วิธีทํา  สมการ (66) สามารถจัดรปูสมการใหมได 

(67)        
2 2( 1) (1 ) 0x y y dx x x dy      

ตรวจสอบสมการ (67) วาเปนสมการแบบแมนตรงหรอืไม 
ให 2 1M x y y     ได 

2 1
y

M x   

 และ 2(1 )N x x    ได  
21 3

x
N x   
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 เน่ืองจาก y x
M N  ดังน้ันสมการ (66) ไมเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงดังน้ันตองหา

ตัวประกอบปริพันธ 

 พิจารณา           ( ) y x
M N

f x
N


  

                      

2 2

2

2 2

2

2

2

2

( 1) (1 3 )

(1 )

1 1 3

(1 )

2

(1 )

1

)

2

(

]
]
]

x x

x x

x x

x x

x

x x

x

f

x

x
  




  










 

เปนฟงกชันของ x  เทาน้ันดังน้ันตัวประกอบปริพันธสําหรับสมการ (60) คือ 

      

2
2

2 1

2
ln 1

1

ln(1 )

2 1(1 )

x
dx x

x

x

e e

e

x



 











 

 

 นํา 2 1(1 )x   คูณตลอดสมการ (67) ได 

          

2 1 2 2 1 2

2 1 2

(1 ) ( 1) (1 ) (1 ) 0

(1 ) ( 1) 1 0]
x x y y dx x x x dy

x x y dx xdy

 



      

    
  

(68)                             2 1(1 ) 0y x dx xdy     

สมการ (68) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงที่มี ( , )F x y c  เปนผลเฉลยทั่วไปที ่

(69)      
2 1( , ) (1 )F x y y x

x


  


  

และ 

(70)      ( , )F x y x
y





 

หาปรพิันธตลอดสมการ (70) เทียบกับตัวแปร y  โดยให x  เปนคาคงตัว ได 

(71)           
( , ) ( )F x y xy g x   

หาอนุพันธตลอดสมการ (71) ได 
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     ( , ) ( )
d

F x y xy g x
x dx


 


 

             
( )

( )

]
]

d
xy g x
x dx

d
y g x

dx


 



 

 

(72)     ( , ) ( )
d

F x y y g x
y dx


 


 

 
 จากสมการ (69) และ (72) ได 

           

2 1

2 1

2

( ) (1 )

( ) (1 )

1
( )

1

]
]

d
y g x y x

dx

d
g x x

dx

dg x dx
x





   

 




 

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได 

           ( ) arctang x x c   เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

นํา ( ) arctang x x c   แทนในสมการ (71) ได 

          ( , ) arctanF x y xy x c     

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (66) คือ arctanxy x c   เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

 
ตัวอยาง 2.27  จงหาผลเฉลยของสมการ  

(73)  
2 2( ) ( 2 ) 0x y dx x x y dy      

วิธีทํา  ตรวจสอบสมการ (73) วาเปนสมการแบบแมนตรงหรอืไม 
ให 2 2M x y    ได 2

y
M y  

 และ ( 2 )N x x y   ได  2 2
x

N x y   

 เน่ืองจาก y x
M N  ดังน้ันสมการ (73) ไมเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงดังน้ันตองหา

ตัวประกอบปริพันธ 
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 พิจารณา           ( ) y x
M N

f x
N


  

               

(2 ) (2 2 )
( 2 )

2 2 2
( 2 )

4 2
( 2 )

2(2 )
( 2

)

)

2

(

]
]
]

]

y x y
x x y

y x y
x x y

y x
x x y

y x
x x

f

y

x

x
 




 
















 

เปนฟงกชันของ x  เทาน้ันดังน้ันตัวประกอบปริพันธสําหรับสมการ (73) คือ 

        

2

2
2 ln

ln( )

2

dx xx

x

e e

e

x



 



 





 

 นํา 2x  คูณตลอดสมการ (73) ได 

          
2 2 2 2( ) ( 2 ) 0x x y dx x x x y dy       

 หรือ 

(74)                  
 

2 2 1(1 ) (1 2 ) 0x y dx x y dy      

สมการ (74) เปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงที่มี ( , )F x y c  เปนผลเฉลยทั่วไปที ่

(75)      
2 2( , ) 1F x y x y

x


 


  

และ 

(76)      
1( , ) 1 2F x y x y

y


 


 

หาปรพิันธตลอดสมการ (75) เทียบกับตัวแปร x  โดยให y  เปนคาคงตัว ได 

(77)           
1 2( , ) ( )F x y x x y h y    

หาอนุพันธตลอดสมการ (77) ได 
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 1 2

1 2

1

1

( , ) ( )

( )

0 2 ( )

2 ( )

F x y x x y h y
y y

d
x x y h y
y y dy

d
x y h y

dy
d

x y h y
dy









 
  

 
 

  
 

  

 

 

 (78)     1( , ) 2 ( )
d

F x y x y h y
y dy


  


 

 
 จากสมการ (76) และ (78) ได 

              

1 12 ( ) 1 2

( ) 1

( )

]
]

d
x y h y x y

dy

d
h y

dy

dh y dy

    





 

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ี ได  

         ( )h y y c   เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

นํา ( )h y y c   แทนในสมการ (77) ได 

          
1 2( , )F x y x x y y c      

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (73) คือ 1 2x x y y c    เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

 

2.5 สมการเชิงเสน 
สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับที่หน่ึงคือสมการที่สามารถเขียนไดในรูป 

( ) ( ) ( )
dy

a x b x y c x
dx

    

สําหรับกรณี ( ) 0c x   สมการดังกลาวเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับที่หน่ึงแบบเอก
พันธุ และกรณี ( ) 0c x   เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับที่หน่ึงแบบไมเอกพันธุ สําหรับการหา

ผลเฉลยของสมการน้ันจะตองอาศัยบทนิยามดังตอไปน้ี (อาทิตย ศรีแกว, 2546 : 11-12 ) 
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 บทนิยาม 2.6  

  สมการที่อยูในรูป ( ) ( ) ( )
dy

a x b x y c x
dx

   เมื่อ ( ) 0a x   

 เรียกวา สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับท่ีหน่ึง 
 
 
ตัวอยาง 2.28  สมการตอไปน้ีเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับที่หน่ึง 

 1. 2 sin
dy
x y x
dx

    

 2. 2 3 xx
xy y e

x

       
 

 
การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันเชิงเสน 

 สําหรับสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนแบบไมเอกพันธุน้ันมีข้ันตอนการหาผลเฉลยดังตอไปน้ี 
(สมศักด์ิ เทศสวัสด์ิวงศ, 2544 : 35-36) 

กําหนดสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน 

(79)         ( ) ( ) ( )
dy

a x b x y c x
dx

   

 นํา 
1

( )a x
 คูณตลอสมการ (79) ได 

             
( ) ( )

( ) ( )

dy b x c x
y

dx a x a x
   

ให 
( )

( )
( )

b x
p x

a x
  และ 

( )
( )

( )

c x
g x

a x
  แทนลงในสมการน้ีได 

(80)    ( ) ( )
dy

p x y g x
dx

    

แลวสมการใหมใหอยูในรูป 

(81)        ( ) ( ) 0p x y g x dx dy       

สมการ (81) เขียนใหอยูในรูปสมการ  
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       ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   

โดยที่ ( , ) ( ) ( )M x y p x y g x   และ ( , ) 1N x y   

 
ถาสมการ (81) เปนสมการแมนตรง ก็สามารถหาผลเฉลยตามวิธีการหาผลเฉลยของ

สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงในหัวขอ 2.3 ที่ผานมาแตถาสมการ (81) ไมเปนสมการแมน
ตรง ยกเวนกรณีที่ ( ) 0p x   เพราะ  

                ( ) ( ) ( )
y

M p x y g x p x
y
      

  

และ      1 0
x

N
x


 


 

ซึ่ง y x
M N  

ดังน้ัน ตองหาตัวประกอบปริพันธของสมการ (80) ให ( )x  เปนตัวประกอบปริพันธ 

น่ันคือ ( ) ( , ) ( ) ( , )x M x y x N x y
y x
 

           
 

หรือ  ( ) ( ) ( ) ( )(1)x p x y g x x
y x
 

            
 

หาอนุพันธ ได 

      ( ) ( ) ( )
d

x p x x
dx

   

หรือรูปสมการใหม ได 

              
1

( ) ( )
( )
d x p x dx

x



  

หาปรพิันธ ได 

        ln ( ) ( )x p x dx    

หรือ     
( )

( )
p x dx

x e   

นํา ( )x  คูณตลอดสมการ (80) ได 

           
( ) ( )

( ) ( )
p x dx p x dxdy

e p x y g x e
dx

  
    

 

หรือ 
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(82)    
( ) ( ) ( )

( ) ( )
p x dx p x dx p x dxdy

e e p x y g x e
dx

     

จัดรูปสมการใหมได 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

]
]

p x dx p x dx p x dx

p x dx p x dx

p x dx p x dx

d dy d
ye e ye p x dx

dx dx dx
dy

e ye p x
dx
dy

e ye p x y
dx

  

 

 

     
 

 

  

 

(83)   
( ) ( ) ( )

( )
p x dx p x dx p x dxd dy

ye e ye p x y
dx dx

       
 

 

จากสมการ (82) และ (83) ได 

( ) ( )
( )

p x dx p x dxd
ye g x e

dx
    

 
 หรือ 

    ( ) ( ) ( )
d

x y g x x
dx

       เมื่อ 
( )

( )
p x dx

x e   

หรือ         ( ) ( ) ( )d x y g x x dx       

หาปรพิันธตลอดสมการ ได 

           ( ) ( ) ( )x y g x x dx c   เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

ดังน้ัน 
1

( ) ( )
( )

y g x x dx c
x




      เปนผลเฉลยของสมการ (79) 

 

ตัวอยาง 2.29  จงหาผลเฉลยของสมการ  

(84)  23
6

y
y x

x
    

วิธีทํา  สมการ (84) อยูในรูปของสมการเชิงเสน  

โดยมี   
3

( )p x
x

  

และ    
2( ) 6g x x  

จาก  
( )

( )
p x dx

x e     

ได  
3

( )
dx
xx e


  
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3

3 ln

ln

3

( ) x

xe

x e

x

 





 

 นํา ( )x  คูณตลอดสมการ (84) ได 

          3 2 53 6x y x y x    

หรือ  

       
3 56

d
x y x

dx
  

หาปรพิันธตลอดทัง้สมการ ได 

            

3 5

6

6

]
x y x dx

x c

 

 
 

ดังน้ัน 3

3

c
y x

x
   เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ (84) เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (84) ดังภาพที่ 2.9 

 

ภาพท่ี 2.9  ผลเฉลยของสมการ 23
6

y
y x

x
    โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 2.30  จงหาผลเฉลยของสมการ  

(85)  2y xy x    

วิธีทํา  สมการ (85) อยูในรูปของสมการเชิงเสน  
โดยมี   ( ) 2p x x   

และ    
( )g x x  

จาก  
( )

( )
p x dx

x e     

ได  
2

( )
xdx

x e   
2

( ) xx e   

 นํา ( )x  คูณตลอดสมการ (85) ได 

    
2 2 2

2x x xe y xye xe      

หรือ      
2 2x xd

e y xe
dx

   

หาปรพิันธตลอดทัง้สมการ ได 

          

2 2

21
2

x x

x

e y xe dx

e c

 



 

 
 

ดังน้ัน  21
2

xy ce    เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ (85) เมื่อ c  เปนตัวคงคา 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (85) ดังภาพที่ 2.10 

 

ภาพท่ี 2.10  ผลเฉลยของสมการ 2y xy x    โดยใช Wolfram Alpha 
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2.6 สรปุทายบทที ่2 

สําหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงน้ันเมื่อเราทราบวาสมการน้ันมผีล

เฉลยแลว กอนอื่นตองพจิารณาสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงน้ันสามารถจัดอยูในรูป 

( ) ( ) 0A x dx B y dy   

ซึ่งเปนสมการแบบแยกกันได แลวหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโดยการหาปริพันธตลอดสมการ 
แตถาสมการไมเปนสมการแบบแยกกันได ซึ่งอยูในรูป 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy    

ถา ( , )M x y  และ ( , )N x y  เปนฟงกชันเอกพันธุทีม่ีระดับข้ันเทากันแลว สมการดังกลาวก็จะเปน
สมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ หาผลเฉลยโดยการเปลี่ยนตัวแปร ให y vx  หรือ x vy  แทน

ลงไปในสมการแลวสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ น้ันจะเปลี่ยนเปนสมการแบบแยกกันได และหาผล
หาผลเฉลยโดยการหาปริพันธตลอดสมการ แตถาสมการดังกลาวไมเปนสมการเอกพันธุแลวถา 

( , ) ( , )M x y N x y
y x
 


 

 แลว สมการ ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   จะเปนสมการแมนตรงที่

มี ( , )F x y c  เปนผลเฉลยและ 

  ( , ) ( , )F x y M x y
x





 และ 

  ( , ) ( , )F x y N x y
y





 

แตถาสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงน้ันไมสามารถแยกตัวแปรได ไมเปนสมการเอกพันธุและไมเปน
สมการแมนตรงเราสามารถหาตัวประกอบปริพันธคูณเขาตลอดทั้งสมการ เพื่อจัดรปูสมการน้ันใหอยูใน
รูปแบบสมการแมนตรง แลวจึงหาผลเฉลย เชนถาสมการ ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   ไมใช

สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง แตสมการ ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy       เปนสมการเชิง

อนุพันธแบบแมนตรง เรียกฟงกชัน   วาตัวประกอบปริพันธ และสุดทายถาสมการสามารถจัดอยูใน

รูปแบบ   

( ) ( )
dy

p x y g x
dx

    

เรียกสมการน้ีวา สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับทีห่น่ึง สําหรบัการหาผลเฉลยสมการเชิง

อนุพันธรูปแบบน้ีทําโดยการคูณตัวประกอบปรพิันธ 
( )

( )
p x dx

x e   ตลอดสมการก็จะทําให
สามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับทีห่น่ึงได 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 2 
 

1. จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการตอไปน้ี 

1.1  2x
y

y
   

1.2  2 2dy
x y

dx
  

1.3  ( 1)x dx ydy   

1.4  2 ( 1) 0x dx y x dy      

1.5  21xyy y    

1.6  2 0xy dx e dy    
 

2. จงหาผลเฉลยเฉพาะซึ่งสอดคลองกบัเงือ่นไขเริม่ตนที่กําหนดใหดังตอไปน้ี 
2.1  21xyy y     เงื่อนไขเริ่มตน (2) 1y    

2.2  2 0xy dx e dy    เงื่อนไขเริ่มตน (0) 1y    

2.3  
2( )y xdy

xe
dx

    เงื่อนไขเริ่มตน (0) 0y    

2.4  2
dr

rt
dt

    เงื่อนไขเริ่มตน (0) 3r    

2.5  23 0xxy dx e dy   เงื่อนไขเริ่มตน 
1

( ) 0
2

y     

 
3. จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการตอไปน้ี 

3.1  ( 2 ) (2 ) 0x y dx x y dy     

3.2  2 22(2 ) 0x y dx xydy    
3.3  ( )(4 ) (5 ) 0x y x y dx x x y dy      

3.4  ( )(4 ) (5 ) 0x y x y dx x x y dy      

3.5  ( ) 0
y x y x

x ye dx xe dy    
 

4. จงหาผลเฉลยเฉพาะซึ่งสอดคลองกบัเงือ่นไขเริม่ตนที่กําหนดใหดังตอไปน้ี 
2.1  ( ) (3 ) 0x y dx x y dy      เงื่อนไขเริ่มตน (2) 1y     
2.2  ( 2 ) (2 ) 0x y dx x y dy      เงื่อนไขเริ่มตน (1) 1y    

2.3  2 2 2( 3 . 4 ) 0y dx x xy x dy     เงื่อนไขเริ่มตน (2) 1y   
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 ในบททีผ่านมาน้ันเราไดศึกษาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงแบบตาง ๆ ไป
แลว สําหรบัในบทน้ี จะกลาวถึงกับการประยุกตของสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหน่ึงกบับางปญหา 
เชน ปญหาแนววิธีเชิงต้ังฉาก ปญหาทางกลศาสตร ปญหาอตัราการเปลี่ยนแปลงของปรมิาณทีส่นใจ 
ซึ่งปญหาตางๆ ขางตน สามารถนํามาสรางความสมัพันธของตัวแปรตางๆ ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ 
และเมือ่เราสามารถแกสมการเชิงอนุพันธซึ่งเปนตัวแบบทางคณิตศาสตรของปญหาไดอยางถูกตอง 
คําตอบของสมการเชิงอนุพันธน้ัน สามารถนําไปใชในการอธิบายตัวแปรหรือปรมิาณที่เราสนใจไดอยาง
ถูกตอง 

 

3.1 ปญหาแนววิถีเชิงตั้งฉาก 

 เปนทีท่ราบกันแลววาสมการหน่ึงสมการของสองตัวแปรทีม่พีารามิเตอรจะแทนเสนโคง 
หลาย ๆ เสนซึง่เสนโคงเสนหน่ึงจะเกิดจากการกําหนดคาหน่ึงใหกบัพารามิเตอร เราเรียกเสนโคง
เหลาน้ีวา วงศเสนโคง (วีระศักด์ิ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 85) 

กําหนดสมการ 

(1)  2 2 2x y c   

 เปนสมการของกลุมวงกลมซึ่งวงกลมแตละวงน้ีมีจุดศูนยกลางที่จุด (0,0)   
 

 

 

ภาพท่ี 3.1  วงศเสนโคงของสมการ 2 2 2x y c    

 

บทท่ี 3 
การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง 

 

 

 
0 
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 บทนิยาม 3.1 
  แตละเสนโคงของวงศเสนโคงหน่ึง ตัดกับแตละเสนโคงของวงศเสนโคง 

อีกชุดหน่ึงเปนมมุฉากแลวเรากลาววา วงศเสนโคงทัง้สองเปนแนววิถีเชิงต้ังฉาก 
ซึ่งกันและกัน 

 

ให 
(2)  ( , , ) 0F x y c   

 เปนวงศเสนโคงพารามเิตอรหน่ึงตัว ในระนาบ xy  โดนที่ c  เปนพารามิเตอร เรากลาววาชุด
เสนโคงพารามเิตอรหน่ึงตัว 

(3)  ( , , ) 0G x y k   

 โดยที่ k  เปนพารามิเตอร แนววิถีเชิงต้ังฉากกับวงศเสนโคง (2) ถาแตละเสนโคงของวงศเสน
โคง (3) ตัดกับทุกเสนของวงศเสน (2) เปนมุมฉาก และจะกลาววาวงศเสนโคงพารามเิตอรหน่ึงตัว (3) 
เปน แนววิธีเฉียง กับวงศเสนโคง (2) ถาแตละเสนโคงของวงศเสนโคง (3) ตัดกบัทุกเสนโคงของชุดเสน
โคง (2) เปนมมุ   โดย 90    

ตัวอยาง เชนวงศเสนโคง (1) ซึ่งเปนวงกลมทีม่ีจุดศูนยกลางอยูที่จุดกําเนิดและรัศมีเทากับ c  เห็นไดวา
แตละเสนตรงทีผ่านจุดกําเนิดซึ่งกําหนดโดยสมการ 

(4)  y kx  

 จะเปนแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง (1) และกลับกันแตละวงกลมของวงศเสนโคง (1) ก็
เปนแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง (4) น่ันคือวงศเสนโคง (1) และ วงศเสนโคง (4) ตางก็เปนแนว
วิถีเชิงต้ังฉาก ซึ่งกันและกัน ดังภาพที่ 3.2 

 

 
 

ภาพท่ี 3.2  วงศเสนโคง y kx  เปนแนววิถีเชิงต้ังฉากกันและกันกบัวงศเสนโคง 2 2 2x y c    

0 
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 ในทางฟสกิสน้ันมีปรากฏการณเปนแนววิถีเชิงต้ังฉาก เชน ชุดเสนแรงของสนามแมเหล็ก และ
ชุดเสนโคงศักยเทากัน ในสนามแมเหลก็เปนแนววิถีเชิงต้ังฉากซึ่งกันและกัน หรือชุดเสนแรงไฟฟาและ
ชุดเสนโคงศักยเทากันในสนามไฟฟา เปนแนววิถีเชิงต้ังฉากซึ่งกันและกัน หรือในเรื่องความรอนชุดเสน
โคงอุณหภูมิเทากัน กับชุดเสนทางการไหลความรอนเปนแนววิถีเชิงต้ังฉากซึ่งกันและกัน  

เรากลาววาชุดเสนโคงเปนแนววิธีเชิงต้ังฉากในตัวถาแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคงเปนวงศ
เดียวกันเชนวงศเสนโคง 2 22y cx c    ตอไปน้ีจะศึกษาการหาแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง
พารามิเตอรหน่ึงตัวดังวิธีการตอไปน้ี (สรุัตนา สังขหนุน, 2558 : 73-77) 
 
การหาแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคงพารามิเตอรหน่ึงตัว 

 กําหนดวงศเสนโคงพารามิเตอรหน่ึงตัว (2) 

  ( , , ) 0F x y c   

 เริ่มตนหาสมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคงโดยการหาอนุพนัธสมการ (2) เทียบกับ x  แลว
กําจัดพารามิเตอร c  ใหหมดไปจะได สมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคง (2) คือ 

(5)  ( , )
dy

f x y
dx

  

น่ันคือ เสนโคงแตละเสนของวงศเสนโคง (2) ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ มีความชันเทากับ ( , )f x y  

และเน่ืองจากแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง (2) ตัดกบัแตละเสนโคงของวงศเสนโคง (2) เปนมุม

ฉากดังน้ันความชันของแนววิถีเชิงต้ังฉาก ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ เทากับ 
1
( , )f x y

  

จะไดวา สมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคงแนววิถีเชิงต้ังฉากคือ  

(6)   
1
( , )

dy
dx f x y

   

 ทําการแกสมการเชิงอนุพันธ (6) จะไดวงศเสนโคงพารามิเตอรหน่ึงตัว ( , , ) 0G x y k   

ตัวอยาง 3.1  จงหาแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง 2y cx  โดยที่ c  เปนคาคงที่ใด ๆ  

วิธีทํา ทําการหาสมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคง 

(7)  2y cx  

โดยการหาอนุพันธเทียบกับ x  ทั้งสองขางของสมการ (7) ได 

(8)  2
dy

cx
dx

   
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 จากสมการ (7) และ (8) จะได  

(9)  2dy y
dx x

   

 ดังน้ันสมการเชิงอนุพันธสําหรบัแนววิถีเชิงต้ังฉากคือ 

(10)  
2

dy x
dx y

   

 จัดสมการ (10) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 

  2ydy xdx  

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ีจะไดชุดเสนโคง  

2
2

2
x

y k   เมื่อ k  เปนตัวคง 

หรือ 
2 22y x k   

    

 

 
 

 

ภาพท่ี 3.3  แนววิถีเชิงต้ังฉากกับวงศเสนโคง 2y cx   

ดังน้ัน  แนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง 2y cx  คือ 2 22y x k   
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ตัวอยาง 3.2  จงหาแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง xy ce  โดยที่ c  เปนคาคงที่ใด ๆ  

วิธีทํา ทําการหาสมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคง 

(11)  xy ce  

โดยการหาอนุพันธเทียบกับ x  ทั้งสองขางของสมการ (11) ได 

(12)  xdy
ce

dx
   

 จากสมการ (11) และ (12) จะได  

(13)  dy
y

dx
   

 ดังน้ันสมการเชิงอนุพันธสําหรบัแนววิถีเชิงต้ังฉากคือ 

(14)  
1dy

dx y
    

 จัดสมการ (10) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 

  ydy dx  

 หาปรพิันธตลอดสมการน้ีจะไดชุดเสนโคง หรือ 2 2y x k   เมื่อ k  เปนตัวคงคา 

 

 
 

ภาพท่ี 3.4  แนววิถีเชิงต้ังฉากกับวงศเสนโคง xy ce   

 

ดังน้ัน  แนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง xy ce  คือ 2 2y x k   
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3.2 ปญหาทางกลศาสตร 
 สําหรับในหัวขอน้ี เปนการนําความรูของการแกสมการเชิงอนุพันธมาประยุกตใชกับปญหา

ทางกลศาสตร ในที่น้ีเราจะกลาวเฉพาะปญหาทางกลศาสตรพื้นฐานที่ใชกฎการเคลื่อนที่ของนิวตันได 

ซึ่งกลาววา 

 1. วัตถุตาง ๆ จะคงสภาพหยุดย่ิงหรอืเคลือ่นที่ไปในแนวเสนตรงดวยความเร็วคงที่ เวนแตจะ

มีแรงภายนอกมากระทํา 

 2. อัตราการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมของวัตถุ เปนสัดสวนโดยตรงกบัแรงที่กระทําตอวัตถุน้ัน 

และมีทิศทางเดียวกบัทิศทางของแรงน้ัน 

 3. แรงกริยา และแรงปฏิกิริยา มีขนาดเทากันแตมีทิศทางตรงขาม 

 กอนที่จะประยุกตสมการเชิงอนุพันธในการแกปญหากลศาสตร จะขอทบทวนหลักการ

เบื้องตนทางกลศาสตร ดังน้ี (สุรัตนา สังขหนุน, 2558 : 79) 

 

นิยาม 3.1 

โมเมนตัมของวัตถุ คือ ผลคูณของมวลวัตถุกับความเร็ววัตถุ 

 

 

 ตอไปจะพจิารณาการเคลื่อนที่ของวัตถุ B  บนเสนตรง L  เลือกจดุ ๆ หน่ึงบนเสนตรง L  

เปนจุดกําเนิดเรียกวาจุด 0  พรอมกําหนดทิศทางการเคลื่อนทีท่ิศทางหน่ึงเปนบวกและกําหนดหนวย

ระยะทางดวย แลวจะไดวาพิกัด x  ของตําแหนง B  จากจุดกําเนิดจะบอกใหทราบถึงระยะทางการ

เคลื่อนที่ของวัตถุ B  ดังภาพ 

 

 
 

 

 

 

ภาพท่ี 3.5  ระยะทางการเคลื่อนที่ของวัตถุ B  

 

ความเร็วของ B  คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของ x  ดังน้ี 

(15)  
dx

v
dt

  
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ความเรงช่ัวขณะของ B  คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของ v   

(16)  
2

2

dv d x
a

dt dt
   

สังเกตวา ,x v  และ a  เปนปรมิาณเวกเตอร แรงทั้งหมดระยะทางการเคลื่อนที่ ความเร็วและ

ความเรงในทิศทางบวกบน L  จะมีคาเปนบวกและคาเหลาน้ีจะมีคาเปนลบในทิศทางลบบน L   

จากกฎขอที่ 2 ของนิวตัน สามารถเขียนใหอยูในรปูของสมการทางคณิตศาสตรได 

(17)  ( )
d
mv KF

dx
   

 โดยที่ m  แทนมวลของวัตถุ 

  v  แทนความเร็วของวัตถุ 

  F  แทนแรงทีม่ากระทํากบัวัตถุ 

K  แทนคาคงที่ของการแปรผัน 

ในกรณีที่มวลของวัตถุเปนคาคงที่ เราสามารถจัดสมการ (15) ไดเปน 

(18)  dv
m KF
dx

   

จากสมการ (16) และ (18) ได 

(19)  F
a K

m
   

หรือ  

(20)  F kma   

โดยที่ 1
k

K
  จะพบวาคาคงที่ k  ข้ึนอยูกับหนวยของมวล แรงและความเรงในระบบที่

เลือกใช สําหรบั 1k   สมการ (17) จะเขียนอยูในรูป 

(21)  F ma   
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มีหลายระบบที่คา 1k   ในที่น้ีจะพิจารณา ระบบหนวยเพียง 3 ระบบคือ ระบบดังตอไปน้ี 

 1. The British gravitational system (British)  

 2. The centimater-gram-second system (cgs) 

 3. The meter-kilogram-second system (mks) 

ทั้งสามระบบน้ีแสดงไดดังตารางตอไปน้ี (สุรัตนา สงัขหนุน, 2558 : 80) 

ตาราง 3.1  ระบบหนวย British system, cgs system และ mks system 

 

 เน่ืองจากแรงโนมถวงของโลกที่กระทําตอวัตถุคือ นํ้าหนักของวัตถุน้ัน ดังน้ันนํ้าหนักจึงมีหนวย

วัดตามหนวยของแรง คือวัดเปนปอนดในระบบ British วัดเปนไดนในระบบ cgs และวัดเปนนิวตันใน

ระบบ mks ความเรงเน่ืองจากแรงโนมถวงของโลก g  ที่บรเิวณผิวโลกในระบบ British cgs และ mks 

มีคาเทากบั 32 ฟุตตอวินาที 2  980 เซนติเมตรตอวินาที 2  และ 9.8 เมตรตอวินาที 2 ตามลําดับ และ

จากกฎขอที่ 2 ของนิวตันจะไดวาในการตกของวัตถุสมมติวัตถุมีมวล m  และมีนํ้าหนัก w  และ

นํ้าหนักของวัตถุนิยามโดย w mg  ดังน้ัน (วีระศักด์ิ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 108) 

(22)  
w

m
g

  

 

ตัวอยาง 3.3  วัตถุหนัก 8 ปอนด ตกจากสภาพหยุดน่ิงลงมาในแนวด่ิง โดยมีแรงตานของกาศ (หนวย

เปนปอนด) เทากับสองเทาของความเร็ววัตถุ (หนวยเปน ฟตุตอวินาที) จงหาความเร็วของวัตถุและ

ระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ลงมาได ณ เวลา t  ใด ๆ 

 British system cgs system mks system 

แรง  ปอนด ไดน นิวตัน 

มวล สลัก กรัม กิโลกรัมย 

ระยะทาง ฟุต เซนติเมตร เมตร 

เวลา วินาท ี วินาท ี วินาท ี

ความเร็ว ฟุตตอวินาท ี เซนติเมตรตอวินาท ี เมตรตอวินาท ี

ความเรง ฟุตตอวินาที 2 เซนติเมตรตอวินาที 2 เมตรตอวินาที 2 
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วิธีทํา ให 
1
F  แทนแรงทีเ่กิดจากนํ้าหนักของวัตถุ 

    2
F  แทนแรงตานทานของอากาศ 

 
1
F  เปนแรงที่กระทําตอวัตถุในทิศทางด่ิงลงสูพื้นจึงมีคาเปนบวก และ 

2
F  มีทิศทางตรงขาม

กับ 
1
F  จึงมีคาเปนลบ แสดงไดดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 จากกฎทีส่องของนิวตัน จะไดวา 

  
1 2

2 ]
dv

m F F
dt

w dv
w v

g dt

 

 
 

หรือ 

(23)  8 (8 2 )
dv

g v
dt

   

จัดสมการ (23) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 

(24)  
8

8 2
dv gdt
v




 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (24) จะได  

  2

2

1

2

4

4

4
3

4 ln 8 2

ln 8 2
4

8 2

8 2

8 2

]
]
]

g
t c

g
t c

g
t

v gt c

g
v t c

v e

v e e

v c e

 





   

   

 

 

  
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(25)           48 2
g
t

v ce


   

เน่ืองจากวัตถุตกจากสภาพหยุดน่ิง ดังน้ันเงือ่นไขเริ่มตนคือ (0) 0v    

แทนในสมการ (25) จะได 8c   

ดังน้ันความเร็วของวัตถุ ณ เวลา เวลา t  ใด ๆ คือ 

4

4

4

8 2 8

2 8 8

4 1 1 ]

g
t

g
t

g
t

v e

v e

v e







 

 

      

 

 หรือ 

(26)  4( ) 4 1 1
g
t

v t e
      

 ฟุตตอวินาท ี

 กําหนดให ( )x t  แทนระยะทางที่วัตถุตกลงมาในแนวด่ิง เวลา t  ใด ๆ  

 สามารถเขียนสมการ (26) ในรูป 

(27)  44 1 1
g
tdx

e
dt

      
  

หาปรพิันธตลอดสมการ (27) จะได  

(28)  4
4

4
4

g
t

x t e c
g

      
  

เน่ืองจากวัตถุตกจากสภาพหยุดน่ิง ดังน้ันเงือ่นไขเริ่มตนคือ (0) 0x    

แทนในสมการ (28) จะได 
4

16
c

g
   

ดังน้ันระยะทางที่วัตถุตกลงมาในแนวด่ิง ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 

(29)  4
4 4

( ) 4
g
t

x t t e
g g

      
 ฟุต 
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ตัวอยาง 3.4  วัตถุมวล 1 กิโลกรัม ตกจากสภาพหยุดน่ิงลงมาในแนวด่ิง โดยมีแรงตานของกาศ 

(หนวยเปนนิวตัน) เทากบัสองเทาของความเร็ววัตถุ (หนวยเปน เมตรตอวินาที) จงหาความเร็วของวัตถุ 

ณ เวลา t  ใด ๆ ลิมิตของความเร็วขณะที่ t    และระยะทางที่วัตถุเคลื่อนทีล่งมาได 

 ณ เวลา t  วินาท ี

วิธีทํา ให 
1
F  แทนแรงทีเ่กิดจากนํ้าหนักของวัตถุ 

    2
F  แทนแรงตานทานของอากาศ 

 
1
F  เปนแรงที่กระทําตอวัตถุในทิศทางด่ิงลงสูพื้นจึงมีคาเปนบวก และ 

2
F  มีทิศทางตรงขาม

กับ 
1
F  จึงมีคาเปนลบ แสดงไดดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 จากกฎทีส่องของนิวตัน จะไดวา 

  
1 2

1 1( ) 2 ]
dv

m F F
dt
dv

g v
dt

 

 
 

หรือ 

(30)  2
dv

v g
dt

   

สมการ (30) เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน  

โดยมี ( ) 2, ( )p t g t g   และ 2 2( )
dt tt e e    

นํา ( )t  คูณตลอดสมการ (30) ได 

 
2 2 2

2 2

2

( )

t t t

t t

dv
e e v e g
dt
d
ve e g

dt

 


 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ีได 
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2 2

2 2

1
2

1
2

t t

t t

ve e g c

v e e g c

 

      

 

 หรือ 

(31)  2 21
( )

2
t tv t e e g c
      

 

เน่ืองจากวัตถุตกจากสภาพหยุดน่ิง ดังน้ันเงือ่นไขเริ่มตนคือ (0) 0v    

แทนในสมการ (31) จะได 
2
g

c    

ดังน้ันความเร็วของวัตถุ ณ เวลา เวลา t  ใด ๆ คือ 

2 21
2 2

t t g
v e e g

      
 

 หรือ 

(32)  2( )
2 2

tg g
v t e   เมตรตอวินาท ี

 และ 2lim ( ) lim
2 2 2

t

t t

g g g
v t e

 

       
 

 กําหนดให ( )x t  แทนระยะทางที่วัตถุตกลงมาในแนวด่ิง เวลา t  วินาทีคือ  

  

0

2

0

2

0

2

( ) ( )

2 2

2 4

2 4 4

t

t
t

t

t

t

x t v t dt

g g
e dt

g g
t e

g g g
t e







 

      
      

  

  

 

ดังน้ัน  ระยะทางที่วัตถุตกลงมาในแนวด่ิง เวลา t  วินาทีคือ 2

2 4 4
tg g g

t e   เมตร 
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ตัวอยาง 3.5  ยิงกอนหินข้ึนไปในแนวด่ิงดวยความเร็ว 80 ฟุตตอวินาท ีและกําหนดให 

32g   ฟุตตอวินาที 2   

 1. เมื่อเวลาผานไป 3
2

 วินาทีกอนหินมีทิศทางการเคลื่อนที่อยาไร 

 2. กอนหินข้ึนไปไดสูงสุดเมื่อเวลาผานไปกี่วินาท ี

 3. กอนหินข้ึนไปไดสูงที่สุดกี่ฟุต 

 4. จงหาความเร็วที่กอนหินตกระทบพื้น 

วิธีทํา เน่ืองจากการเคลือ่นที่ของลูกหินจะลดความเร็วลงดวยแรงโนมถวงของโลกคือ 

32g   ฟุตตอวินาที จะไดสมการเชิงอนุพันธดังน้ี 

(33)  32
dv
dt

    

หาปรพิันธตลอดสมการ (33) จะได  

  1
32v t c     

 หรือ 

(34)  
1

( ) 32v t t c     

เน่ืองจากยิงกอนหินข้ึนไปในแนวด่ิงดวยความเร็ว 80 ฟุตตอวินาที  

ดังน้ันเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 80v   แทนในสมการ (34) จะได 
1

80c   

ดังน้ันสมการความเร็วของกอนหิน ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 

(35)  ( ) 32 80v t t    

 กําหนดให ( )x t  แทนระยะทางทีก่อนหินเคลือ่นที่ข้ึนและลง ณ เวลา t  ใด ๆ  

 สามารถเขียนสมการ (35) ในรูป 

(36)  32 80
dx

t
dt

     

หาปรพิันธตลอดสมการ (36) จะได  

(37)  2
2

( ) 16 80x t t t c      
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เน่ืองจากถูกยิงข้ึนไปในแนวด่ิง ดังน้ันเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0x    

แทนในสมการ (37) จะได 
2

0c   

ดังน้ันสมการการเคลื่อนที่ของกอนหิน ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 

(38)  2( ) 16 80x t t t    ฟุต 

 1. เมื่อเวลาผานไป 3
2

 วินาทีกอนหินมีทิศทางการเคลื่อนที่อยาไร 

แทนค 3
2

t   ในสมการ (35) ได 

3 3
32 80 32

2 2
v
                 

 ฟุตตอวินาท ี

   เน่ืองจากความเร็วของกอนหินขณะที่ 3
2

t   เปนบวก 

แสดงวาขณะน้ันกอนหินยังคงมทีิศทางข้ึน 

 2. กอนหินข้ึนไปไดสูงสุดเมื่อเวลาผานไปกี่วินาท ี

  กอนหินข้ึนไปไดสงูสุดเมื่อความเร็วเปนศูนย น้ันคือ ( ) 0v t   จากสมการ (35) 

   
32 80 0

5
2

t

t

  


 

  แสดงวากอนหินข้ึนไปไดสูงสุดเมือ่เวลาผานไป 5
2

 วินาที 

 3. กอนหินข้ึนไปไดสงูที่สุดกี่ฟุต 

 จากขอ 2 กอนหินข้ึนไปไดสงูสุดเมื่อเวลาผานไป 5
2

 วินาที  

แทน 5
2

t   ในสมการ (38) จะได 

2
5 5 5

16 80 100
2 2 2

x
                             

 ฟุต 

ดังน้ันกอนหินข้ึนไปไดสุงสุด 100  ฟุต 

 4. จงหาความเร็วที่กอนหินตกกระทบพื้น 

  กอนหินกระทบพื้นเมื่อ ( ) 0x t   จากสมการ (38) จะได 
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216 80 0

(80 16 ) 0

0,5

t t

t t

t

  
 



 

  แสดงวากอนหินกระทบพื้นหลังจากเวลาผานไป 5  วินาที  

ดังน้ันความเร็วที่กอนหินตกกระทบพื้นแทน 5t   ในสมการ (35) 

   (5) 32(5) 80 80v     ฟุตตอวินาท ี

 

ตัวอยาง 3.6 วัตถุมวล m  กิโลกรัม เคลื่อนที่ไปบนพื้นราบในแนวเสนตรงขณะเวลา t  วินาที และอยู

หางจากจุดคงที่ 0  เปนระยะทาง x  เมตร มีความเร็ว v  เมตรตอวินาที และมีความเรง 2v v  

เมตรตอวินาที 2 ความเรงมทีิศพุงออกจากจุดคงที่ 0  กําหนดความเร็ว 3v   เมตรตอวินาท ี 

ที่ตําแหนง 0x   จงแสดงวา 
1

ln
3

v
x


  

วิธีทํา  แสดงภาพประกอบการเคลือ่นที่ของวัตถุไดดังน้ี  

 

 

 

 

  

กําหนดทิศทางของการเคลื่อนที่ไปทางขวาของจุดเริม่ตนเปนบวก 

จากกฎขอทีส่องของนิวตันจะได 

  ]
]

dv
m F
dt
dv F
dt m

dv dx
a

dx dt







 

(39)    2dv
v v v

dx
   

จัดสมการ (39) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 

(40)  
2

0]v
dv dx

v v
 


 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (40) จะได  
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2

0]v
dv dx

v v
  


          

(41)          ln 1v x c    

 เน่ืองจาก กําหนดความเร็ว 3v   เมตรตอวินาท ีที่ตําแหนง 0x   

ไดเงื่อนไข (0) 3v   แทนในสมการ (41) ได ln 3c   

แทน ln 3c   ในสมการ (41) ได  

ln 1 ln 3v x    

       ln 1 ln 3x v    

 หรือ 

      
1

ln
3

v
x


  

 

ตัวอยาง 3.7  วัตถุมวล 16  กิโลกรมั ถูกลากไปขางหนาในแนวราบดวยแรง 64  นิวตัน โดยมีแรง

ตานทานการเคลื่อนที่ (หนวยเปนนิวตัน) เทากับกําลงัสองของความเร็ว (หนวยเปนเมตรตอวินาที) 

สมมติวาวัตถุเคลื่อนที่จากสภาพหยุดน่ิง จงหาวา ณ เวลาใดวัตถุมีความเร็ว 10  เมตรตอวินาท ี

วิธีทํา ให 
1
F  แทนแรงทีล่ากวัตถุไปขางหนา (กําหนดใหมีทิศทางเปนบวก) 

    2
F  แทนแรงตานทานการเคลื่อนที่ (กําหนดใหมีทิศทางเปนลบ)  

 จากกฎทีส่องของนิวตัน จะไดวา 

  
1 2

dv
m F F
dt

   

(42)  216 64 ]dv
v

dt
   

จัดสมการ (42) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 

(43)  
2

16

64
dv dt

v



 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (43) จะได  

2

16

64
dv dt

v
 


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1

1

1

1

ln 8 ln 8

8
ln

8

8
8

8
8

]
]
]
]

t c

ct

v v t c

v
t c

v

v
e

v

v
e e

v



    


 













  

หรือ 

(44)   
8
8

tv
ce

v





 

เน่ืองจากวัตถุตกจากสภาพหยุดน่ิง ดังน้ันเงือ่นไขเริ่มตนคือ (0) 0v    

แทนในสมการ (44) จะได 1c   

ดังน้ันความสัมพันธระหวางความเร็วและเวลาคือ 

 
8
8

tv
e

v





 

และขณะที่วัตถุมีความเร็ว 10 เมตรตอวินาที จะได 

2

10 8
10 8

9

3

2 ln 3

]
]
]

t

t

t

e

e

e

t












 

ดังน้ัน  ณ เวลา 2 ln3t   วัตถุมีความเร็ว 10  เมตรตอวินาท ี

 

ตัวอยาง 3.8  วัตถุมวล m  กิโลกรมั เริม่ตนเคลือ่นที่จากจุดหยุดน่ิงจากยอดของพื้นเอียงซึง่ทํามมุ   

กับพื้นราบ ถาสัมประสิทธ์ิของความเสียดทานระหวางวัตถุกับพื้นเอียงเปน   จงหาสมการการ

เคลื่อนที่ของวัตถุแลวจะหาวาตองใชเวลานานเทาไรวัตถุจึงจะเคลื่อนที่ถึงพื้นราบ ถาพื้นเอียงยาว 

l  เมตร 
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วิธีทํา  เสนทางการเคลื่อนที่ของวัตถุเปนพื้นเอียง เปนมุม   เลือกจุดยอดของพื้นเอียงเปนจุดกําเนิด

และใหทิศทางการเคลื่อนทีล่งตามพื้นเอียงเปนบวก ถาไมคํานึงถึงแรงเสียดทานและแรงตานทานของ

อากาศที่กระทําตอวัตถุ คือ 

 1. มวล m  กิโลกรมั 

 2. แรงแนวฉาก N  ซึ่งกระทําในแนวต้ังฉากกับพื้นเอียง ดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

  

  

พิจารณา การเคลื่อนที่ของวัตถุเมือ่มีแรงเสียดทานและแรงตานทานของอากาศ ดังน้ันแรงที่

กระทําตอวัตถุประกอบดวย 

ให 
1
F  แทนแรงทีเ่กิดจากนํ้าหนักของวัตถุในแนวขนานกับพื้นเอียง มีคาเปนบวก 

    2
F  แทนแรงเสียดทานมีคาเปนลบเพราะกระทําตอวัตถุในทิศทีส่วนทางกับการเคลื่อนที่  

 จากกฎทีส่องของนิวตัน จะไดวา 

  
1 2

dv
m F F
dt

   

(45)  sin cos ]dv
m mg mg
dt

     

จัดสมการ (45) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

             

(sin cos )

(sin cos )]
dv

m mg
dt
dv

g
dt

  

  

 

 
 

(46)      (sin cos )dv g dt     

 หาปรพิันธตลอดสมการ (46) จะได  

   (sin cos )dv g dt       
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(47)         (sin cos )v gt c      

เน่ืองจากวัตถุตกจากสภาพหยุดน่ิง ดังน้ันเงือ่นไขเริ่มตนคือ (0) 0v    

แทนในสมการ (47) จะได 0c   

 ดังน้ันความเร็วของวัตถุ ณ เวลา t  ใด ๆ  

(48)  ( ) (sin cos )v t gt      เมตรตอวินาท ี

 ให ( )x t  แทนระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ลงมาในแนวพื้นเอียงที่ เวลา t  ใด ๆ  

สามารถเขียนสมการ (48) ในรูป 

(49)  (sin cos )
dx

gt
dt

      

 ทําการหาปริพันธ จะได 

(50)  
2

1
(sin cos )

2
gt

x c      

 จากเงื่อนไขเริม่ตนคือ (0) 0t   แทนในสมการ (50) จะได 
1

0c   

 ดังน้ัน 

(51)   
2

( ) (sin cos )
2
gt

x t      

 พิจารณาวาตองใชเวลานานเทาไร วัตถุจึงจะเคลื่อนที่ถึงพื้นราบ ถาพื้นเอียงยาว l  เมตร 

 น่ันคือ ตองหาวา t  เทากับเทาไร เมือ่ x l  จากสมการ (55) ไดวา 

  

2

2

(sin cos )
2

2
(sin cos )

]
gt

l

l
t

g

  

  

 




 

(52)  
2

(sin cos )
l

t
g   

 


 

 เน่ืองจาก t  ตองมีคาเปนบวกเสมอ 

ดังน้ัน  จะตองใชเวลา 2
(sin cos )

l
t

g   



 วินาทีวัตถุจึงจะเคลื่อนที่ถึงพื้นราบ 
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3.3 ปญหาอตัราการเปลี่ยนแปลง 

 ในหัวขอน้ีจะศึกษาปญหาทีเ่กี่ยวของกบัอัตราการเปลี่ยนแปลง เมือ่อัตราการเปลี่ยนแปลงเปน

ฟงกชันของปริมาณในปจจบุันกบัเวลา และในปญหาที่ศึกษาตองการจะหาปรมิาณ ณ เวลาใด ๆ ถาให 

x  แทนปริมาณทีม่ีอยู ณ เวลา t  แลว 
dx
dt

 จะแทนอัตราการเปลี่ยนแปลง ดังน้ันการหาปริมาณ ณ 

เวลา t  ใด ๆ จะตองหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธ และเราจะศึกษาปญหาการสลายตัวของสาร

กัมมันตรงัสี ปญหาการเพิ่มของประชากร ปญหาของผสม และปญหาการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของ

วัตถุ  

 

 3.3.1 ปญหาการสลายตัวของสารกัมมันตรังส ี

 อัตราการสลายตัวของสารกัมมันตรังสี อยูภายใตสมมติฐานที่วา “อัตราการสลายตัวของสาร

กัมมันตรงัสเีปนสัดสวนโดยตรงกบัปริมาณสารกมัมันตรังสีทีม่ีอยู” (สุรัตนา  สังขหนุน, 2558 : 103) 

 

ตัวอยาง 3.9  สารกมัมันตรังสชีนิดหน่ึง มีอัตราการสลายเปนสัดสวนกบัจํานวนที่มอียู และพบวาเมื่อ

ผานไป 1200  ป สารชนิดน้ีจะเหลืออยูครึ่งหน่ึงของที่มีอยู จงหาวาเมื่อเวลาผานไป 3600  ป 

สารชนิดน้ีจะเหลืออยูกี่เปอรเซ็นตของที่มอียู  

วิธีทํา ให x  แทนปริมาณของสารกัมมันตรังสีทีม่ีอยูหลังจากผานไป t  ป 

 ดังน้ัน 
dx
dt

 แทนอัตราการสลายตัวของสารกัมมันตรังส ี

 เพราะวาอัตราการสลายตัวของสารเปนสัดสวนกับจํานวนสารที่มีอยู และเน่ืองจาก x  มีคา

ลดลงเมือ่ t  มีคาเพิ่มข้ึน น่ันคือ x  เปนฟงกชันลด ดังน้ันจะได 

 (53)  
dx

kx
dt

   

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

ให 
0
x  แทนปริมาณสารกมัมันตรงัสีตอนเริ่มตน ดังน้ันเงื่อนไขเริ่มตนคือ

0
( ) 0x x   

 เมื่อเวลาผานไป 1200  ปสารชนิดน้ีจะเหลือครึ่งหน่ึงของที่มีอยู ดังน้ันจะได 

(54)  
0

1
(1200)

2
x x  

จัดสมการ (53) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 
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(55)  
1
dx kdt
x

  

 หาปรพิันธตลอดสมการ (55) จะได  

1

1

ln ]
dx kdt
x
x kt c

  

  
 

(56)            ktx ce  

 จากเงื่อนไขเริม่ตน 
0

( ) 0x x   แทนในสมการ (56) ได 
0

c x  ดังน้ัน 

(57)   
0

ktx x e  

 ในการหาคา k  เราจะใชขอกําหนดที่วาสารสลายตัวไปครึง่หน่ึงหลังจาก 1200  ป 

น่ันคือแทน 
0

1
2

x x  และ 1200t   ในสมการ (56) จะได 

  

(1200)
0 0

(1200)

1
2

1
2
]

k

k

x x e

e









 

 หรือ  

(58)  
1/1200

1
2

ke
      

 

 เราสามารถหาคาของ k  ไดจากสมการ (58) แตถาดูจากสมการ (57) แลวเราจะพบวาคาคงที่ 

ที่เราตองการทราบคือ ke  ดังน้ัน แทน 
1/1200

1
2

ke
      

 ในสมการ (57) จะได 

1/1200

0

1
2

t

x x
          

 

หรือ 

(59)  
/1200

0

1
2

t

x x
      

 

 สมการ (59) น้ันแทนปริมาณสารกัมมันตรงัสี ณ เวลา t  ใด ๆ  ถาแทน 3600t   จะได  

3600/1200

0

1
2

x x
      
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3

0

0

1
2

1
8
]

x x

x x

      



 

ดังน้ัน  เมื่อเวลาผานไป 3600  ป สารชนิดน้ีจะเหลืออยู 
1
8

 ของปริมาณที่มีอยู คิดเปนเปอรเซ็นต

เทากับ 12.5  เปอรเซ็นต 

 

ตัวอยาง 3.10  สารกมัมันตรงัสชีนิดหน่ึงมีครึ่งชีวิตเทากบั 38  ช่ัวโมงจงหาวานานเทาใดสารน้ีจะ

สลายไปเปนจํานวน 80  เปอรเซ็นต 

วิธีทํา ให x  แทนปริมาณของสารกัมมันตรังสีทีม่ีอยูหลังจากผานไป t  ช่ัวโมง 

 ดังน้ัน 
dx
dt

 แทนอัตราการสลายตัวของสารกัมมันตรังส ี

 เพราะวาอัตราการสลายตัวของสารเปนสัดสวนกับจํานวนสารที่มีอยู และเน่ืองจาก x  มีคา

ลดลงเมือ่ t  มีคาเพิ่มข้ึน น่ันคือ x  เปนฟงกชันลด ดังน้ันจะได 

(60)  
dx

kx
dt

   

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

ให 
0
x  แทนปริมาณสารกมัมันตรงัสีตอนเริ่มตน ดังน้ันเงื่อนไขเริ่มตนคือ

0
( ) 0x x   

 เมื่อเวลาผานไป 38  ช่ัวโมง สารชนิดน้ีจะเหลือครึง่หน่ึงของทีม่อียู ดังน้ันจะได 

(61)  
0

1
(38)

2
x x  

จัดสมการ (60) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(62)  
1
dx kdt
x

  

 หาปรพิันธตลอดสมการ (62) จะได  

1

1

ln ]
dx kdt
x
x kt c

  

  
 

(63)            ktx ce  
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 จากเงื่อนไขเริม่ตน 
0

( ) 0x x   แทนในสมการ (63) ได 
0

c x  ดังน้ัน 

(64)   
0

ktx x e  

 ในการหาคา k  เราจะใชขอกําหนดที่วาสารสลายตัวไปครึง่หน่ึงหลังจาก 38  ช่ัวโมง 

น่ันคือแทน 
0

1
2

x x  และ 38t   ในสมการ (64) จะได 

  

(38)
0 0

(38)

1
2

1
2
]

k

k

x x e

e









 

(65)       
1
ln2

38
k   

 ในที่น้ีเราตองการหาคา t  เมื่อ 
0

1
20

x x  ดังน้ัน แทน 
0

1
20

x x  ในสมการ (64) จะได 

  

1
ln2

38

0 0

1
ln2

38

1
20

1
20
1 1

ln ln2
20 38

1
ln2 ln20

38

ln20
1
ln2

38

ln20
38
ln2

165

]

]
]
]
]

t

t

x x e

e

t

t

t

t

t

     

     





       

      






 

ดังน้ัน  สารน้ีจะสลายไปเปนจํานวน 80  เปอรเซ็นต หลังจากเวลาผานไปประมาณ 165  ช่ัวโมง 
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ตัวอยาง 3.11  ซากพืชชนิดหน่ึงมีคารบอน 14 เหลืออยู 15  เปอรเซ็นต จงประมาณอายุของซากพืช

เมื่อใชครึ่งชีวิตของคารบอน 14 เทากับ 5730  ป  

วิธีทํา ให 
0
x  แทนปริมาณคารบอน 14 ที่มีในซากพืช และ 

ให x  แทนปริมาณของคารบอน 14 ที่มีอยูหลงัจากผานไป t  ป 

 ดังน้ัน 
dx
dt

 แทนอัตราการสลายตัวของคารบอน 14 

 เพราะวาอัตราการสลายตัวของคารบอน 14 เปนสัดสวนกบัจํานวนคารบอน 14 ที่มีอยู และ

เน่ืองจาก x  มีคาลดลงเมือ่ t  มีคาเพิ่มข้ึน น่ันคือ x  เปนฟงกชันลด ดังน้ันจะได 

(66)  
dx

kx
dt

   

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (66) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(67)  
1
dx kdt
x

  

 หาปรพิันธตลอดสมการ (67) จะได  

1

1

ln ]
dx kdt
x
x kt c

  

  
 

(68)            ktx ce  

 จากเงื่อนไขเริม่ตน 
0

( ) 0x x   แทนในสมการ (68) ได 
0

c x  ดังน้ัน 

(69)   
0

ktx x e  

 เมื่อแทน 
0

1
2

x x  และ 5730t   ในสมการ (69) จะได 

  

(5730)
0 0

(5730)

1
2

1
2
]

k

k

x x e

e









 

(70)            
1
ln2

5730
k   
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 ในที่น้ีเราตองการหาคา t  เมื่อ 
0

15
100

x x  ดังน้ัน  

แทน 
0

15
100

x x  ในสมการ (69) จะได 

1
ln2

5730
0 0

1
ln2

5730

15
100

15
100

1
ln 0.15 ln2

5730

1
ln2 ln 0.15

5730

ln 0.15
5730

ln 2

15683

]
]
]
]

]

t

t

x x e

e

t

t

t

t

     

     





       

       

 



 

ดังน้ัน  อายุของซากพืชน้ีประมาณ 15,683  ป 

 

 3.3.2 ปญหาการเพ่ิมของประชากร 

 เราจะศึกษารปูแบบของอัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนประชากร เชน มนุษย สัตว 

แบคทีเรีย เปนตน กลาวคือเมื่อเวลาเปลี่ยนแปลงไป จํานวนของประชากรจะเปลี่ยนแปลงดวย ถาให  

( )N t  แทนจํานวนประชากรกลุมหน่ึง ณ เวลา t  ใด ๆ ภายใตสมมติฐานวา ไมมีการอพยพเขาหรือ

ออกจากกลุม ไมมีการเปลี่ยนแปลงอยางผิดปกติของสภาวะแวดลอม จะไดวา อัตราการเปลี่ยนแปลง

ของประชากรเปนสัดสวนโดยตรงกบัจํานวนประชากรที่มีอยู (วีระศักด์ิ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 96) 

น้ันคือ 

(71)
  

dN
kx

dt
  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

สําหรับกรณีที่อัตราการเพิ่มมากกวาอัตราการตายจะได 0
dN
dt

  ดังน้ันคาคงที่ 0k    

ถาเริ่มตนมจีํานวนประชากร 
0

N  ไดเงื่อนไขเริ่มตนเปน 
0 0
( )N t N  
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เราจะไดวาจํานวนประชากร ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 

(72)  0( )

0
( ) k t tN t N e   

สมการ (72) จะพบวาเมื่อ t  เพิ่มข้ึน จํานวนประชากร ( )N t  จะเพิม่ข้ึนโดยไมมขีอบเขตจํากัดซึง่ไม

สอดคลองกบัสภาพความเปนจริง ในความเปนจรงิแลวการเพิ่มของประชากรตองมีขอบเขตจํากัด และ

จํานวนประชากรจะเพิม่ข้ึนไปจนถึงจุดหน่ึง และจะไมเพิม่ข้ึนไปกวาน้ีแลว ดังน้ันอัตราการ

เปลี่ยนแปลงของจํานวนประชากรทีส่อดคลองกบัความเปนจริงดังกลาวควรจะอยูในรูป 

(73)
  

2dN
kN N

dt
   

โดยที่คา 0k   และ 0   

เรียกสมการ (73) วากฎโลจีสติกส  

พิจารณาสมการ (73) น้ันเปนสมการแบบแยกตัวแปรได และเปนสมการแบรนูลล ี

 

ตัวอยาง 3.12  ประชากรของเมืองหน่ึงสอดคลองกฎโลจสิติกสตอไปน้ี 

(74)
  

2

8

1 1
100 10

dN
N N

dt
   

โดยที่ t  เปนเวลาคิดเปนป กําหนดใหเมืองน้ีมีจํานวนประชากร 100,000  คนในป ค.ศ. 1980  และ

จํานวนประชากรเปนไปตามสมการ (74) สําหรบั 1980t   จงหาวาในป ค.ศ 2000  จะมจีํานวน

ประชากรเทาใด  

วิธีทํา จัดสมการ (74) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(75)  
2 8 210 10

dN
dt

N N 



 

 ทําสมการ (75) ปนเศษสวนยอย จะได 

(76)  
6

6

1 10
100

1 10

dN
dN dt

N N





       
 

หาปรพิันธตลอดสมการ (76) จะได  
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 

1

6

6

6

6

6
1

16

100

6

100

6

1 10
100

1 10

1 10 1
1001 10

ln ln 1 10
100

ln
1001 10

1 10

1 10

]
]
]
]

]

t c

t

dN
dN dt

N N

dN
dN dt

N N

t
N N c

N t
c

N

N
e

N

N
ce

N



















       

       

   

 








 

 

หรือ 

(77)                 
100

10061 10

t

t

ce
N

ce



 

 จากเงื่อนไขเริม่ตน (1980) 100,000N   แทนในสมการ (77) ได 

  

 

1980 100

1980 1006

19.8
5

6 19.8

5

19.8 1

6

19.8

100000
1 10

10
1 10

10

1 10

10

9

]
]

]

ce

ce

ce

ce

c
e

c
e


















 

 แทนคา 
6

19.8

10

9
c

e
  ในสมการ (77) จะได 

(78)  
6

19.8 100

10
( )

1 9
t

N t
e





 สําหรบั 1980t   

 สมการ (78) แทนประชากร ณ เวลา t  ใด ๆ  
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 และเมือ่แทน 2000t   ในสมการ (78) จะได 

  

6

19.8 2000 100

6

0.2

10
(2000)

1 9

10

1 9

119459]
]

N
e

e













 

ดังน้ัน  ในป ค.ศ 2000  จะมจีํานวนประชากรประมาณ 119,459  คน 

 

ตัวอยาง 3.13  สมมติวาจํานวนพลเมืองของเมอืง ๆ หน่ึงเพิ่มข้ึนเปนสัดสวนกบัจํานวนพลเมือง

ขณะน้ัน ถาจํานวนพลเมืองเพิม่ข้ึนเปนสองเทาในเวลา 40 ป แลวอีกกี่ปจํานวนพลเมืองจงึจะเพิม่ข้ึน

เปน สามเทา 

วิธีทํา ให 
0

N  แทนจํานวนพลเมืองในตอนเริม่แรก 

ให N  แทนจํานวนพลเมือง ณ เวลา t  ใด ๆ  

 ดังน้ัน 
dN
dt

 แทนอัตราการเพิ่มจํานวนของพลเมอืง 

 เพราะวาอัตราการเพิ่มจํานวนของพลเมืองเปนสัดสวนกบัจํานวนพลเมอืงทีม่ีอยูขณะน้ัน 

และเน่ืองจาก N  มีคาเพิ่มข้ึนเมือ่ t  มีคาเพิ่มข้ึน น่ันคือ N  เปนฟงกชันเพิ่ม ดังน้ันจะได 

(79)  
dN

kN
dt

  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (79) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(80)  
1
dN kdt

N
  

 หาปรพิันธตลอดสมการ (67) จะได  

1

1

ln ]
dN kdt

N
N kt c

 

 
 

(81)             ktN ce  

 จากเงื่อนไขเริม่ตน 
0

(0)N N  แทนในสมการ (81) ได 
0

c N  ดังน้ัน 
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(82)   
0
ktN N e  

 จํานวนพลเมืองเพิ่มข้ึนเปนสองเทาในเวลา 40 ป ทําใหไดเงือ่นไขเริ่มตนคือ 
0

(40) 2N N  

เมื่อแทน 
0

2N N  และ 40t   ในสมการ (82) จะได 

  

(40)
0 0

(40)

1 40

2

2

2

]
]

k

k

k

N N e

e

e







 

แทน 1 40
2ke   ในสมการ (82) จะได 

(83)   
40

0
2
t

N N  

 ถา 
0

3N N  แทนในสมการ (83) จะได 

40

0 0

40

40

3 2

3 2

ln 3 ln 2

ln 3 ln 2
40
ln 2

40
ln 3

63.5

]
]

]

]
]

t

t

t

N N

t

t

t













 

ดังน้ัน  อีกประมาณ 63.5  ปจํานวนพลเมืองจึงจะเพิม่ข้ึนเปนสามเทา 

 

ตัวอยาง 3.14  จากการขยายพันธุของแบคทีเรียพบวา อัตราการเพิ่มของแบคทเีรียเปนสัดสวนกบั

จํานวนแบคทีเรียขณะน้ัน ถาเวลาผานไป 6 ช่ัวโมงมีแบคทีเรยี 5  ลานตัว และเวลาผานไป 9 ช่ัวโมง

มีแบคทีเรีย 8  ลานตัวจงหาจํานวนแบคทเีรียในตอนเริม่ตน 

วิธีทํา ให 
0

N  แทนจํานวนแบคทีเรียตอนเริ่มตน 

ให N  แทนจํานวนแบคทีเรีย ณ เวลา t  ใด ๆ  

 ดังน้ัน 
dN
dt

 แทนอัตราการเพิ่มของแบคทเีรีย 

 เพราะวาอัตราการเพิ่มจํานวนของแบคทเีรียเปนสัดสวนกบัจํานวนแบคทีเรียที่มอียูขณะน้ัน 

และเน่ืองจาก N  มีคาเพิ่มข้ึนเมือ่ t  มีคาเพิ่มข้ึน น่ันคือ N  เปนฟงกชันเพิ่ม ดังน้ันจะได 
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(84)  
dN

kN
dt

  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (84) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(85)  
1
dN kdt

N
  

 หาปรพิันธตลอดสมการ (85) จะได  

1

1

ln ]
dN kdt

N
N kt c

 

 
 

(86)             ktN ce  

 จากเงื่อนไขเริม่ตน 
0

(0)N N  แทนในสมการ (81) ได 
0

c N  ดังน้ัน 

(87)   
0
ktN N e  

 ถาเวลาผานไป 6 ช่ัวโมงมีแบคทเีรยี 5  ลานตัว ทําใหไดเงื่อนไขเริ่มตนคือ 6(6) 5 10N    

เมื่อแทน 65 10N    และ 6t   ในสมการ (87) จะได 

(88)  6 6
0

5 (10) kN e   

เวลาผานไป 9 ช่ัวโมงมีแบคทีเรีย 8  ลานตัวทําใหไดเงือ่นไขเริ่มตนคือ 6(9) 8 10N    

เมื่อแทน 68 10N    และ 9t   ในสมการ (87) จะได 

(89)  6 9
0

8 (10) kN e   

จากสมการ (88) และ (89)  จะได

  

3 8
5

ke 

 

หรือ
2

6 8
5

ke
      

 

แทนคา 
2

6 8
5

ke
      

 ในสมการ (88) จะได
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2

6
0

2

6
0

6

6

8
5 (10)

5

5
5 (10)

8

125 (10)
64

1.9 (10)

]
]
]

N

N

       

          




 

 

ดังน้ัน  จํานวนแบคทีเรียเริ่มตนมีประมาณ 1.9  ลานตัว 

 

 3.3.3 ปญหาของผสม 

  ปญหาในของผสมที่จะกลาวน้ีอาจจะเปน เกลือ ยา หรอืสิง่อืน่ก็ได ซึ่งบรรจุในภาชนะ เมื่อทํา

ใหเกิดการเปลี่ยนแปลงเชนการปลอยสาร A  ใหไหลเขาไปในภาชนะที่บรรจุของผสมชนิดหน่ึงดวย

อัตราคงที่อัตราหน่ึง ในขณะที่สาร A  ไหลเขาไปผสมจะทําการคนของผสมอยูตลอดเวลา เพื่อใหของ

ผสมมีความเขมขนเทากันโดยตลอด ถาปลอยใหของผสมไหลออกจากภาชนะดวยอตัราคงทีอ่ีกอัตรา

หน่ึง เราตองการหาปรมิาณของสาร A  ซึ่งเหลอือยูในของผสม ณ เวลา t  ใด ๆ (สุรัตนา สังขหนุน, 

2558 : 107) 

  ให x   แทนปรมิาณของสาร A  ณ เวลา t  ใด ๆ และ 

  ให 
dx
dt

 แทนอัตราการเปลีย่นแปลงของสารเทียบกับเวลา 

  ให  IN  แทนอัตราการไหลเขาของสาร A  

  ให  OUT  แทนอัตราการไหลออกของสาร A  

ดังน้ัน จะไดความสัมพันธดังน้ี 

(90)  
dx

IN OUT
dt

   

 

ตัวอยาง 3.15  ถังใบหน่ึงบรรจุนํ้า 50  แกลลอน ถาปลอยใหนํ้าซึ่งมเีกลอืปนอยู 2  ปอนดตอ

แกลลอนไหลลงถังน้ีในอัตราเร็วคงที่ 3  แกลลอนตอนาที และใหสารละลายในถังน้ีไดรบัการคนให

ละลายอยางสม่ําเสมอตลอดถัง แลวในขณะเดียวกันก็ไหลออกจากถังในอัตราเดียวกบัที่ไหลเขา  

จงหาปรมิาณของเกลือที่อยูในถังน้ีเมื่อเวลาผานไป 25  นาที 
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วิธีทํา ให ( )x t  แทนปริมาณของเกลือในถังใบน้ี ณ เวลา t  ใด ๆ  

 นํ้าซึ่งมเีกลอืปนอยู 2  ปอนดตอแกลลอนไหลลงถังน้ีในอัตราเร็วคงที่ 3  แกลลอนตอนาท ี

ดังน้ันได อัตราของเกลือที่ไหลเขาถังคือ 

  IN  2 3 6   ปอนดตอนาท ี

 เน่ืองจากอัตราการไหลเขาและไหลออกเทากัน ดังน้ันถังนํ้าจะมีนํ้า 50  แกลลอน ณ เวลา t  

ใด ๆ และนํ้า 50  แกลลอน น้ีจะมเีกลืออยู x  ปอนด เพราะฉะน้ันความเขมขนของเกลือ ณ เวลา t  

เทากับ 
50
x

 ปอนดตอแกลลอน ณ เวลา t  ใด ๆ อัตราของเกลือทีไ่หลออกจากถัง และของผสมน้ีไหล

ออกดวยอัตรา 3  แกลลอนตอนาที ดังน้ัน ไดอัตราของเกลือทีไ่หลออกจากถังคือ 

  
3

3
50 50
x x

OUT     ปอนดตอนาท ี

 จาก (90) จะได 

(91)  
3

6
50

dx x
dt

   

 จัดสมการ (91) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(92)  
3

100 50
dx

dt
x



 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (92) จะได  

1

3
100 50

3
ln 100

50
]

dx
dt

x

x t c

 


   

 

(93)            
3 50

100
t

x ce


   

 จากเงื่อนไขเริม่ตน (0) 0x   แทนในสมการ (93) ได 100c   แทนในสมการ (93) ได 

  3 50
100 100

t
x e


   

 หรือ 

(94)  3 50
( ) 100(1 )

t
x t e


   

 ถาเวลาผานไป 25  นาทีจะมีปริมาณเกลือเทากบั 
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3(25) 50

1.5

(25) 100(1 )

100(1 )

78

]
]

x e

e





 

 



 

ดังน้ัน  เมื่อเวลาผานไป 25  นาทีจะมปีรมิาณเกลือประมาณ 78  แกลลอน 

 

ตัวอยาง 3.16  แทงคใบหน่ึงบรรจุนํ้าเกลือ 50  แกลลอน โดยมีเกลือละลายอยู 10  ปอนด ปลอย

นํ้าเกลือซึ่งมีความเขมขนของเกลือ 2  ปอนดตอแกลลอน เขาไปในแทงคดวยอัตราเร็ว 5  แกลลอนตอ

นาที และใหสารละลายในถังน้ีไดรับการคนใหละลายอยางสม่ําเสมอตลอดถัง แลวในขณะเดียวกันก็

ปลอยนํ้าในแทงคออกดวยอัตราเร็ว 3  แกลลอนตอนาที จงหาปริมาณของเกลือในแทงค ณ เวลา 

 t  ใด ๆ  

วิธีทํา ให ( )x t  แทนปริมาณของเกลือในแทงคใบน้ี ณ เวลา t  ใด ๆ  

 ปลอยนํ้าเกลือซึง่มีความเขมขนของเกลือ 2  ปอนดตอแกลลอน เขาไปในแทงคดวยอัตราเร็ว 

5  แกลลอนตอนาที ดังน้ันได อัตราของเกลือที่ไหลเขาถัง คือ 

  IN  2 5 10   ปอนดตอนาท ี

 จากอัตราการไหลเขา5  แกลลอนตอนาทีและอัตราการไหลออก 3  แกลลอนตอนาที วาจะมี

ปริมาณของเกลือเพิ่มอยู 2  แกลลอนตอนาที เพราะฉะน้ัน ณ เวลา t  จะมีนํ้าเกลืออยู 50 2t  

แกลลอน ดังน้ัน ไดอัตราของเกลือที่ไหลออกจากถัง คือ 

  
3

50 2
x

OUT
t




 ปอนดตอนาท ี

 จาก (90) จะได 

  
3

10
50 2

dx x
dt t

 


 

 หรือ 

(95)  3
10

50 2
dx

x
dt t

 


 

 

จะเห็นวาสมการ (95) เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน  
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โดยมี 3
( ) , ( ) 10

50 2
p t g t

t
 


  

และ 
3 3

ln 50 2 3 250 2 2( ) (50 2 )
dt t
tt e e t





     

นํา ( )t  คูณตลอดสมการ (95) ได 

 

3 2 3 2

3 2 3 2

3
(50 2 ) 10(50 2 )

50 2

(50 2 ) 10(50 2 ) ]
dx

t x t
dt t

d
x t t

dt

 
      

     

 

หาปรพิันธตลอดสมการน้ีได 

3 2 5 2
(50 2 ) 2(50 2 )x t t c     

หรือ 

(96)   
5 2

3 2

2(50 2 )

(50 2 )

t c
x

t

 



 

 จากเงื่อนไขเริม่ตน (0) 10x   แทนในสมการ (96) ได 

  

5 2

3 2

5 2

3 2

3 2

3 2

2 50 2(0)
10

50 2(0)

2(50)
10

(50)

10 100
(50)

90(50)

]
]
]

c

c

c

c

    
   




 

 

 

แทนคา 3 2
90(50)c    แทนในสมการ (96) ได 

  
5 2 3 2

3 2

2(50 2 ) 90(50)

(50 2 )

t
x

t

 



 

 หรือ 
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(97)  
3 2

3 2

90(50)
( ) 100 4

(50 2 )
x t t

t
  


 

ดังน้ัน  สมการ (97) เปนปริมาณของเกลอืในแทงค ณ เวลา t  ใด ๆ  

 

ตัวอยาง 3.17  หองประชุมหองหน่ึงมีขนาด 2000  ลูกบาศกเมตร ณเวลาเริ่มตน หองประชุมน้ีมี

คารบอนมอนอกไซด 0.002  เปอรเซนต เมื่อเปดระบบระบายอากาศโดยดูดอากาศที่มี

คารบอนมอนอกไซด 3  เปอรเซนต เขาไปในหองดวยอัตราเรว็ 0.2  ลูกบาศกเมตรตอนาที และดูด

อากาศในหองออกดวยอัตราเร็ว 0.2  ลูกบาศกเมตรตอนาที อยากทราบวานานเทาใดอากาศในหองจงึ

จะมีคารบอนมอนอกไซด 0.015  เปอรเซนต 

วิธีทํา ให ( )x t  แทนปริมาณของคารบอนมอนอกไซดหลังจากเวลาผานไป t  นาที 

 เมื่อเปดระบบระบายอากาศโดยดูดอากาศทีม่ีคารบอนมอนอกไซด 3  เปอรเซนต เขาไปใน

หองดวยอัตราเร็ว 0.2  ลูกบาศกเมตรตอนาท ีดังน้ัน 

  IN  0.03 0.02 0.0006   ลูกบาศกเมตรตอนาท ี

 ดูดอากาศในหองออกดวยอัตราเร็ว 0.2  ลูกบาศกเมตรตอนาทีจากหองประชุมหองหน่ึงมี

ขนาด 2000  ลูกบาศกเมตร ดังน้ัน 

  
0.2

0.2
2000 2000
x x

OUT     ลูกบาศกเมตรตอนาท ี

 จาก (90) จะได 

0.2
0.0006

2000
dx x
dt

   

 หรือ 

(98)  
12 0.2
2000

dx x
dt


  

จัดสมการ (98) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(99)  
1

12 0.2 2000
dx

dt
x



 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (92) จะได  
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1

1

1000

1000

1
12 0.2 2000

1 1
ln 12 0.2

0.2 2000

1
ln 12 0.2

1000

12 0.2

60 ]

]
]

]t

t

dx
dt

x

x t c

x t c

x ce

x ce





 


   

   

 

 

 

หรือ 

(100)     1000
( ) 60

t
x t ce


   

 ขณะเวลาเวลา 0  นาที มีปริมาณของคารบอนมอนอกไซด 
0.002

2000 0.04
100

 

ลูกบาศกเมตร ทําใหไดเงือ่นไขเริม่ตน (0) 0.04x   แทนในสมการ (100) ได 59.96c  แทนใน

สมการ (100) ได 

(101)   1000
( ) 60 59.96

t
x t e


   

  ตองการทราบวาจะตองใชเวลาเทาใดอากาศในหองจึงจะมคีารบอนมอนอกไซด 0.015  

เปอรเซนตน่ันคือ แทนคา 
0.015

2000 0.3
100

x     ในสการ (101) เพื่อหาคา t  

1000

1000

0.3 60 59.96

59.7
59.96
59.7

ln
1000 59.96

59.7
1000 ln

59.96

43.5

]
]
]

]

t

t

e

e

t

t

t





 










 

ดังน้ัน  อากาศในหองจึงจะมีคารบอนมอนอกไซด 0.015  เปอรเซนต เมื่อเวลาผานไป 43.5  นาที 
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 3.3.4 ปญหาการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมขิองวัตถุ 

 เมื่อวัตถุอยูในตัวกลางที่ลอมรอบ เชน อากาศ นํ้า เปนตน โดยทีม่ีอุณหภูมิตางกัน จะเกิดการ

ถายเทความรอนระหวางวัตถุกับตัวกลางที่ลอมรอบ ทําใหอณุหภูมิของวัตถุเปลี่ยนแปลงไปการ

เปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัตถุในกรณีน้ีเปนไปตามกฎการเย็นตัวของนิวตัน ซึ่งกลาววา “อัตราการ

เปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัตถุเปนสัดสวนกบัผลตางของอุณหภูมิของวัตถุกับอุณหภูมิของตัวกลางที่

ลอมรอบ” (สุรัตนา  สังขหนุน, 2558 : 109-110) 

 กําหนดให  ( )T t   แทนอุณหภูมิของวัตถุ ณ ขณะเวลา t  

 และ 
SM
T  แทนอุณหภูมิของตัวกลางทีล่อมรอบวัตถุ 

โดยกฎการเย็นตัวของนิวตัน จะไดวา อุณหภูมิของวัตถุจะเปลี่ยนแปลงไปเปนสัดสวนกบัผลตางของ

อุณหภูมิของวัตถุน้ันกับอุณหภูมิของตัวกลางทีล่อมรอบวัตถุ จะได 

(102)  ( )
SM

dT
k T T

dt
     

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

 

ตัวอยาง 3.18  โลหะแทงหน่ึงใชเวลา 10  นาที ในการลดอุณหภูมิจาก 100  องศาเซลเซียส เปน 40  

องศาเซลเซียส เมื่อนําแทงโลหะไปไวในหองเย็นทีม่ีอุณหภูมเิทากับ 20  องศาเซลเซียส จงหาอุณหภูมิ

ของโลหะ ณ เวลา t  ใด ๆ 

วิธีทํา ให ( )T t  แทนอุณหภูมิของวัตถุ ณ ขณะเวลา t   

 ดังน้ัน 
dT
dt

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูม ิ

อัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของแทงโลหะเปนสัดสวนกบัผลตางของอุณหภูมิของแทงโลหะ

กับอุณหภูมิของหองเย็น และเน่ืองจาก T  มีคาลดลงเมื่อ t  มีคาเพิ่มข้ึน น่ันคือ T  เปนฟงกชันลด 

ดังน้ันจะได  

(103)  ( 20)
dT

k T
dt

   

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (103) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 
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(104)         
( 20)
dT

kdt
T




 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (104) จะได  

1

1
( 20)

ln 20

20

]
]kt

dT kdt
T

T kt c

T ce

  


   

 

 

 หรือ  

(105)       ( ) 20 ktT t ce   

 จากอุณหภูมิของโลหะตอนเริม่ตนจะไดเงื่อนไขเริ่มตน (0) 100T    

แทนในสมการ (105) ได 80c   และแทนคา 80c   ในสมการ (105) จะได 

(106)   ( ) 20 80 ktT t e   

 เมื่อเวลาผานไป 10  นาที อุณหภูมิของโลหะแทงน้ีจะลงเหลือ 40  องศาเซลเซียส จงึได

เงื่อนไขเริ่มตน (10) 40T   แทนลงในสมการ (106) จะได 

  

10

10

10

40 20 80

80 20

1
4
1

10 ln
4
1 1
ln

10 4
1
ln2
5

0.1386

]
]
]
]
]
]

k

k

k

e

e

e

k

k

k
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
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

 

แทน 0.1386k   ในสมการ (106) จะได 

(106)  0.1386( ) 20 80 tT t e   

ดังน้ัน  อุณหภูมิของโลหะ ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 0.1386( ) 20 80 tT t e   



123 

ตัวอยาง  3.19  วัตถุชนิดหน่ึงใชเวลา 2  ช่ัวโมง เพื่อที่จะลดอุณหภูมิจาก 70  องศาฟาเรนไฮต เหลือ 

50  องศาฟาเรนไฮต โดยที่อุณหภูมิของอากาศขนะน้ันเปน 30  องศาฟาเรนไฮต จงหาวาวัตถุชนิดน้ี

จะตองใชเวลานานเทาใดจึงจะมีอุณหภูมิ 40  องศาฟาเรนไฮต 

วิธีทํา ให ( )T t  แทนอุณหภูมิของวัตถุ ณ ขณะเวลา t   

 ดังน้ัน 
dT
dt

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูม ิ

อัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัตถุเปนสัดสวนกับผลตางของอุณหภูมิของวัตถุกับ

อุณหภูมิของอากาศขณะน้ัน และเน่ืองจาก T  มีคาลดลงเมื่อ t  มีคาเพิ่มข้ึน น่ันคือ T  เปนฟงกชัน

ลด ดังน้ันจะได  

(107)  ( 30)
dT

k T
dt

   

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (103) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(108)  
( 30)
dT

kdt
T




 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (104) จะได  

1

1
( 30)

ln 30

30

]
]kt

dT kdt
T

T kt c

T ce

  


   

 

 

 หรือ  

(109)  ( ) 30 ktT t ce   

 อุณหภูมิเริ่มตนของวัตถุชนิดน้ี ทําใหไดเงื่อนไขเริ่มตน (0) 70T    

แทนในสมการ (109) ได 40c   และแทนคา 40c   ในสมการ (105) จะได 

(110)  ( ) 30 40 ktT t e   

 เมื่อเวลาผานไป 2  ช่ัวโมง อุณหภูมิของวัตถุน้ีจะลดลงเหลือ 50  องศาฟาเรนไฮต จึงได

เงื่อนไขเริ่มตน (2) 50T   แทนลงในสมการ (110) จะได 
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0.3466
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



 

 
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

 

แทน 0.3466k   ในสมการ (110) จะได 

(111)   0.3466( ) 30 40 tT t e   

วัตถุชนิดน้ีจะตองใชเวลานานเทาใดจึงจะมีอุณหภูมิ 40  องศาฟาเรนไฮต จะไดสมการ 

0.3466

0.3466

40 30 40

1
4
1

0.3466 ln
4
1 1

ln
0.3466 4

4

]
]

]
]

t

t

e

e

t

t

t





 



 

 



 

ดังน้ัน  วัตถุชนิดน้ีจะตองใชเวลา 4  ช่ัวโมงจึงจะมอีุณหภูมิ 40  องศาฟาเรนไฮต 

 

ตัวอยาง  3.20  นําเทอรโมมเิตอรที่อานอุณหภูมิขณะน้ันได 80  องศาฟาเรนไฮต ออกไปนอกบาน 5  

นาทีตอมา อานอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอรได 60  องศาฟาเรนไฮตและอีก 5  นาทีตอมา อานอุณหภูมิ

ของเทอรโมมิเตอรได 50  องศาฟาเรนไฮต จงหาอุณหภูมินอกบาน 

วิธีทํา ให ( )T t  แทนอุณหภูมิของเทอรโมมเิตอร ณ ขณะเวลา t   

 ให 
SM
T  แทนอุณหภูมิภายนอกบาน 

 ดังน้ัน 
dT
dt

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมทิีเ่ทอรโมมิเตอรอานได 
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เน่ืองจาก T  มีคาลดลงเมือ่ t  มีคาเพิ่มข้ึน น่ันคือ T  เปนฟงกชันลด ดังน้ันจะได  

(112)  ( )
SM

dT
k T T

dt
    

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (112) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(113)  
( )

SM

dT
kdt

T T
 


 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (104) จะได  

1

1
( )

ln ]
]

SM

SM

kt
SM

dT kdt
T T

T T kt c

T T ce

  


   

 

 

 หรือ  

(114)         ( ) kt
SM

T t T ce   

 เทอรโมมเิตอรที่อานอุณหภูมิขณะเริม่ตนได 80  องศาฟาเรนไฮต ทําใหไดเงื่อนไขเริ่มตน 

(0) 80T   แทนในสมการ (114) ได 80
SM

c T   และแทนคา 80
SM

c T   ในสมการ 

(114) จะได 

(115)  ( ) (80 ) kt
SM SM

T t T T e    

นําเทอโมมิเตอรออกไปนอกบาน 5  นาที แลวอานอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอรได 60  องศา

ฟาเรนไฮต จงึไดเงื่อนไขเริ่มตน (5) 60T   แทนลงในสมการ (115) จะได 

(116)  560 (80 ) k
SM SM
T T e    

และเมือ่เวลาผานไป 10  นาที อานอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอรได 50  องศาฟาเรนไฮต 

จึงไดเงือ่นไขเริม่ตน (10) 50T   แทนลงในสมการ (115) จะได 

(117)  1050 (80 ) k
SM SM
T T e    
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หรือ 

(118)  5 250 (80 )( )k
SM SM
T T e    

จากสมการ (116) จะได 

(119)  5 60

80
k SM

SM

T
e

T
 




  

 แทน (119) ในสมการ (118) จะได 

2

2

2
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]
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T

        

    

   





 

ดังน้ัน  อุณหภูมิภายนอกบานเทากบั 40  องศาฟาเรนไฮต 

 

3.4 สรปุทายบทที ่3 

การประยุกตของสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหน่ึงน่ันคือการนําปญหาตางๆ มาสราง
ความสัมพันธของตัวแปรตาง ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ เชน ปญหาวิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง
พารามิเตอรหน่ึงตัวและ ( , , ) 0F x y c   เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรหน่ึงตัว ในระนาบ xy  โดยที่ 
c  เปนพารามิเตอร หาอนุพันธสมการ เทียบกับ x  แลวจะได สมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคง  

( , )
dy

f x y
dx

  

น่ันคือ เสนโคงแตละเสนของวงศเสนโคง ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ มีความชันเทากบั ( , )f x y  และ

ความชันของแนววิถีเชิงต้ังฉาก ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ เทากับ 
1
( , )f x y

  

จะไดวา สมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคงแนววิถีเชิงต้ังฉากคือ  
1
( , )

dy
dx f x y

  
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 สําหรับปญหาทางกลศาสตรน้ัน จากกฎขอที่ 2 ของนิวตัน สามารถเขียนใหอยูในรูปของ
สมการเชิงอนุพันธได  

( )
d
mv KF

dx
   

 โดยที่ m  แทนมวลของวัตถุ 

  v  แทนความเร็วของวัตถุ 

  F  แทนแรงทีม่ากระทํากบัวัตถุ 

K  แทนคาคงที่ของการแปรผัน 

และสุดทายคือปญหาอัตราการเปลี่ยนแปลงเราสามารถสรางฟงกชันของปรมิาณในปจจุบันกับเวลา 
และในปญหาที่ศึกษาตองการจะหาปริมาณ ณ เวลาใด ๆ ถาให x  แทนปริมาณทีม่ีอยู ณ เวลา t  แลว 
dx
dt

 จะแทนอัตราการเปลี่ยนแปลง ดังน้ันเราสามารถแกสมการเชิงอนุพันธซึ่งเปนตัวแบบทาง

คณิตศาสตรของปญหานําไปใชในการอธิบายตัวแปรหรอืปรมิาณที่เราสนใจไดอยางถูกตอง 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 3 
 

1. จงหาแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง ที่กําหนดใหตอไปน้ี โดยที่ c  เปนคาคงที่ใด ๆ 
1.1  3y cx  

1.2
  

2 2 1x cy   
1.3  

2y cx  

1.4  2( )y x c     
1.5  2 2y x cx   

1.6  2xy ce   
 

2. นักกระโดดรมคนหน่ึงปลอยลูกเหล็กหนัก 1  นิวตันซึ่งผูกติดกบัรมขนาดเล็กจากสภาพหยุดน่ิง 

ถาแรงตานอากาศเปนสัดสวนกับความเร็วของลูกเหลก็ขณะน้ัน เมื่อลูกเหล็กมีความเร็ว 25 

เมตรตอวินาทจีะมีแรงตานทานจากอากาศเทากบั 900  นิวตัน จงหาความเร็วของวัตถุ ณ 

เวลา t  ใด ๆ และความเร็วของวัตถุ ณ เวลา 10  วินาที 

 

3. วัตถุมวล 1  กิโลกรัมตกจากที่สงูลงมาในแนวด่ิงโดยมีแรงตานทานของอากาศแปรผันตาม

ความเร็วของวัตถุที่ตกลงมา คาคงที่ของการแปรผันเทากับ 0.2  จงหาความเร็วของวัตถุ 

ณ เวลา t  ใด ๆ 

 

4. วัตถุหนัก 20  ปอนด เคลื่อนทีเ่ปนแนวเสนตรงในแนวราบ ดวยแรงที่มีคาคงที่ 12  ปอนด ใน

การเคลื่อนที่น้ี มีแรงตานการเคลือ่นที่ขนาดเปนปอนดเทากบั 4  เทาของความเร็วของการ

เคลื่อนที่ ถาวัตถุน้ีเคลื่อนที่จากสภาพหยุดนิง จงหาความเร็วและระยะทางเมื่อเวลาผานไป 

0.5  วินาท ี

 

5. วัตถุมวล m  กิโลกรัมเริม่ตนเคลื่อนทีจ่ากจุดหยุดน่ิงจากยอดของพื้นเอียงซึง่ทํามมุ 45  องศา

กับพื้นราบ ถาสัมประสิทธ์ิของความเสียดทานระหวางวัตถุกับพื้นเอียงเปน   จงหาความเร็ว 

และความเรงของวัตถุ ณ เวลา t  ใด ๆ  

 

6. โยนลูกบอลมวล 4  กรัมข้ึนไปในแนวด่ิงดวยความเร็วตน 
0
v  เซนติเมตรตอวินาที และ

ขณะน้ันมีแรงตานอากาศเปนสองเทาของความเร็วของการเคลื่อนที่ จงหาความเร็วของลกู

บอล ณ เวลา t  ใด ๆ 
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7. สารกมัมันตรังสีชนิดหน่ึงมอีัตราการสลายเปนสัดสวนกับจํานวนที่มีอยู และพบวาเมื่อเวลา

ผานไป 5568 ป สารชนิดน้ีจะเหลอือยูครึง่หน่ึงของสารทีม่ีอยู จงหาปริมาณของสารที่

เหลืออยู ณ เวลา t  ใด ๆ 

 

8. สารเรเดียมมีอัตราการสลายตัวเปนสัดสวนกบัจํานวนทีเ่หลอือยู และพบวาสารเรเดียม

สลายตัว 11  เปอรเซนตของทีม่ีอยูในเวลา 25  ป จงหาวาตองใชเวลานานเทาใด สารเรเดียม

จะเหลอือยูครึง่หน่ึงของปริมาณเดิม 

 

9. แบคทีเรียชนิดหน่ึงเพิ่มข้ึนเปนสัดสวนกับจํานวนแบคทีเรียทีม่ีอยู ถาจํานวนแบคทีเรียเพิม่เปน 

2  เทาในเวลา 24  ช่ัวโมง จงหาวาตองใชเวลากี่ช่ัวโมง แบคทเีรียชนิดน้ีจะเพิ่มข้ึนเปน 100  

เทา 

 

10. แบคทีเรียชนิดหน่ึงมีขนาด 2000  ตัว เมื่อเวลาผานไป 2  ช่ัวโมง จํานวนแบคทีเรียเพิ่มเปน 

2500  ตัว จงหาจํานวนแบคที่เรีย ณ เวลา t  ใด ๆ ถาแบคทีเรียชนิดน้ีเพิม่ข้ึนเปนสัดสวนกับ

จํานวนแบคทเีรียที่มอียู 

 

11. อัตราการเพิ่มของประชากรของเมืองหน่ึงเปนสัดสวนกบัจํานวนประชากรที่มีอยู ถาจํานวน

ประชากรของเมืองน้ีเพิ่มข้ึนเปน 2  เทาของประชากรที่มีอยูในเวลา 50  ป จงหาจํานวน

ประชากรของเมื่องน้ี ณ เวลา t  ใด ๆ และตองใชเวลากี่ปจํานวนประชากรจึงจะเพิ่มเปน    

3  เทา 

 

12. นํ้าในทะเลสาบแหงหน่ึงมีปริมาตร 480  ลูกบาศกกิโลโมตร มีการควบคุมการสงนํ้าจากคลอง

ใหไหลเขาทะเลสาบ และปลอยใหไหลออกจากทะเลสาบดวยอัตราเร็วเทากบัคือ 350

ลูกบาศกกิโลเมตรตอป ถากําหนดใหตอนเริ่มตน ความเขมขนของมลพิษในทะเลสาบเปน 5  

เทาของความเข็มขนของมลพิษในคลอง จงหาวาจะตองใชเวลานานเทาใด ความเขมขนของ

มลพิษในทะเลสาบจะลดลงเปน 2  เทาของความเขมขนของมลพิษในคลอง  

 

13. เทอรโมมเิตอรอันหน่ึงอานสเกลได 15  องศาเซลเซียส ถูกนําเขาไปวางไวในหองที่มีอุณหภูมิ 

23  องศาเซลเซียส เมือ่เวลาผานไป 1  นาที เทอรโมมเิตอรอันน้ันอานสเกลได 19  องศา

เซลเซียส จงหาวาใชเวลานานเทาใด เทอรโมมเิตอรจึงจะอานสเกลได 29.9 องศาเซลเซียส 
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14. โลหะแทงหน่ึงใชเวลา 40  นาทีในการลดอุณหภูมิจาก 200  องศาเซลเซียส เปน 100  องศา

เซลเซียส เมือ่จุมโลหะลงในของเหลวชนิดหน่ึงทีม่ีอุณหภูมเิทากับ 10  องศาเซลเซียส จงหาวา

จะตองใชเวลาเทาใดจึงจะทําใหแทงโลหะชนิดน้ีลดอุณหภูมจิาก 100  องศาเซลเซียส เปน 

10  องศาเซลเซียส ถาของเหลวน้ีมอีุณหภูมิ 5  องศา 

 

15. ณ เวลา 09.00 น. นําเทอรโมมิเตอรทีบ่อกอุณหภูมิ 70  องศาฟาเรนไฮต ออกไปนอกบานซึ่ง

มีอุณหภูมิ 15  องศาฟาเรนไฮต ตอมาเวลา 09.05 น. อานเทอรโมมเิตอรได 45  องศาฟาเรน

ไฮตเวลา 09.10 น นําเทอโมมิเตอรกลับเขาบานที่มอีุณหภูมิ 70  องศาฟาเรนไฮต จงหา

อุณหภูมิที่อานได ณ เวลา 09.20  น. 

 

16. นําเทอรโมมเิตอรที่บอกอุณหภูมิ 70  องศาฟาเรนไฮต ออกไปนอกบานซึง่มีอุณหภูมิ 10  

องศาฟาเรนไฮต เวลาผานไป 2  นาที อานอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอรได 26  องศาฟาเรนไฮต 

และเมือ่เวลาผานไปอกี 3  นาทีนําเทอโมมิเตอรกลับเขาบานทีม่ีอุณหภูมิ 70  จงหาอุณหภูมิที่

อานไดเมื่อเวลาผานไปอกี 4  นาที 
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ในบทน้ีจะศึกษารูปแบบและตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ และสมบัติบางประการของตัว
ดําเนินการทีม่ีสมัประสิทธ์ิเปนคาคงตัวจากการที่สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับที่ n  เพื่อเปน
ประโยชนในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ในรูปแบบตาง ๆ ตอไป 

 
สมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนอันดับ n  มีรูปทั่วไปเปน 

1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y f x

dxdx dx




      

เมื่อ ( ), ( ), 0,1,2,...,
i

f x a x i n  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองบนเซตยอย I  ของ R  และ 

0
( ) 0a x   ตอไปเราจะใชสัญลักษณ D  แทนสัญลักษณ d

dx
 น้ันคือ ( )Df x  หมายถึงอนุพันธของ

ฟงกชัน f  เทียบกบัตัวแปร x  เพราะฉะน้ัน 
( )df x
dx

 แทนดวย ( )Df x  

และ  
dy
dx

  แทนดวย 
y

D  

นอกจากน้ัน 
2

2

d y

dx
  แทนดวย 2D y  

n

n

d y

dx
  แทนดวย nD y  

 

4.1 ตัวดําเนนิการเชิงอนพุันธ 

สมการเชิงอนุพันธเชิงเสน  

1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y f x

dxdx dx




     

สามารถเขียนไดเปน  

 

บทท่ี 4 
สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ   
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1
0 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n

n n
a x D y a x D y a x Dy a x y f x

      

หรือ 

  1
0 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n

n n
a x D a x D a x D a x y f x


        

หรือ 

              ( ) ( )P D y f x  

เมื่อ 1
0 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
n n

P D a x D a x D a x D a x
      

จากการที่เราแทนสัญลักษณ d
dx

 ดวย D  จะเห็นไดวา D  มีลักษณะเหมอืนกับฟงกชันทีม่ีโดเมนเปน

เซตของฟงกชันทีห่าอนุพันธได และเรจนเปนเซตของฟงกชัน (ธีระศักด์ิ อุรัจนานนท, 2549 : 2). 

 
 บทนิยาม 4.1  

A  และ B  เปนเซตของฟงกชัน ฟงกชันคาจรงิ :L A B  เรียกตัวดําเนินการ  

และถาL  มีคุณสมบัติวาทกุฟงกชัน ,f g และทุกคาคงตัว ,a b  จะไดวา 
( ) ( ) ( )L af bg aL f bL g    แลวเรียก L  วาเปนตัวดําเนินการเชิงเสน 

 

 

 นอกจากน้ีโดยสมบัติของอนุพันธของฟงกชันจะไดวา ทุกฟงกชัน ,f g และทุกคาคงตัว ,a b  

จะไดวา 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L af bg D af x bg x aDf x bDg x aL f bL f         

เพราะฉะน้ัน L  เปนตัวดําเนินการเชิงเสนน่ันคือ D  เปนตัวดําเนินการเชิงเสนดวยให n  

เปนจํานวนเต็มบวก สําหรบัเซตของฟงกชัน A  ที่กลาวถึงจะหมายถึงเซตของฟงกชันที่หาอนุพนัธไดถึง

อันดับ n  เพราะวา nD  สงฟงกชัน y  ไปยังฟงกชัน 
n

n

d
y

dx
 เพราะฉะน้ัน nD  เปนตัวดําเนินการ 

โดยสมบัติของอนุพันธของฟงกชันจะไดวา 

( )n n nD af bg aD f bD g     

ทุกฟงกชัน ,f g  และทุกคาคงตัว ,a b  ดังน้ัน nD  เปนตัวดําเนินการเชิงเสน ตอไปจะใช

ประโยชนและคุณสมบัติของตัวดําเนินการเชิงเสน 2 3, , ,..., nD D D D  ชวยในการหาผลเฉลยของ

สมการเชิงอนุพันธ 
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บทนิยาม 4.2 

กําหนดให :L B C  และ :T A B  โดยที่ ,A B  และ C  เปนเซตของ

ฟงกชันคาจรงิ ถา L  และ T  เปนตัวดําเนินการ 

  การบวก 

   ( )( ) ( ) ( )L T f L f T f    

  การคูณ 

   ( )( ) ( ( ))LT f L T f  

  การคูณดวยคาคงตัว k  

   ( )( ) ( )kL f L kf  

 

ทฤษฎีบท 4.1 

กําหนดให :L B C  และ :T A B  โดยที่ ,A B  และ C  เปนเซตของ

ฟงกชันคาจรงิ ถาL  และ T  เปนตัวดําเนินการ ถา L  และ T  เปนตัวดําเนินการ 

 k  เปนคาคงตัวแลว ,L T kL  และ LT  เปนตัวดําเนินการเชิงเสน 

 

 

 ทฤษฎีบท 4.2 

  กําหนดให 1
:L B C , 2

:L A B  และ 2
:L C A  โดยที่ 

,A B  และ C  เปนเซตของฟงกชันคาจริง ถา 1 2
,L L  และ 

3
L  เปนตัวดําเนินการ จะไดวา 

1.  
1 2 2 1
L L L L    

2.  
1 2 3 1 2 3

( ) ( )L L L L L L      

3.  
1 2 3 1 2 3

( ) ( )LL L L L L  

4.  
1 2 3 1 2 1 3
( )L L L LL LL    

 

 

 บทนิยาม 4.3  

ให n  เปนจํานวนเต็มบวก ( )p x  เปนพหุนามในพจนของ x  ที่มีสัมประสทิธ์ิเปน

จํานวนจรงิ เราใหนิยามการคูณของ ( )p x  กับ nD  โดย    ( ) ( ) ( )n np x D f p x D f  

 โดยที่ 0D f f  
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เน่ืองจาก  ( ) ( ) ( ) ( )n np x D af bg p x D af bg    

      
 

   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ]
n n

n n

p x aD f bD g

a p x D f b p x D g

 

 
 

ทุกคาคงตัว ,a b  และทุกฟงกชัน f  และ g  เพราะฉะน้ัน ( ) np x D  เปนตัวดําเนินการเชิงเสนผลจาก

ทฤษฎีบท 4.2 จะไดวา  

1
0 1 1
( ) ( ) ( ) ( )n n

n n
L a x D a x D a x D a x

      

เปนตัวดําเนินการเชิงเสนเราเรียก L  วา ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n   

และ
0 1 1
( ), ( ),..., ( ), ( )

n n
a x a x a x a x  เรียกวาสัมประสิทธ์ิของตัวดําเนินการ

1, ,...,n nD D D  และ 0D  ตามลําดับ 

ตัวอยาง 4.1  

กําหนดให 2 2L xD D     

จะได 
2

2 2

2
( ) ( 2) 2 2

d y dy
L y xD D y xD y Dy y x y

dxdx
          

กําหนด 2L xD   และ T D x    

จะได ( 2)( )LT xD D x    และ ( )( 2)TL D x xD    
 

2

2

2

( ) ( 2)( )

( 2)( )

( 2)( )

( ) 2( )

( ( )) 2( )

( ) 2 2

( 2 ) 2 2

2 2 2

2

( 2)

]
]

]
]
]
]
]

]
]

x x

x x

x x

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x

x x

x

LT e xD D x e

xD De xe

xD e xe

xD e xe e xe

x De D xe e xe

x e xe e e xe

x xe e e xe

x e xe e xe

x e e

x e

     

  

  

   

   

    

   

   

 

 
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2

2

2

( ) ( )( 2)

( )( 2 )

( )( 2 )

( 2 ) ( 2 )

2 2

2 2

]
]

]
]
]

]

x x

x x

x x

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x

TL e D x xD e

D x xDe e

D x xe e

D xe e x xe e

Dxe D e x e xe

xe e e x e xe

x e e xe

     

  

  

   

   

    

  

 

 จะเห็นวา ( ) ( )x xLT e TL e  

 

บทนิยาม 4.4  

กําหนดให 1
:L B C  และ 2

:L A B  โดยที่ ,A B  และ C  เปนเซตของ

ฟงกชันคาจรงิ ให 
1
L  และ 

2
L  เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n  

1 2
L L  ก็ตอเมื่อ 

1 2
( ) ( )L f L f  ทุกฟงกชัน f  ที่หาอนุพันธไดจนถึงอันดับที่ n   

 

ตัวอยาง 4.2  

กําหนดให 
1

( 1)( 2)L D D    และ 2
1

3 2L D D    

เน่ืองจาก ( )y y x  

 จะได 1
( ) ( 1)( 2)( )L y D D y    

         

1

2

2

2

2

( ) ( 1)( 2 )

(2 ) 2

3 2

( 3 2)

( )

]
]
]

]

L y D Dy y

D y D y Dy y

D y Dy y

D D y

L y

  

   

  

  


 

 

ทฤษฎีบท 4.3  

 กําหนดให 1
:L B C  และ 2

:L A B  โดยที่ ,A B  และ C   

เปนเซตของฟงกชันคาจริง ให 
1
L  และ 

2
L  เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ 

ที่มีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัว แลว 1 2 2 1
L L L L  
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ผลจากทฤษฎีบท 4.3 น้ันเราสามารถนําไปใชประโยชนไดเชน 

2 2

2

3 2

( 4)( 2) ( 2) ( 4)

( 4 4)( 4)

8 20 16

]
]

D D D D

D D D

D D D

    

   

   

 

หมายเหตุ 4.1 

ถา
1
L  และ 

2
L  เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n  ที่มีสัมประสทิธ์ิไมใชคาคงตัวทั้ง

หมดแลว
1 2
L L  และ 

2 1
L L  อาจจะไมเทากัน 

 

สมบัติบางประการของตัวดําเนินการที่มสีัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัวจากการที่สมการเชิงอนุพันธ

สามัญเชิงเสนอันดับที่ n  เชน 
3 2

3 2
2 4 5 sin

d y d y dy
y x

dxdx dx
     สามารถเขียนไดเปน 

3 2( 4 4 5) sinD D D y x    หรือ ( ) sinP D y x  เมื่อ 3 2( ) 4 4 5P D D D D   

ดังน้ันการศึกษาคุณสมบัติตาง ๆ เกี่ยวกับตัวดําเนินการ nD  จะเปนประโยชนอยางมากในการหาผล

เฉลยของสมการเชิงอนุพันธ (ดํารง ทพิยโยธา, 2541 : 70-73) 

 

ทฤษฎีบท 4.4  

  n mx n mxD e m e  ทุกจํานวนเต็มบวก n  และทุกคาคงตัว m  

 

และผลจากทฤษฎีบท 4.4 เราสามารถนําประโยชนไปใชไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 4.3  
3 2 8 3 8 2 8 8 8

3 8 2 8 8 8

3 2 8

8

( 4 4) 4 4

8 4(8 ) 8 4

(8 4(8 ) 8 4)

778

]
]

]

x x x x x

x x x x

x

x

D D D e D e D e De e

e e e e

e

e

      

   

   



 

 

ทฤษฎีบท 4.5  

 ให m  เปนคาคงตัวและ n  เปนจํานวนเต็มบวกจะไดวา ( ) ( )mx mxP D e e P m  

เมื่อ 1
0 1 1

( ) n n
n n

P m a m a m a m a
      
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ผลจากทฤษฎีบท 4.5 เราสามารถนําประโยชนไปใชไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 4.4  

 กําหนดให 3 2( ) 4 4 5P D D D D     

 ดังน้ัน
    

3 2( ) ( 4 4 5)x xP D e D D D e     

    

3 2(1 4(1) 4(1) 5)

14

x

x

e

e

   


 

 และกําหนด 4 2( ) 3 10P D D D D     

 ดังน้ัน
       

4 2 2( ) ( 3 10)x xP D e D D D e     

      
 4 2 2( 2) ( 2) 3( 2) 10

16

x

x

e

e

      


 

 

ทฤษฎีบท 4.6  

ให m  เปนคาคงตัวและ n  เปนจํานวนเต็มบวกจะไดวา 

( ) ( )n mx mx nD m e y e D y  และ ( ) ( )n mx mx nD e y e D m y    

เมื่อ ( )y y x  หาอนุพันธไดถึงอันดับที่ n  
 

และผลจากทฤษฎีบท 4.6 เราสามารถนําประโยชนไปใชไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 4.5  

 

4 5 5 4

5 3

5 2

5

5

( 5) ( sin ) (sin )

(cos )

(sin )

(cos )

sin

x x

x

x

x

x

D e x e D x

e D x

e D x

e D x

e x

 



 

 



 

ดังน้ัน  4 5 5( 5) ( sin ) sinx xD e x e x   

 

ตัวอยาง 4.6  
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2 3 3 2

3 2

3 2

( cos ) ( 3) cos

( 6 9)cos

( cos 6 cos 9 cos )

]
]

x x

x

x

D e x e D x

e D D x

e D x D x x

 

  

  

 

   

3

3

3

( cos 6 sin 9 cos )

(8 cos 6 sin )

2 (4 cos 3 sin )

]
]

x

x

x

e x x x

e x x

e x x

   

 

 

 

ดังน้ัน  2 3 3( cos ) 2 (4 cos 3 sin )x xD e x e x x   

 

ทฤษฎีบท 4.7 

 ให m คาคงตัวและ n  เปนจํานวนเต็มบวกและ ( )y y x สามารถหา 

อนุพันธไดถึงอันดับที่ n แลวจะไดวา 

 1.  ( ) ( )( )mx mxe P D y P D m e y   

 2.  ( ) ( )mx mxP D e y e P D m y   

3.  ( ) ( ) !n n mx mxD m x e e n   

 

และผลจากทฤษฎี 4.7 เราสามารถนําประโยชนไปใชไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 4.7  

 กําหนดให 2( ) 4 5P D D D    

 จะได 
 
( )( sin ) ( 1)(sin )x xP D e x e P D x   

             

2

2

2

2

2

( 4 5)( sin )

( 1) 4( 1) 5) sin

( 2 1 4 4 5)sin

( 6 10)sin

( sin 6 sin 10 sin )

( sin 6 cos 10 sin )

(6 cos 9 sin )

3 (2 cos 3 sin )

]
]

]
]
]

x

x

x

x

x

x

x

x

D D e x

e D D x

e D D D x

e D D x

e D x D x x

e x x x

e x x

e x x

  

       
     

  

  

   

 

 

 

ดังน้ัน  ( )( sin ) 3 (2 cos 3sin )x xP D e x e x x   
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ตัวอยาง 4.8  

 กําหนดให 2( ) 4 6P D D D    

 จะได
 

2 2 2( ) ( 4 6)P D x D D x    

           

2 2

2 2 2 2

2

2

( 4 6)

4 6

2! 8 6

2 8 6

]
]
]

D D x

D x Dx x

x x

x x

  

  

  

  

             
 

ดังน้ัน  2 2( ) 2 8 6P D x x x    

 

ตัวอยาง 4.9  

 กําหนดให  
2( ) 1P D D   

 จะได 
 

3 3( ) ( 1)x xP D x e e P D x      

  

2 3

2 3

2 3

2 3 3 3

2 3

( 1) 1

( 2 1) 1

( 2 2)

( 2 2 )

(6 6 2 )

]
]
]

]

x

x

x

x

x

e D x

e D D x

e D D x

e D x Dx x

e x x x

     
      

  

  

  

             
 

ดังน้ัน  3 2 3( ) (6 6 2 )x xP D x e e x x x    

 

4.2 สมการเชิงอนุพนัธสามัญเชิงเสนเอกพนัธุ 

 จากสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับ n  คือสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนที่มอีันดับสูงสุดของ

อนุพันธเปนอันดับที่ n  ซึ่งเขียนไดในรูป 

  
1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y f x

dxdx dx




     

 หรือ  

               ( ) ( )P D y f x  
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 โดยที่ 
0 1 1
( ), ( ), , ( ), ( )

n n
a x a x a x a x  และ ( )f x  เปนฟงกชันของ x  หรือคาคงตัวที่มี

ความตอเน่ืองบนชวง I  และ 
0
( ) 0a x   สําหรับการศึกษาสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนเอกพันธุ 

และไมเอกพันธุน้ันไดแสดงในบทนิยามตอไปน้ี (สุวัฒน รอดผล, 2548 : 49) 

 

 บทนิยาม 4.5 

  สมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสน ( ) ( )P D y f x  เรียกวา สมการเอกพันธุ  

 ถา ( ) 0f x   และเรียกวา สมการไมเอกพันธุ ถา ( ) 0f x   

 

 

ตัวอยางเชน 

 2( 4 6) 0D xD y     เปนสมการเอกพันธุ 

 2 2 6D y x Dy y     เปนสมการเอกพันธุ 

 3( 4 2) 2D D y x     ไมเปนสมการเอกพันธุ 

 2 2 6 0D y x Dy xy x      ไมเปนสมการเอกพันธุ 

 

 โดยทั่วไปจะพบวา ( ) 0y x   เปนผลเฉลยของสมการเอกพันธุ ( ) 0P D y   ดังน้ันเรื่องที่

เราสนใจจะศึกษาตอไปคือการหาผลเฉลยไมเปนศูนยของสมการ ( ) 0P D y   และผลเฉลยของ

สมการ ( ) ( )P D y f x  เมื่อ ( ) 0f x   จากตัวอยางของสมการเชิงอนุพันธจะเห็นไดวาผลเฉลย

ของสมการเชิงอนุพันธอาจมีหลายผลเฉลยไดดังตัวอยางตอไปน้ี (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 75) 

 

ตัวอยาง 4.10   

( 1) 0D y   มีหลายผลเฉยเชน 
xy e  เปนผลเฉลยเพราะวา ( 1) 0x x xD e De e     

2 xy e  เปนผลเฉลยเพราะวา ( 1)2 2 2 0x x xD e D e e     

3 xy e   เปนผลเฉลยเพราะวา ( 1)( 3 ) ( 3 ) 2( 3 ) 0x x xD e D e e        

ดังน้ัน  จะเห็นวา xy e , 2 xy e , 3 xy e   เปนผลเฉลยของสมการ ( 1) 0D y   

 

 จากตัวอยาง 4.10 ที่กลาวมาจะเห็นวา ( ) 0P D y   อาจมีผลเฉลยไดหลายผลเฉลยและถา 

1
( )y f x  เปนผลเฉลยของ ( ) 0P D y   แลว 

1
( )y kf x  เปนผลเฉลยของ ( ) 0P D y   
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นอกจากน้ัน 
1
( )y f x ,

2
( )y f x  เปนผลเฉลยของ ( ) 0P D y   แลว 

1 2
( ) ( )y f x f x   เปน

ผลเฉลยของ ( ) 0P D y   สิ่งทีจ่ะศึกษาตอไปคือลักษณะของฟงกชันทีเ่ปนผลเฉลยของ  

( ) 0P D y   

 

 บทนิยาม 4.6 

ให 
1 2 3
, , ,...,

n
f f f f  เปนฟงกชันที่นิยามบนเซต I  การรวมเชิงเสน 

ของ 1 2 3
, , ,...,

n
f f f f  หมายถึง 

1 1 2 2 3 3 n n
c f c f c f c f     

เมื่อ 
1 2 3
, , ,...

n
c c c c  เปนคาคงตัว ที่นิยามบนเซต I  โดย 

1 1 2 2 1 1 2 2
( )( ) ( ) ( ) ( )

n n n n
c f c f c f x c f x c f x c f x      

 

ตัวอยางเชน 
 

3
1 2
( ) , ( )f x x f x x   และ 3( ) 4 2f x x x   

เพราะฉะน้ัน f  เปนการรวมเชิงเสนของ 
1 2
,f f  

2 5
1 2 3
( ) , ( ) , ( )x x xf x e f x e f x e    และ 2 5( ) 4 5 3x x xf x e e e    

เพราะฉะน้ัน f  เปนการรวมเชิงเสนของ 
1 2 3
, ,f f f  

 

 บทนิยาม 4.7 

ให 
1 2
{ , ,..., }

n
f f f  เปนเซตของฟงกชันคาจรงิที่นิยามบนเซต I  เรากลาวไดวาเซต

1 2
{ , ,..., }

n
f f f เปน เซตไมอิสระเชิงเสน บนเซต I  ก็ตอเมื่อมี 

1 2
, ,...,

n
c c c  เปนคาคงตัว 

ที่ไมเปนศูนยพรอมกันที่ทําให
 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) 0
n n

c f x c f x c f x    ทุก x  ใน I   

ในกรณีที่ 
1 2
{ , ,..., }

n
f f f  เปนเซตไมอสิระเชิงเสน เรากลาววาฟงกชัน 

1 2
, ,...,

n
f f f  ไมเปน

อิสระเชิงเสน 

 

ตัวอยางเชน 2 2
1 2 3
( ) , ( ) , ( ) 4 5x x x xf x e f x e f x e e      

เพราะวา 2 2
1 2 3

4 ( ) 5 ( ) ( ) 4 5 4 5 0x x x xf x f x f x e e e e          ทุกจํานวนจริง x  

เพราะฉะน้ัน 
1 2 3
, ,f f f  ไมเปนอิสระเชิงเสน 
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 ทฤษฎีบท 4.8 

ให 
1 2
, ,..., :

n
f f f I R  โดยที่ I  เปนสบัเซตของ R  แลว 

1 2
{ , ,..., }

n
f f f   

เปนเซตไมอสิระเชิงเสนบนเซต I  ก็ตอเมื่อมีฟงกชันอยางนอยหน่ึงตัวเปนการรวมเชิงเสน 

ของฟงกชันทีเ่หลือ 

 

 

ตัวอยางเชน 2 2
1 2 3
( ) , ( ) , ( ) 4 5x x x xf x e f x e f x e e      

เพราะวา 
3 1 2
( ) 4 ( ) 5 ( )f x f x f x   ทุกจํานวนจริง x  เพราะฉะน้ัน 

1 2 3
, ,f f f  ไมเปนอิสระเชิงเสน 

 

 บทนิยาม 4.8 

ให 
1 2
{ , ,..., }

n
f f f  เปน เซตอิสระเชิงเสน บนเซต I  ถา 

1 2
{ , ,..., }

n
f f f  

ไมเปนเซตไมอสิระเชิงเสนบนเซต I   

 

 

เพราะฉะน้ันจากคําจํากัดความของ 
1 2
{ , ,..., }

n
f f f เปนเซตไมอสิระเชิงเสนบนเซต จะไดวา 

1 2
, ,...,

n
f f f  เปนเซตอิสระเชิงเสนบนเซต I  ก็ตอเมื่อ 

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) 0

n n
c f x c f x c f x     

ทุก x  ใน I  แลว
 1 2

... 0
n

c c c     เทาน้ัน
 

 

ตัวอยาง 4.11 2 2
1 2
( ) 2 1, ( ) 1 3f x x f x x     ทุกคา x R   

จงพจิารณาวา
1 2
,f f  เปนอิสระเชิงเสนหรือไม 

วิธีทํา ให 
1 2
,c c  เปนจํานวนจริงที่ทําให 

1 1 2 2
( ) ( ) 0c f x c f x   ทุกจํานวนจรงิ x  

 เพราะฉะน้ัน 2 2
1 2
(2 1) (1 3 ) 0c x c x     

       

2 2
1 1 2 2

2 2
1 2 1 2

2
1 2 1 2

2 3 0

2 3 0

(2 3 ) ( ) 0

]
]

c x c c c x

c x c x c c

c c x c c

   

   

   

 

จะไดวา 
1 2

(2 3 ) 0c c   และ 
1 2

0c c   ผลที่ตามมาคือ 
1 2

0c c   

ดังน้ัน
  1 2
,f f  เปนอสิระเชิงเสนบนเซตของจํานวนจริง 
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ตัวอยาง 4.12 
1 2 3
( ) 2 3, ( ) 4 5, ( ) 8f x x f x x f x x       ทุกคา x R  

จงพจิารณาวา
1 2 3
, ,f f f  เปนอิสระเชิงเสนหรือไม 

วิธีทํา ให 
1 2 3
, ,c c c  เปนจํานวนจริงที่ทําให 

1 1 2 2 3 3
( ) ( ) ( ) 0c f x c f x c f x    ทุกจํานวนจรงิ x  

 เพราะฉะน้ัน 
    1 2 3

(2 3) (4 3) ( 8) 0c x c x c x       

       

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

2 3 4 3 8 0

2 4 3 3 8 0

(2 4 ) (3 3 8 ) 0

]
]

c x c c x c c x c

c x c x c x c c c

c c c x c c c

     

     

     

 

จะไดวา 
1 2 3

2 4 0c c c    และ 
1 2 3

3 3 8 0c c c     

มีผลเฉลยที่ไมเปนศูนยคือ 
1 2

13
1,

37
c c    และ 

3

126
37

c    

ดังน้ัน  
1 2 3
, ,f f f  ไมเปนอสิระเชิงเสนบนเซตของจํานวนจริง 

 

ขอสังเกต 4.1 

 คา 
1 2
,c c  และ 

3
c  ในตัวอยาง 4.12 ที่ไมเปนศูนยพรอมกันที่ทําให 

1 1 2 2 3 3
( ) ( ) ( ) 0c f x c f x c f x    มีไดหลายคา เชน 

1 2
37, 13c c    และ 

3
126c    หรือ 

1 2
37, 13c c   และ 

3
126c    

 

ตัวอยาง 4.13  จงพจิารณาวาฟงกชัน 
 

1 2 3
( ) , ( ) 1 4 , ( ) 1 3 2x x xf x x e f x x e f x x e         ทุกคา x R  

จงพจิารณาวา
1 2 3
, ,f f f  เปนอิสระเชิงเสนหรือไม 

วิธีทํา ให 
1 2 3
, ,c c c  เปนจํานวนจริงที่ทําให 

1 1 2 2 3 3
( ) ( ) ( ) 0c f x c f x c f x    ทุกจํานวนจรงิ x  

 เพราะฉะน้ัน 
1 2 3
( ) (1 4 ) (1 3 2 ) 0x x xc x e c x e c x e         

              

1 1 2 2 2 3 3 3

2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 2 3 1 2 3

4 3 2 0

4 3 4 2 0

( ) ( 3 ) ( 4 2 ) 0

( ) ( 3 ) ( 4 2 ) 0

]
]
]

x x x

x x x

x x x

x

c x c e c c x c e c c x c e

c c c x c x c x c e c e c e

c c c x c x c x c e c e c e

c c c c c x c c c e

       

       

       

       

 

จะไดวา   2 3
0c c   

 1 2 3

1 2 3

3 0

4 2 0

c c c

c c c

  

  
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 เปนระบบสมการเชิงเสน 3 ตัวแปร 3 สมการ ที่ 0AX   

 ถา det( ) 0A   แลวระบบสมการ 0AX   มีผลเฉลยที่เปนศูนยเพียงอยางเดียวเทาน้ัน 

 เพราะวา 
1

2

3

0 1 1 0

1 1 3 0

1 4 2 0

c

c

c

     
     
           
               

 

 และ
0 1 1

det 1 1 3 10 0

1 4 2

            

 เพราะฉะน้ัน 
1 2 3

0c c c    

ดังน้ัน  
1 2 3
, ,f f f  อิสระเชิงเสนบนเซตของจํานวนจริง 

 

ของสังเกต 4.2 

 ในการพิจารณาวาฟงกชันเปนอิสระเชิงเสนหรือไมน้ันข้ึนอยูกับโดเมนของฟงกชันดวย 

ตัวอยางเชน 
1 2
( ) , ( )f x x f x x   เมื่อ [0, )x    

เพราะวาโดเมนในการพิจารณาของ 
1
f  และ 

2
f  คือ

 
[0, )x    จะไดวา x x  

เพราะฉะน้ัน
1 2

(1) ( ) ( 1) ( ) 1 ( 1) 0f x f x x x x x         ทุกคา 

[0, )x   ดังน้ัน
1
f  และ 

2
f  ไมเปนอสิระเชิงเสน เบนเซต [0, )  

 

ตอไปพิจารณาฟงกชัน
 1 2
( ) , ( )f x x f x x   และกําหนดโดเมนเปนเมื่อ ( , )x     

  สมมุติมี 
1
c  และ 

1
c  ที่ทําให 

1 1 2 2 1 2
( ) ( )c f x c f x c x c x     

ทุกคา ( , )x     

แทนคา 1x    จะได 
1 2
c c  

แทนคา 1x    จะได 
1 2
c c  

 เพราะฉะน้ัน 
1 2

0c c   ดังน้ัน 
1
f  และ 

2
f  เปนอสิระเชิงเสน เบนเซต ( , )   

  

จากตัวอยาง ที่ผานมาจะเห็นไดวาการพิจารณาวา 
1 2
, ,...,

n
f f f  เปนอสิระเชิงเสนหรือไมตอง

ใชการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน ตอไปเราจะหาแนวทางในการพจิารณาวา 
1 2
, ,...,

n
f f f  

เปนอสิระเชิงเสนหรือไมโดยใช รอนสเกียน (สุวัฒน รอดผล, 2548 : 54) 
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 บทนิยาม 4.9 

ให 
1 2
, ,...,

n
f f f  เปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธถึงอันดับที่ 1n  บนเซต I  กําหนด 

1 2

1 2

1 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

. . ... .

. . ... .

( ) ( ) ... ( )

n

n

n

n n n
n

f x f x f x

f x f x f x

f x f x f x

f x f x f x  

  
  

 

  เรียกวา รอนสเกียน ของ 
1 2
, ,...,

n
f f f  ณ จุด x  ใชสัญลักษณ 

1 2
( : , ,..., )

n
W x f f f    

หรือ ( )W x  

 

 

ตัวอยาง 4.14  จงหา รอนสเกียนของ 
1 2 3
, ,f f f  เมื่อ 2

1 2 3
( ) , ( ) 1 , ( ) xf x x f x x f x e     

( , )x     

วิธีทํา
 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

( ) ( ) ( )

( : , , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f x f x f x

W x f f f f x f x f x

f x f x f x

  
  

 

2

2

1

2 1

2 0

]

x

x

x

x

x x e

x e

e

x e





 

 

ดังน้ัน  2
1 2 3

( : , , ) xW x f f f x e   

 

ตัวอยาง 4.15  จงหา รอนสเกียนของ 
1 2 3
( ) 4 3 , ( ) 3 5, ( ) 4 7f x x f x x f x x        

( , )x     

วิธีทํา
 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

( ) ( ) ( )

( : , , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f x f x f x

W x f f f f x f x f x

f x f x f x

  
  

 



146 
 

4 3 3 5 4 7

3 3 7

0 0 0

x x x   
  

0  

ดังน้ัน  
1 2 3

( : , , ) 0W x f f f   

การตรวจสอบ 
1 2
, ,...,

n
f f f  เปนอสิระเชิงเสนหรือไมโดยการใชรอนสเกียนโดยใชผลของ

ทฤษฎีบทตอไปน้ี (วีระศักด์ิ วาจาบัณฑิต, 2541 : 120) 

 

 ทฤษฎีบท 4.9 

ให 
1 2
, ,...,

n
f f f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดถึงอันดับ 1n   บนเซต I  ถา 

1 2
, ,...,

n
f f f  ไมเปนอิสระเชิงเสนแลว 

1 2 3
( : , , ) 0W x f f f   ทุก x  ใน I   

 

 โดยทั่วไปสิ่งที่เราตองการคือฟงกชัน 
1 2
, ,...,

n
f f f  เปนอิสระหรือไมอิสระเชิงเสนบนเซต I  

ดังน้ันเราจะใชขอความจรงิทีส่มมลูกบั 

“ถา 
1 2
, ,...,

n
f f f  ไมเปนอิสระเชิงเสนแลว 

1 2 3
( : , , ) 0W x f f f   ทุก x  ใน I ”  

คือ “ถามี x  บางตัวใน I ที่ 
1 2 3

( : , , ) 0W x f f f   แลว 
1 2
, ,...,

n
f f f  เปนอิสระเชิงบน I ” 

ตัวอยาง 4.16  
1 2 3
( ) , ( ) sin , ( ) cos2xf x e f x x f x x    สําหรบั ( , )x     

วิธีทํา
 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

( ) ( ) ( )

( : , , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f x f x f x

W x f f f f x f x f x

f x f x f x

  
  

 

sin cos2

cos 2sin2

sin 4 cos2

x

x

x

e x x

e x x

e x x

 

 

 

เมื่อ 0x   

จะไดวา 
1 2 3

1 0 1

( : , , ) 1 1 0 5 0

1 0 4

W x f f f    



 

ดังน้ัน  
1 2 3
, ,f f f  เปนอิสระเชิงเสนบนเซต( , )   
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ทฤษฎีการมีผลเฉลยและการมีผลเฉลยเดียวเทาน้ัน 

สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับ n   

  
1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y f x

dxdx dx




     

 หรือ  

               ( ) ( )P D y f x  

 ถา 
0 1
( ), ( ),..., ( )

n
a x a x a x  และ ( )f x  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองบนเซตของจํานวนจริง 

I  และ 
0
( ) 0a x   สําหรบัทุก x  ใน I  (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 84-85) 

 

 ทฤษฎีบท 4.10 

ถา 
0
x  เปนสมาชิกตัวหน่ึงใน I  และ 

0 1 2 1
, , ...,

n
y y y y   เปนคาคงตัวจะไดวา 

สมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนอันดับ n  ( ) ( )P D y f x  จะมีผลเฉลย ( )y y x   

ที่นิยามบนเซต I  เพียงผลเฉลยเดียวเทาน้ันที่สอดคลองกับเงือ่นไขเริ่มตน   
( 1)

0 0 0 1 0 2 0 1
( ) , ( ) , ( ) ,..., ( )n

n
y x y y x y y x y y x y


      

 

 

ตัวอยาง 4.17  จงหาผลเฉลยของสมการ 2( 3 2) 0D D y    เมื่อ (0) 1y   และ (0) 4y    

วิธีทํา เพราะวา 2 2
1 2

( 3 2)( ) 0x xD D c e c e     

 เพราะฉะน้ัน 2
1 2
x xy c e c e   และ 2

1 2
2x xy c e c e    

 เน่ืองจาก (0) 1y   และ (0) 4y    

 ได 
1 2

0c c   และ 
1 2
2 4c c   

 ทําใหไดวา 
1

2c    และ 
2

3c   

 สรปุโดยทฤษฎีบท 4.10 22 3x xy e e   เปนผลเฉลยเดียวเทาน้ัน  

ที่ทําให 2( 3 2) 0D D y    เมื่อ (0) 1y   และ (0) 4y    

 

สําหรับสมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนอันดับ n , ( ) 0P D y    

จากผลของทฤษฎีบท 4.10 จะไดวา 

ตองมีผลเฉลย 
1
( )u x  ที่ทําให ( 1)

1 0 1 0 1 0 1 0
( ) 1, ( ) ( ) ... ( ) 0nu x u x u x u x       

ตองมีผลเฉลย 
2
( )u x  ที่ทําให ( 1)

2 0 2 0 2 0 2 0
( ) 0, ( ) 0, ( ) ... ( ) 0nu x u x u x u x       

 หรือ ( 1)
0

( ) 1r
r
u x   
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 และ ( ) ( 1) ( 1)
0 0 0

( ) ( ) ... ( ) 0r r n
r r r
u x u x u x      

 ผลเฉลย 
1 2
( ), ( ),..., ( )

n
u x u x u x  เปนอิสระเชิงเสนมีผลทําให 

  
0 1 2

1 0 ... 0

0 1 ... 0

( , , ,..., ) . . ... . 1 0

. . ... .

0 0 ... 1

n
W x u u u

 
 
 
 
    
 
 
 
  

 

 เพราะฉะน้ัน 
1 2
( ), ( ),..., ( )

n
u x u x u x  เปนอิสระเชิงเสน 

ดังน้ัน  สรุปไดวาสมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนอันดับ n , ( ) 0P D y   ตองมีเซตมลูฐานของผล

เฉลยเสมอ 

 

 บทนิยาม 4.10  

กําหนดให ( )P D เปนตัวดําเนินการ เซตมูลฐานของผลเฉลย ของสมการ 

( ) 0P D y   หมายถึงเซตของผลเฉลย 
1 2
, ,...,

n
u u u  ที่เปนอิสระเชิงเสนและ 

เปนผลเฉลยของ ( ) 0P D y 
 

 

ตัวอยาง 4.18  สมการ 2( 1) 0D y    

เลือกให 
1
( ) sinu x x  และ 

2
( ) cosu x x  จะไดวา 

{sin , cos }x x  เปนเซตมูลฐานของผลเฉลย 

เลือกให 
1
( ) 4 sinu x x  และ 

2
( ) 2cosu x x  จะไดวา 

{4 sin , 2 cos }x x  เปนเซตมูลฐานของผลเฉลย 

เลือกให 
1
( ) sin cosu x x x   และ 

2
( ) sin cosu x x x   จะไดวา 

{sin cos , sin cos }x x x x   เปนเซตมูลฐานของผลเฉลย 

ดังน้ัน  จากตัวอยางจะเห็นวาสมการเชิงอนุพันธ ( ) 0P D y   มีเซตมลูฐานของผลเฉลยไดหลายเซต 
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 บทแทรก 4.1 

  ถา ( )F x  เปนผลเฉลยของสมการ ( ) 0P D y    

เมื่อ 1
0 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
n n

P D a x D a x D a x D a x
      

โดยที่ 
0 1 1
( ), ( ),..., ( ), ( )

n n
a x a x a x a x  มีความตอเน่ืองบนเซต I  และ ( )F x   

สอดคลองกบัเงือ่นไข ( )
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ... ( ) 0nF x F x F x F x       

แลว ( ) 0F x   ทุกคา x  ใน I  

 

 

4.3 ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนพุันธสามัญเชิงเสนไมเอกพนัธุ 

 กําหนดให 1
0 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
n n

P D a x D a x D a x D a x
      เมื่อ  

0 1 1
( ), ( ),..., ( ), ( )

n n
a x a x a x a x  เปนฟงกชันของ x  ที่นิยามบนเซต I  (ศิริพร พสัดร, 2552 : 151) 

 

 บทนิยาม 4.11 

  สมการ ( ) 0P D y   เรียกวาสมการเอกพันธุสัมพัทธ หรือสมการลดรูป 

 ของสมการ ( ) ( )P D y f x  

 

 

ตัวอยางเชน สมการ 2( 3 2) sinD D y x    มี 2( 3 2) 0D D y    เปนสมการลดรปู 

 

 ทฤษฎีบท 4.11  

  ถา ( )y u x  เปนผลเฉลยของสมการไมเอกพันธุ ( ) ( )P D y f x  บนเซต I  

 และ ( )y v x  เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการลดรปู ( ) 0P D y   บนเซต I  

 แลวผลเฉลยทั่วไปของสมการไมเอกพันธุ ( ) ( )P D y f x  คือ ( ) ( )y u x v x   

 

 

 บทนิยาม 4.12 

  ผลเฉลยทั่วไปของสมการลดรูป ( ) 0P D y   เรียกวา ผลเฉลยเติมเต็ม 

ของสมการไมเอกพันธุ ( ) ( )P D y f x  ใชสัญลักษณ 
c
y  ผลเฉลยของสมการไมเอกพันธุ 

( ) ( )P D y f x  เรียกวา ผลเฉลยเฉพาะ ใชสัญลักษณ 
p
y   
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จากทฤษฎีบท 4.11 และนิยาม 4.11 น้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการไมเอกพันธุ

( ) ( )P D y f x  คือ 
c p

y y y   (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 91) 

 

ตัวอยาง 4.19 สมการ 2 4 16y y y x     

 มีผลเฉลยเติมเต็ม 4
1 2

x x
c
y c e c e   เมื่อ 

1 2
,c c  เปนคาคงตัวไมเจาะจง 

 และมผีลเฉลยเฉพาะ 3 4
p
y x   

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปคือ 4
1 2

3 4x xy c e c e x     

 

ทฤษฎีบท 4.12  

  ถา ( )
i
u x  เปนผลเฉลยของสมการไมเอกพันธุ ( ) ( ), 1,2,...,iP D y f x i m   

 โดยที่ 1
0 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
n n

P D a x D a x D a x D a x
      บนเซต I  แลว  

 1 1 2 2
( ) ( ) ( )

m m
y k u x k u x k u x    เปนผลเฉลยของสมการไมเอกพันธุ  

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

m m
P D y k f x k f x k f x    บนเซต I  ทุกคาคงตัว 1 2

, ,...,
m

k k k  

 

 

ตัวอยางเชน การหาผลเฉลยเฉพาะของ 2 2( 4) 5 4xD y e x    เราอาจทําไดดังน้ี 

เพราะวาผลเฉลยเฉพาะของ 2( 4) xD y e   คือ 1
5

x
p
y e  

และผลเฉลยเฉพาะของ 2 2( 4)D y x    คือ 21 1
8 4p

y x    

เพราะฉะน้ันผลเฉลยเฉพาะของ  2 2( 4) 5 4xD y e x    

คือ 2 21 1 1 1
5 4
5 8 4 2

x x
p
y e x e x

                    
 

 

4.4 สรปุทายบทที ่4 

สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับ n   

1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y f x

dxdx dx




     

สามารถเขียนไดเปน  

               ( ) ( )P D y f x  
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สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับ n   

1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y f x

dxdx dx




     

ถาใชสัญลักษณ D  แทนสัญลักษณ d
dx

 จะได               

  
1

0 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n

n n
a x D a x D a x D a x y f x


            

หรือ 

         ( ) ( )P D y f x  

เมื่อ 1
0 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
n n

P D a x D a x D a x D a x
       

ถา ( ) 0f x   จะเรียกวาสมการเอกพันธุ และถา ( ) 0f x   จะเรียกวา สมการไมเอกพันธุ สําหรับ

การหาผลเฉลยตองศึกษาคุณสมบัติตาง ๆ เกี่ยวกบัตัวดําเนินการ nD  ซึ่งจะเปนประโยชนอยางมากใน

การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ เชน ถา m คาคงตัวและ n  เปนจํานวนเต็มบวกและ 

( )y y x สามารถหาอนุพันธไดถึงอันดับที่ n แลวจะไดวา 

 1.  ( ) ( )( )mx mxe P D y P D m e y   

 2.  ( ) ( )mx mxP D e y e P D m y   

3.  ( ) ( ) !n n mx mxD m x e e n   

 ถา ( ) 0y x   เปนผลเฉลยของสมการเอกพันธุ ( ) 0P D y   ดังน้ันการหาผลเฉลยไมเปน

ศูนยของสามการ ( ) 0P D y   และผลเฉลยของสมการ ( ) ( )P D y f x  เมื่อ ( ) 0f x   จะพบวา

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธน้ันอาจมีหลายผลเฉลยได และการรวมเชิงเสนของผลเฉลยน้ันก็ยังเปน

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธไดอีกดวยถาเซตของผลเฉลยทั้งหมดเปนอิสระเชิงเสนกัน 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 4 
 

1. จงหาตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ ( )P D ของสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ี 

 1.1  2 0y y    

 1.2  
2

2
5 sin

d y dy
y x

dxdx
    

 1.3  26y y y x     

 1.4  2 (5) 3x y y y x    

 1.5  
5 3

2

5 3
5 3

d y d y
x y x
dx dx

    

 

2. จงพจิารณาตัวดําเนินการเชิงอนุพันธตอไปน้ีวาเปนตัวดําเนินการตัวเดียวกันหรือไม 

 2.1  2 2 2( ) ,xD x D  

 2.2  2 2,( )( )D x D x D x    

2.3  2 2 22 ,( )D xD x D x    

2.4  2 1,( 1)( 1)D D D    

2.2  2 2 2( ) , 2D x D xD x    

 

3. กําหนดให 2( ) 2 1P D D D    จงหาคาของ 

 3.1  
3( ) xP D x e  

 3.2  
2( ) xP D e  

 3.3  ( )sinP D x  

 3.4  
3( ) cosxP D e x  

 

4. จงแสดงวา sinx  และ cosx  เปนผลเฉลยของสมการ 0y y    

5. จงแสดงวา ,x xe xe  และ 2 xx e  เปนผลเฉลยของสมการ 3 3 0y y y y       

6. กําหนดให 3 4
1 2 3
( ) 4, ( ) 2 , ( ) 3f x f x x f x x      จงหา 1 2 3

( : , , )W x f f f  

7. กําหนดให 4
1 2 3
( ) , ( ) 2 , ( ) 3x x xf x e f x e f x e    จงหา 1 2 3

( : , , )W x f f f  

8. กําหนดให 
1 2 3( ) 1 2 , ( ) 2 3 , ( ) 3 4f x x f x x f x x       จงหา 1 2 3, ,c c c   

ที่ทําให 1 1 2 2 3 3
0c f c f c f    
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9. จงพจิารณาวาฟงกชันทีก่ําหนดใหในแตละขอเปนอสิระเชิงเสนหรือไม 

 9.1  
1 2 3( ) sin , ( ) sin 2 , ( ) sin 3f x x f x x f x x     ( , )x     

 9.2  2
1 2
( ) , ( )f x x f x x       [0, )x    

 9.3  3 2
1 2
( ) , ( )f x x f x x x       ( , )x     

 9.4  2 2 2
1 2 3
( ) 1 , ( ) 2 , ( ) 3f x x f x x f x x        ( , )x     

 9.5  5 3
1 2 3
( ) , ( ) , ( )x x xf x e f x e f x e      ( , )x     

 

10. จงแสดงวา 2 3
1 2 3

2 3x x xy c e c e c e x      เมื่อ 
1 2 3
, ,c c c  เปนคาคงตัวไมเจาะจง

เปนผลเฉลยของสมการ 6 11 6 4 12y y y y x         
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 ในบทน้ีเปนการศึกษาถึงวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนเอกพันธุ 

ที่มีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัว ( ) 0P D y   เมื่อ 1
0 1 1

( ) n n
n n

P D a D a D a D a


    

เปนตัวดําเนินการอันดับที่ n  และ 0 1
, ,...,

n
a a a  เปนคาคงตัว และการหาผลแฉลยน้ันตองอาศัยการ

สรางพหุนามชวยและสมการชวย ที่อยูในรปู ( ) 0P r   ดังน้ันความรูพื้นฐานที่จําเปนมากสําหรบั

เน้ือหาในบทน้ีก็คือการหาคารากของสมการชวยไมวาจะเปนวิธีการใชสูตร การแยกตัวประกอบ การ

หารยาว หรอืการหารสังเคราะห และเพื่อใหไดคําตอบถูกตองและรวดเร็ว  

 

5.1 สมการชวย 

สมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนเอกพันธุทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัว มีรูปทั่วไปคือ  

(1)   
1

0 1 11
0

n n

n nn n

d y d y dy
a a a a y

dxdx dx




       

  เมื่อ 0 1
, ,...,

n
a a a  เปนคาคงตัว 

 หรือ  

          ( ) 0P D y   

 เมื่อ 1
0 1 1

( ) n n
n n

P D a D a D a D a


       

 การหาผลเฉลยของสมการ (1) เราจะสมมติให rxy e  เปนผลเฉลยของสมการ จะได 

  

2 2

3 3

2

]
]

rx rx

rx rx

rx rx

n rx rx

De re

D e r e

D e r e

D e r e










  

 

บทท่ี 5 
สมการเชิงอนุพันธสามัญ 

เชิงเสนเอกพันธุท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว 
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ดังน้ันเมื่อนําไปแทนในสมการ (1) จะได  

  ( ) ( )rx rxP D e P r e  

เน่ืองจาก ( ) 0P D y   ดังน้ัน ( ) 0rxP r e   และ 0rxe   ฉะน้ัน ( ) 0P r   

เรียกสมการ ( ) 0P r   วา สมการชวย ของสมการ ( ) 0P D y   (ศิริพร พสัดร, 2552 : 158-159) 

 

 บทนิยาม 5.1  

  สมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนเอกพันธุทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัว  

( ) 0P D y   เมื่อ 1
0 1 1

( ) n n
n n

P D a D a D a D a


      เปนตัวดําเนินการ 

อันดับที่ n  และ 0 1
, ,...,

n
a a a  เปนคาคงตัว พนุนามในเทอมของ r  ระดับข้ัน n   

 1
0 1 1

( ) n n
n n

P r a r a r a r a


      เรียกวา พหุนามชวย และเรียก 

( ) 0P r   วา สมการชวย ของสมการ ( ) 0P D y   

 

 

ความสัมพันธระหวาง ( )P r  กับ ( )P D  คือ ถา ( )P r  แยกตัวประกอบไดเปน 

0 1 2
( ) ( )( ) ( )

n
P r a r r r r r r     แลวเรากจ็ะไดวา

0 1 2
( ) ( )( ) ( )

n
P D a D r D r D r     นอกจากน้ีสมการชวย ( ) 0P r   จะสามารถเขียนได

เปน 0 1 2
( )( ) ( ) 0

n
a r r r r r r     ดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 5.1  สมการ 2( 2 15) 0D D y     

 มีพหุนามชวยคือ 2( ) 2 15P r r r     

และมสีมการชวยคือ 2 2 15 0r r    

 เน่ืองจาก 2( ) 2 15 ( 3)( 5)P r r r r r       

 ดังน้ันเราไดวา ( ) ( 3)( 5)P D D D    และ ( 3)( 5) 0D D    

 

ตัวอยาง 5.2 สมการ 3 2( 2 5 6) 0D D D y      

 มีพหุนามชวยคือ 3 2( ) 2 5 6P r r r r      

และมสีมการชวยคือ 3 22 5 6 0r r r     

 เน่ืองจาก 3 2( ) 2 5 6 ( 2)( 1)( 3)P r r r r r r r         

 ดังน้ันเราไดวา ( ) ( 2)( 1)( 3)P D D D D      

และ ( 2)( 1)( 3) 0D D D     
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 จากตัวอยาง 5.1 ที่ผานมาน้ัน ( )P r  เปนพหุนามระดับข้ัน 2  ก็ไมเปนการยากที่จะหาราก

ของสมการ ( ) 0P r   เชนจากการแยกตัวประกอบ ดังน้ี 

2 6 0

( 3)( 2) 0

3,2

]
]

r r

r r

r

  

  

 

 

หรือจากการใชสูตร 

 2 0ar br c      จะได 
2 4
2

b b ac
r

a
  

   

เชน  2 6 0r r     จะได 
21 1 4(1)( 6)

2(1)
r

   
  

      

1 1 24
2

1 25
2

1 5
2
3,2

r
  



 


 


 

 

 

แตถา ( )P r  เปนพหุนามระดับข้ัน n  การหาคารากของสมการน้ันเราสามารถใชวิธีการ

แยกตัวประกอบพจนที่เปนคาคงตัวของ ( )P r  แลวตรวจสอบวาตัวประกอบที่ไดน้ันเปนรากของ  

( ) 0P r    

ดังน้ี 3 2( ) 2 5 6P r r r r     แยกตัวประกอบของ 6  ไดเปน 1, 2, 3, 6      

เพราะวา 
3 2( 1) ( 1) 2( 1) 5( 1) 6 0P           เพราะฉะน้ัน 1r   เปนรากของ 

( ) 0P r   และ ( 1)r   หาร ( )P r  ลงตัว โดยการต้ังหารยาวดังน้ี 
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2

3 2

3 2

2

2

6

1 2 5 6

5

6 6

6 6

0

r r

r r r r

r r

r r

r r

r

r

 

   







 
 

 

 

จะไดวา 2( ) ( 1)( 6)P r r r r     

และจากการแยกตัวประกอบ 2 6 ( 3)( 2)r r r r      

เพราะฉะน้ัน ( ) ( 1)( 3)( 2)P r r r r     

และรากของสมการ ( ) 0P r   คือ 3, 1,2r    

 

สําหรับวิธีการต้ังหารยาวดังกลาวน้ัน คอนขางจะเสียเวลา ดังน้ันจึงใชวิธีการหารสังเคราะหซึ่ง

เปนวิธีที่งายและไมเสียเวลาในการหาผลหาร ดังน้ี 

1 1 2 5 6

1 1 6

1 1 6 0

  

 


 

จะไดวา 2( ) ( 1)( 6)P r r r r     เชนเดียวกับการหารยาว หรือใชโปรแกรมสําเร็จรปูตาง ๆ 

ชวยในการคํานวณหาคารากของสมการ ( ) 0P r   (บัญญัติ สรอยแสง, 2553 : 85) 

 

5.2 การหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเอกพนัธุที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวจากสมการ

ชวย 

 ในหัวขอน้ีเราศึกษาความสมัพันธระหวางรากของสมการชวย ( ) 0P r   กับลักษณะคําตอบ

ของสมการ ( ) 0P D y   ดังน้ี เพราะวา , 0,1,2,...m rx m rxD e r e m   ดังน้ันถาเรากําหนดให  

rxy e  จะไดวา 2 2, ,...,rx rx n n rxDy re D y r e D y r e     
เมื่อแทนคาลงในสมการ ( ) 0P D y    
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จะได  

         0 ( ) rxP D e  
1

0 1

1
0 1

1
0 1

1
0 1

( )

( )

( )

]
]
]

]

n n
n

n n
n

n rx n rx rx
n

n n rx
n

rx

a D a D a y

a D y a D y a y

a D e a D e a e

a D a D a e

P r e









   

   

   

   



 

น่ันคือ ( ) 0rxP r e   เพราะวา 0rxe   ทุกคา x  ดังน้ันจะได ( ) 0P r   ในทางกลบักัน  

ถา ( ) 0P r   จะได ( ) ( ) 0rx rxP D e P r e   ดังน้ัน rxy e  เปนผลเฉลยของสมการ 

( ) 0P D y   (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 98-99) 

 

 จากที่กลาวมาขางตนจงึสรุปไดวา rxy e  เปนผลเฉลยของ ( ) 0P D y   ก็ตอเมือ่  

( ) 0P r   ดังน้ันการหาผลเฉลย c
y  ของสมการควรพิจารณารากของสมการชวย ( ) 0P r   เพื่อ

หาฟงกชันทัง้หมดที่อาจเปนผลเฉลยของสมการ ( ) 0P D y    

 

ตัวอยาง 5.3  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(2)  6 0y y y     

วิธีทํา จากสมการ (2) จะได 2( ) 6P D D D    

 และ 2( ) 6 ( 2)( 3)P r r r r r       

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

คือ 2, 3r     

 ดังน้ัน 2( ) 0xP D e   และ 3( ) 0xP D e    

 จะได 2xy e  และ 3xy e  ตางก็เปนผลเฉลยของสมการ ( ) 0P D y   

 และ 2xe  และ 3xe  เปนอสิระเชิงเสน  

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (2) คือ 2 3
1 2

x xy c e c e   เมื่อ 1 2
,c c  เปนตัวคงคา 
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (2) ดังภาพที่ 5.1 

 
 

ภาพท่ี 5.1  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 6 0y y y     โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 5.4  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(3)  2 5 6 0y y y y       

วิธีทํา จากสมการ (3) จะได 3 2( ) 2 5 6P D D D D     

 และ 3 2( ) 2 5 6 ( 2)( 1)( 3)P r r r r r r r         

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

คือ 2, 1, 3r      

 ดังน้ัน 2 1( ) 0, ( ) 0x xP D e P D e    

และ 3( ) 0xP D e    

 จะได 2 ,x xy e y e   และ 3xy e  ตางก็เปนผลเฉลยของสมการ ( ) 0P D y   

 และ 2 ,x xe e  และ 3xe  เปนอสิระเชิงเสน  

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3) คือ 2 3
1 2 3

x x xy c e c e c e     เมื่อ 1 2 3
, ,c c c  เปนตัวคงคา 
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3) ดังภาพที่ 5.2 

 

 
 

ภาพท่ี 5.2  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 5 6 0y y y y       โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 5.5  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(4)  4 4 0y y y     

วิธีทํา จากสมการ (4) จะได 2( ) 4 4P D D D    

 และ 2 2( ) 4 4 ( 2)P r r r r      

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

คือ 2, 2r      

 ดังน้ัน 2( ) 0xP D e   และ 2( ) 0xP D xe   

 จะได 2xy e  และ 2xy xe  ตางก็เปนผลเฉลยของสมการ ( ) 0P D y   

 และ 2xe  และ 2xxe  เปนอสิระเชิงเสน  

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (4) คือ 2 2
1 2

x xy c e c xe    เมื่อ 1 2
,c c  เปนตัวคงคา 
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (4) ดังภาพที่ 5.3 

 

ภาพท่ี 5.3  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 4 4 0y y y     โดยใช Wolfram Alpha 

ตัวอยาง 5.6  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(5)  2 10 0y y y     

วิธีทํา จากสมการ (5) จะได 2( ) 2 10P D D D    

 และ 2( ) 2 10P r r r    

 จะได 
2 4 40

2
r

 
  

           

2 36

2
2 6 1

2
1 3 ]i

 


 


 

 

 รากของสมการชวย ( ) 0P r   คือ 1 3r i     

 ดังน้ัน (1 3 ) (1 3 )( ) 0, ( ) 0,i x i xP D e P D xe    

 จะได (1 3 )i xy e   และ (1 3 )i xy e   ตางก็เปนผลเฉลยของสมการ ( ) 0P D y   

 และ (1 3 )i xe   และ (1 3 )i xe   เปนอสิระเชิงเสน  

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (5)  คือ (1 3 ) (1 3 )
1 2

i x i xy c e c e    เมื่อ 1 2
,c c  เปนตัวคงคา 
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 จากตัวอยางทีผ่านมาน้ันจะเห็นวารากของสมการชวย ( ) 0P r   ซึ่งเปนพหุนามระดับข้ัน 

n  รากของสมการ ( ) 0P r   จะมีทั้งหมด n  ตัวคือ 1 2
, ,...,

n
r r r  ซึ่งรากของสมการอาจมีลกัษณะ

ดังน้ีตอไปน้ี (ดํารงค ทิพยโยธา, 2541 : 99) 

 1. รากของสมการชวยเปนจํานวนจริงและตางกันทุกตัว 

 2. รากของสมการชวยเปนจํานวนจริงและมภีาวะรากซ้ํากันบางคา 

 3. รากของสมการชวยเปนจํานวนเชิงซอนตางกันทุกตัว 

 4. รากของสมการชวยเปนจํานวนเชิงซอนและมภีาวะรากซ้าํกันบางคา 

ตัวอยางเชน 

3 2( 2 5 6) 0D D D y     

 3 2( ) 2 5 6 ( 2)( 1)( 3)P r r r r r r r         

รากของสมการชวย ( ) 0P r   มีคาเปนจํานวนจริงที่ตางกันคือ 1, 3,2r    

3 2( 6 12 8) 0D D D y     

 3 2 3( ) 6 12 8 ( 2)P r r r r r       

รากของสมการชวย ( ) 0P r   มีคาเปนจํานวนจริง 2,2,2r   ซึ่งมีคาเหมอืนกันทั้งสามราก 

4 2( 2 1) 0D D y    

 4 2 2 2( ) 2 1 ( 2)P r r r r      

รากของสมการชวย ( ) 0P r   มีคาเปนจํานวนเชิงซอน ,r i i  เหมือนกัน 2 ราก 

และเปนจํานวนเชิงซอน ,r i i   เหมือนกัน 2 ราก 

4 2( 5 12 28) 0D D D y     

 4 2 2 2( ) 5 12 28 ( 2) ( 4 7)P r r r r r r r         

รากของสมการชวย ( ) 0P r   มีคาเปนจํานวนเชิงซอน 2, 2r     เหมือนกัน 2 ราก 

และเปนจํานวนเชิงซอน 2 3r i    

 

5.3 รากของสมการชวยเปนจํานวนจริงและตางกนัทุกตัว 

 กําหนดให 1 2
, ,...,

n
r r r  เปนรากของจํานวนจริงที่แตกตางกันทัง้หมดของ ( ) 0P r   จะได

วา 1 2 3, , ,..., nr x r x r x r xy e y e y e y e     เปนผลเฉเลยของสมการ  

( ) 0P D y    
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เพราะวา 1 2 3, , ,..., nr x r x r x r xy e y e y e y e     เปนอสิระเชิงเสนเพราะฉะน้ันผลเฉลย

ทั่วไปของสมการ ( ) 0P D y   คือ 1 2

1 2
nr x r x r x

n
y k e k e k e       เมื่อ 1 2

, ,...,
n

k k k  เปนตัว

คงคา (สุรัตนา สงัขหนุน, 2558 : 134) 

 

ตัวอยาง 5.7  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(6)  3 2( 4 4) 0D D D y     

วิธีทํา  จากสมการ (5) จะได 3 2( ) 4 4P D D D D     

 และพหุนามชวย 3 2( ) 4 4 ( 2)( 1)( 2)P r r r r r r r         

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

 คือ 2,1,2r    

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (6) คือ 2 2
1 2 3

x x xy c e c e c e    เมื่อ 1 2 3
, ,c c c  เปนตัวคงคา 

 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (6) ดังภาพที่ 5.4 

 
 

ภาพท่ี 5.4  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 3 2( 4 4) 0D D D y     โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 5.8  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ 

(7)  3 4 0y y y      

เมื่อกําหนด (0) 1, (0) 1y y     

วิธีทํา  จากสมการ (7) จะได 2( ) 3 4P D D D    

 และพหุนามชวย 2( ) 3 4 ( 4)( 1)P r r r r r       

 รากของสมการชวย ( ) 0P r   คือ 4,1r   

ผลเฉลยทั่วไป คือ 4
1 2

x xy c e c e   เมื่อ 1 2
,c c  เปนตัวคงคา 

 จากเงื่อนไขเริม่ตน (0) 1y   ได 1 2
1c c   

 และจาก (0) 1y     ได 1 2
4 1c c    

 จากทั้งสองสมการได 
1

2
5

c   และ 
2

3
5

c   

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (7) ที่สอดคลองเงื่อนไขเริ่มตนที่กําหนดให  

         คือ 42 3
5 5

x xy e e   

 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (7) ดังภาพที่ 5.5 

 
 

ภาพท่ี 5.5  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ 3 4 0y y y     โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 5.9  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ 

(8)  11 31 21 0y y y y        

เมื่อกําหนด (0) 4, (0) 2y y     และ (0) 3y    

วิธีทํา  จากสมการ (8) จะได 3 2( ) 11 31 21P D D D D     

 และพหุนามชวย 3 2( ) 11 31 21 ( 1)( 3)( 7)P r r r r r r r         

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

 คือ 1,3,7r   

ผลเฉลยทั่วไป คือ 3 7
1 2 3
x x xy c e c e c e    เมื่อ 1 2 3

, ,c c c  เปนตัวคงคา 

 โดยการหาอนุพันธจะได 3 7
1 2 3

3 7x x xy c e c e c e     

 และ        
3 7

1 2 3
9 49x x xy c e c e c e     

จากเงื่อนไขเริม่ตน (0) 1y   ได 1 2
1c c   

 และจาก (0) 4, (0) 2y y     และ (0) 3y    

 ได   1 2 3
4c c c    

       1 2 3

1 2 3

3 7 2

9 49 3

c c c

c c c

  
  

 

 ใชหลักเกณฑของคราเมอรจะได 

 

  

1

2

4 1 1

2 3 7

3 9 49 428
481 1 1

1 3 7

1 9 49

1 4 1

1 2 7

1 3 49 282
481 1 1

1 3 7

1 9 49

c

c



 



 

, 



167 

 และ 

3

1 1 4

1 3 2

1 9 3 46
481 1 1

1 3 7

1 9 49

c



   

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (8) คือ  3 71
428 282 46

48
x x xy e e e    

 

5.4 รากของสมการชวยเปนจํานวนจริงและมีภาวะรากซํ้ากนับางคา 

 จากสมการ  

(9)   ( ) 0P D y    

เมื่อสมการชวยมีรากเปนจํานวนจรงิที่ซ้ํากัน สมมติวาใหมีคา เปน a  ซ้ํากัน n  ราก 

  , ,...,r a a a  ( n  ครั้ง ) 

 ดังน้ัน ( ) ( )nP r r a   

 น้ันคือ ( ) ( )nP D D a   

 ทําใหสมการ (9) เขียนไดเปน 

(10)   ( ) 0nD a y   

จากสมบัติของตัวดําเนินการในทฤษฏีบท 4.6 กลาวไววาถาให m  เปนคาคงตัวและ n  เปน

จํานวนเต็มบวกจะไดวา ( ) ( )n mx mx nD m e y e D y    

หรือ ( ) ( )n ax ax nD a e y e D y   เมื่อ a  เปนคาคงตัวและ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

และถาให ky x  จะพบวา 

( ) ( )n ax k ax n kD a e x e D x   

ซึ่งทางขวาของสมการจะเปนศูนยเมือ่ 0,1,2,...,( 1)k n    

น่ันคือ ( ) ( ) 0n ax kD a e x   เมื่อ 0,1,2,...,( 1)k n   
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 แสดงวาผลเฉลยของสมการ (10) คือ ax n ke D x  เมื่อ 0,1,2,...,( 1)k n   

 หรือ 2 1
1 2 3

, , ,...,ax ax ax n nx
n

y e y xe y x e y x e     

 จะไดวา ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (10) คือ 

2 1
1 2 3
ax ax ax n nx

n
y c e c xe c x e c x e      

 หรือ 
2 1

1 2 3
( )n nx

n
y c c x c x c x e      

 

สําหรับกรณีทีร่ากของสมการชวยมีคาซ้ํากันบางไมซ้ํากันบาง น่ันคือ ( )P D  จะอยูในรูป  

 
1

( ) ( )( )kP D P D D a   เมื่อ 0 k n   

 ดังน้ันสมการ (9) เขียนไดเปน  

  
1
( )( ) 0kP D D a y   

 สมการชวยคือ 
1
( )( ) 0kP r r a y   

 จะไดรากของสมการชวยคือ 1 2
, ,...,

m
r r r (จาก 1

( ) 0P r   และ m k n   ) 

 และ , ,...,r a a a  ( k  ครั้ง ) 

 ผลเฉลยทีส่มนัยกับรากสมการชวยคือ 1 2

1 2
, , ..., mr x r x r x

m
y e y e y e    

และ 
1

1 2
, ,...,ax ax k ax

m m m k n
y e y xe y y x e

  
      

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการคือ  

1 2 1
1 2 1 2

( ,..., )mr x r x r x ax k
m m m m k

y c e c e c e e c c x c x 
  

           

(วีระศักด์ิ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 144-145 ) 

 

ตัวอยาง 5.10  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(11)  
3 2( 6 12 8) 0D D D y     

วิธีทํา  จากสมการ (11) จะได 3 2( ) 6 12 8P D D D D     



169 

 และพหุนามชวย 3 2 3( ) 6 12 8 ( 2)P r r r r r       

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

 คือ 2,2,2r   

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (11) คือ 2 2
1 2 3
( ) xy c c x c x e   เมื่อ 1 2 3

, ,c c c  เปนตัวคงคา 

 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (11) ดังภาพที่ 5.6 

 

ภาพท่ี 5.6  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 3 2( 6 12 8) 0D D D y     โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 5.11  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(12)  3 2( 5 8 4) 0D D D y     

วิธีทํา  จากสมการ (12) จะได 3 2( ) 5 8 4P D D D D     

 และพหุนามชวย 3 2 2( ) 5 8 4 ( 1)( 2)P r r r r r r        

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

 คือ 1, 2, 2r      

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (12) คือ 2
1 2 3

( )x xy c e c c x e    เมื่อ 1 2 3
, ,c c c  เปนตัวคงคา 
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ตัวอยาง 5.12  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(13)  4 3 2( 2 ) 0D D D y    

วิธีทํา  จะได 4 3 2( ) 2P D D D D    

 และพหุนามชวย 4 3 2 2 2( ) 2 ( 1)P r r r r r r      

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

 คือ 0,0,1,1r   

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (13) คือ 
1 2 3 4

( ) xy c c x c c x e      

เมื่อ 1 2 3 4
, , ,c c c c  เปนตัวคงคา 

 

5.5 รากของสมการชวยเปนจํานวนเชิงซอนตางกนัทุกตัว 

 กําหนดให r a bi   เปนรากของสมการชวย ( ) 0P r   เน่ืองจาก 0 0 ( )P r   

และ 1
0 1 1

( ) n n
n n

P r a r a r a r a


      

   

1
0 1 1

1
0 1 1

( )

n n
n n

n n
n n

a r a r a r a

a r a r a r a

P r







     

    


 

เพราะฉะน้ัน r a bi   เปนรากของสมการชวย ( ) 0P r   

ผลเฉลยของสมการ ( ) 0P r   ที่สมนัยกับ r a bi   และ r a bi    

คือ ( ) ( )
1 2
a bi x a bi xy k e k e    เมื่อ 1 2

,k k  เปนตัวคงคา เน่ืองจาก ( )a bi xe   และ ( )a bi xe   

สามารถจัดรปูแบบเปนฟงกชันตรโีกณมิติไดโดยใชเหตุผลดังน้ี  

จากอนุกรมอนันต  

     
2 3 4

1
2! 3! 4 !

x x x x
e x          

 
3 5 7 9

sin
3! 5! 7 ! 9!
x x x x

x x          

และ    
2 4 6 8

cos 1
2! 4 ! 6 ! 8 !
x x x x

x           

จะไดวา   
2 3 4 5 6 7 8( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2! 3 ! 4 ! 5 ! 6 ! 7 ! 8 !

ix ix ix ix ix ix ix ix
e ix            
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2 3 4 5 6 7 8

2 4 6 8 3 5 7 9

1
2! 3! 4! 5! 6! 7 ! 8 !

1
2! 4! 6! 8! 3! 5! 7 ! 9!

cos sin }
}

ix x x x x x x x
ix i i i

x x x x x x x x
i x

x i x

e           

                            

 

 

เพราะฉะน้ัน cos sinibxe bx i bx   และ cos sinibxe bx i bx    

 จาก ( ) ( )
1 2
a bi x a bi xy k e k e     

จะได 
1 2
( )ax ibx ibxy e k e k e   

       

1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

(cos sin ) (cos sin )

cos sin cos sin

( )cos ( ) sin

}
}

ax

ax

ax

e k bx i bx k bx i bx

e k bx k i bx k bx k i bx

e k k bx k k i bx

y       
      
      

 

 ให 1 1 2
a k k   และ 2 1 2

( )a i k k   เปนตัวคงคา  

จะได 
1 2

( cos sin )axy e a bx a bx  เปนผลเฉลยของ ( ) 0P D y   ที่สมนัยกบัราก 

r a bi   และ r a bi   (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 112) 

 

ตัวอยาง 5.13  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(14)  4 13 0y y y     

วิธีทํา  จะได 2( ) 4 13P D D D    

 และพหุนามชวย 2( ) 4 13P r r r    

 รากของสมการชวย ( ) 0P r    

  คือ 
4 16 4(1)(13)

2
r

  
  

     

4 36
2

4 6
2

2 3}
}i

r

i

  


 


  

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (14) คือ 2
1 2

( cos 3 sin 3 )xy e a x a x   

เมื่อ 1 2
,a a  เปนตัวคงคา 
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (14) ดังภาพที่ 5.7 

 

ภาพท่ี 5.7  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 4 13 0y y y     โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 5.14  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(15)  3 2( 3 9 13) 0D D D y     

วิธีทํา  จะได 3 2( ) 3 9 13P D D D D     

 และพหุนามชวย 3 2 2( ) 3 9 13 ( 1)( 4 13)P r r r r r r r         

 รากของสมการชวย ( ) 0P r   

  คือ  1r   

  หรือ 
4 16 4(1)(13)

2
r

 
  

     

4 36
2

4 6
2

2 3}
}

r

i

i

 





 

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (15) คือ 2
1 2 3

( cos 3 sin 3 )x xy e a x a x a e    

เมื่อ 1 2 3
, ,a a a  เปนตัวคงคา 
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (15) ดังภาพที่ 5.8 

 

 

ภาพท่ี 5.8  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 3 2( 3 9 13) 0D D D y     โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 5.15  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(16)   4 3( 13 36) 0D D y    

วิธีทํา  จะได 4 3( ) 13 36P D D D    

 และพหุนามชวย 4 3 2 2( ) 13 36 ( 4)( 9)P r r r r r       

 รากของสมการชวย ( ) 0P r   

 คือ 2 , 3r i i    

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (16) คือ 1 2 3 4
cos2 sin2 cos3 sin3y a x a x a x a x   

เมื่อ 1 2 3 4
, , ,a a a a  เปนตัวคงคา 
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5.6 รากของสมการชวยเปนจํานวนเชิงซอนและมีภาวะรากซํ้ากันบางคา 

กําหนดให r a bi   เปนรากของสมการชวย ( ) 0P r   ที่ซ้ํากัน k  รากจะไดวา

r a bi   เปนรากของสมการชวย ( ) 0P r   ที่ซ้ํากัน k  รากในทํานองเดียวกันกบัรากที่เปน

จํานวนจรงิซ้ํากัน จะไดวาผลเฉลยของ ( ) 0P D y   ที่สมนัยกบั r a bi   และ a bi  คือ 
1 ( ) 1 ( )

1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

1
1 2

1
1 2

( ) ( )

( ) ( )

( )(cos sin )

( )(cos sin )

}
}

k a bi x k a bi x
k k

ax k ibx ax k ibx
k k

ax k
k

ax k
k

y c c x c x e d d x d x e

e c c x c x e e d d x d x e

e c c x c x bx i bx

e d d x d x bx i bx

   

  





         

          

        

       

1 1
1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

1 2

( )cos ( ) sin

( )cos ( ) sin

( )cos ( )cos

(

}

}
}

}

ax k k
k k

ax k k
k k

ax k k
k k

ax

e c c x c x bx c c x c x i bx

e d d x d x bx d d x d x i bx

e c c x c x bx d d x d x bx

e c c x

 

 

 

            

            

            

      1 1
1 2

) sin ( ) sin }k k
k k
c x i bx d d x d x i bx        

 

    

 

 

 

 

1
1 1 2 2

1
1 1 2 2

1
1 1 2 2

1
1 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) cos

( ) ( ) ( ) sin

( ) ( ) ( ) cos

( ) ( ) ( ) sin

(

}

}
}

ax k
k k

ax k
k k

ax k
k k

ax k
k k

ax

e c d c d x c d x bx

e c d c d x c d x i bx

e c d c d x c d x bx

e c d i c d ix c d ix bx

e s s x









          
         

          

       

  1 1
1 2

)cos ( )sin }k k
k k
s x bx t t x t x bx            

 

เมื่อ , , 1,2,...,
j j
c d j k  เปนตัวคงคา 

j j j
s c d   และ ( )

j j j
t c d i   สําหรบั 

1,2,...,j k  ในกรณีรากของสมการชวย ( ) 0P r   เปนจํานวนเชิงซอนที่มากกวาหน่ึงตัวและผล

เฉลยทีส่มนัยกับรากที่ตางกันและมีภาวะรากซ้ําน้ันสามารถหาไดในทํานองเดียวกบัรากที่เปนจํานวน

จริงที่มีภาวะรากซ้ํากันมากกวาหน่ึงตัว (นงนุช สุขวาร,ี 2542 : 208) 

ตัวอยาง 5.16  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(17)  2( 6 13 ) 0y y y     

วิธีทํา  จากสมการ (17) จะได 2 2( ) ( 6 13)P D D D    

 และพหุนามชวย 2 2( ) ( 6 13)P r r r    



175 

 รากของสมการชวย ( ) 0P r   คือ 2 3 ,2 3r i i    

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (17) คือ 3
1 2 3 4( ) cos2 ( ) sin 2xy e s s x x s s x x        

เมื่อ 1 2 3 4
, , ,s s s s  เปนตัวคงคา 

 

ตัวอยาง 5.17  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(18)  6 5 4 3 2( 6 18 32 36 24 8) 0D D D D D D y        

วิธีทํา  จากสมการ (18) จะได 6 5 4 3 2( ) 6 18 32 36 24 8P D D D D D D D        

 และพหุนามชวย          6 5 4 3 2( ) 6 18 32 36 24 8P r r r r r r r        

                    32( 2) ( )rP rr     

 พิจารณาหารากของสมการ 2 2 0r r    

       
2 4 4(1)(2)

2
r

 
  

           

2 4
2

2 2
2

1 }
}

r

i

i

 





 

 

 รากของสมการชวย ( ) 0P r   คือ 1 ,1 ,1r i i i     

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (17) คือ  
3 2 2

1 2 3 4 5 6
( )cos2 ( )sin 2xy e s s x s x x s s x s x x          

เมื่อ 1 2 3 4 5 6
, , , , ,s s s s s s  เปนตัวคงคา 

 

 ในกรณีที่รากของสมการชวย ( ) 0P r   มีหลายลกัษณะปนกันเรากส็ามารถหาผลเฉลยของ

สมการ ( ) 0P D y   ไดโดยที่ผลเฉลยของสมการคือการรวมเชิงเสนของฟงกชันที่ไดในแตละกรณี 

 

ตัวอยาง 5.18  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(19)  6 5 4 3 2( 6 18 32 36 24 28) 0D D D D D D y        
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วิธีทํา  จากสมการ (19) จะได 6 5 4 3 2( ) 6 18 32 36 24 28P D D D D D D D        

 และพหุนามชวย            6 5 4 3 2( ) 6 18 32 36 24 28P r r r r r r r        

                    2 2( 4)( 2) ( 9) )( r rP r r     

 รากของสมการชวย ( ) 0P r   

 คือ 4,2,2, 3 , 3r i i    

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (19) คือ 
2 4

1 2 3 1 2 3 4( ) ( )cos 3 ( )sin 3x xy c c x e c e s s x x s s x x            

เมื่อ 1 2 3 1 2 3 4
, , , , , ,c c c s s s s  เปนตัวคงคา 

 

ตัวอยาง 5.19  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(20)  6 5 4 3 2( 16 142 592 1097 1624 6724) 0D D D D D D y        

วิธีทํา  จะได 6 5 4 3 2( ) 16 142 592 1097 1624 6724P D D D D D D D        

 และพหุนามชวย 6 5 4 3 2( ) 16 142 592 1097 1624 6724P r r r r r r r        

            2 2( 2)( 2)( 8 41)( ) r r rP r r      

 พิจารณาหารากของสมการ 2 8 41 0r r    

   
8 64 4(1)(41)

2
r

 
  

     

8 100
2

4 10
2

4 5}
}

r

i

i

 





 

 

 รากของสมการชวย ( ) 0P r   

 คือ 2,2,4 5 ,4 5r i i    

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (20) คือ 
2 2 4

1 2 1 2 3 4( ) cos 5 ( )sin 5x x xy c e c e e s s x x s s x x           

เมื่อ 1 2 1 2 3 4
, , , , ,c c s s s s  เปนตัวคงคา 
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5.7 สรปุทายบทที ่5 

 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนเอกพันธุที่มีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัว  

1

0 1 11
0

n n

n nn n

d y d y dy
a a a a y

dxdx dx




       

หรือ  

     ( ) 0P D y    

 เมื่อ 1
0 1 1

( ) n n
n n

P D a D a D a D a
       เปนตัวดําเนินการอันดับที่ n  และ 

0 1
, ,...,

n
a a a  เปนคาคงตัว การหาผลแฉลยน้ันจะสมมติให rxy e  เปนผลเฉลยของสมการ จะได 

( ) ( )rx rxP D e P r e เน่ืองจาก ( ) 0P D y   ดังน้ัน ( ) 0rxP r e   และ 0rxe   ฉะน้ัน 

( ) 0P r   และเรียกสมการ ( ) 0P r   วา สมการชวย ของสมการ ( ) 0P D y   แลวดําเนินการ

หาคารากของสมการชวยโดยรากของสมการชวยน้ันจะมีลกัษณะดังน้ี 
  1. รากของสมการชวยเปนจํานวนจริงและตางกันทุกตัว 

  2. รากของสมการชวยเปนจํานวนจริงและมีภาวะรากซ้ํากันบางคา 

  3. รากของสมการชวยเปนจํานวนเชิงซอนตางกันทุกตัว 

  4. รากของสมการชวยเปนจํานวนเชิงซอนและมีภาวะรากซ้าํกันบางคา 

 ทําใหผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนเอกพันธุที่มีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัวมผีล

เฉลยแตกตางกันตามรปูแบบของคารากสมการชวยทั้ง 4 รูปแบบ 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 5 
 

1. จงหาพหุนามชวย สมการชวย และหาคารากของสมการชวยของสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ี 

 1.1 6 0y y y     

 1.2 2 16 32 0y y y y       

 1.3 3 2( 4 9 10) 0D D D y     

 1.4 4 3 2( 12 61 168 208) 0D D D D y      

 1.5 4 3 2( 11 45 81 54) 0D D D D y      

 

2. จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ี 

 2.1 3 4 0y y y     

 2.2 (4) 5 4 0y y y    

2.3 6 11 6 0y y y y       

2.4 4 13 50 0y y y y       

2.5 6 13 0y y y     

2.6 7 31 25 0y y y y       

 2.7 (4) 3 9 77 150 0y y y y y        

 2.8 (4) 8 26 40 25 0y y y y y        

 2.9 (4) 2 5 8 4 0y y y y y        

 

3. จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ี  

 3.1 2 0y y y       (0) 1, (0) 8y y     

 3.2 3 0y y      (0) 3, (0) 6y y   

 3.3 6 5 0y y y      (0) 0, (0) 3y y    

 3.4 6 12 8 0y y y y       (0) 1, (0) 3, (0) 6y y y      

 3.5 13 12 0y y y      (0) 0, (0) 9, (0) 1y y y        

 3.6 6 11 6 0y y y y       (0) 6, (0) 3, (0) 5y y y      

 3.7 7 31 25 0y y y y       (0) 6, (0) 34, (0) 94y y y       
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ในบทน้ีเปนการศึกษาถึงวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนไมเอกพันธุ 

ที่มีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัว ( ) ( )P D y g x  เมื่อ 1
0 1 1

( ) n n
n n

P D a D a D a D a
    

เปนตัวดําเนินการอันดับที่ n  และ 0 1
, ,...,

n
a a a  เปนคาคงตัว เมื่อ ( ) 0g x  จะมีผลเฉลยทั่วไป  

อยูในรูป c p
y y y   โดยที่ 

c
y  เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ ( ) 0P D y   และ p

y  เปนผลเฉลย

ของสมการ ( ) ( )P D y g x   

 ตัวอยางเชน สมการ 2 4 16y y y x     

  มีผลเฉลย 4
1 2

x x
c
y c e c e   เมื่อ 

1 2
,c c  เปนตัวคงคา 

  และมผีลเฉลย 3 4
p
y x   

ผลเฉลยทั่วไปคือ 4
1 2

3 4x x
c p

y y y c e c e x       

ดังน้ันการหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนสามัญไมเอกพันธุที่มสีัมประสิทธ์ิเปน

คาคงตัวน้ันจะแบงการหาผลเฉลยออกเปนสองผลเฉลยคือ 
c
y  และ p

y  แตสําหรบัการหา 
c
y  น้ันคือ

ผลเฉลยทั่วไปของสมการ ( ) 0P D y   ซึ่งเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนสามัญเอกพันธุทีม่ี

สัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัว เราไดศึกษามาแลวในเน้ือหาของบทกอนหนาน้ี ดังน้ันในบทน้ีจะกลาวถึง

เฉพาะวิธีการหาผลเฉลย p
y  ที่เปนผลเฉลยของสมการโดยมีวิธีการดังตอไปน้ี 

 

6.1 การหาผลเฉลยโดยวิธกีารเทียบสัมประสทิธิ ์

 กอนที่จะกลาวถึงการหาผลเฉลย p
y  โดยวิธีน้ีน้ันมีเน้ือหาทีจ่ําเปนตองทราบเพื่อที่จะไดทํา

ความเขาใจในวิธีการเทียบสมัประสทิธ์ิไดดีย่ิงข้ึนดังตอไปน้ี  

 จากเน้ือหาบททีผ่านมาน้ัน เมื่อเราทราบรากของสมการชวย ( คา r  ) แลวเราสามารถหาผล

เฉลยของสมการเชิงเสนแบบเอกพันธุที่มสีัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัวไดเชน 

 

 

บทท่ี 6 
สมการเชิงอนุพันธสามัญ 

เชิงเสนไมเอกพันธุท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว 
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 ถา r a  ; axy e  

 ถา ,r a a  ; ,ax axy e xe  

 ถา r a bi   ; cos , sinax axy e bx e bx  

 ถา ,r a bi a bi    ; cos , sin , cos , sinax ax ax axy e bx e bx e x bx e x bx  

โดยในทางกลับกันถาผลเฉลยมีพจน axe  แสดงวามาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มีราก

หน่ึงคือ r a  น่ันคือ ตัวดําเนินการ ( )f D  ตองมีตัวประกอบหน่ึงเปน D a  

ถาผลเฉลยมีพจน axxe  แสดงวามาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มีรากหน่ึงคือ ,r a a  

น่ันคือ ตัวดําเนินการ ( )f D  ตองเปนตัวประกอบหน่ึงเปน 2( )D a  

ถาเฉลยมีพจน cosaxe bx  หรือ sinaxe bx  แสดงวามาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มี

รากหน่ึงคือ r a bi   น่ันคือ ตัวดําเนินการ ( )f D  ตองเปนตัวประกอบหน่ึงเปน 
2 2( )D a b      

ถาผลเฉลยมีพจน cosaxe x bx  หรือ sinaxe x bx  แสดงวามาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   

ที่มีรากหน่ึงคือ ,r a bi a bi    น่ันคือ ตัวดําเนินการ ( )f D  ตองเปนตัวประกอบหน่ึงเปน 
2

2 2( )D a b      

 ซึ่งจากการใชการพิจารณาขางตนน้ี สามารถนํามาใชสรางสมการเชิงอนุพันธไดดังจะแสดงใน

ตัวอยางตอไปน้ี (สุนีย สุวรรณตระกูล และวรนุช เกิดสินธชัย, 2530 : 211-213) 

 

ตัวอยาง 6.1  จงหาสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ จากผลเฉลยเฉพาะ 

(1)  
 

34 2xy e x   

วิธีทํา 3xe  มาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มีรากหน่ึงคือ 3r    

น่ันคือ 3D  เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )f D   

 x  มาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มีรากคือ 0,0r    

น่ันคือ 2D  เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )f D   

จะได 2( ) ( 3)f D D D   

สมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุที่ตองการคือ  

(2)  2( 3) 0D D y   

 ซึ่งผลเฉลยทั่วไปของสมการ (2) คือ 3
1 2 3

xy ce c c x    เมื่อ 
1 2

4, 0c c   และ  

3
2c   จะไดผลเฉลยเฉพาะตามโจทยคือ 34 2xy e x   
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ตัวอยาง 6.2  จงหาสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ จากผลเฉลยเฉพาะ 

(3)  
 

5 4 cos2xy xe x    

วิธีทํา 5  มาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มีรากหน่ึงคือ 0r    

น่ันคือ D  เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )f D   

 xxe  มาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มีรากคือ 1,1r    

น่ันคือ 2( 1)D  เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )f D   

 cos2x  มาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มีรากคือ 2r i    

น่ันคือ 2 4D   เปนตัวประกอบหน่ึงของ ( )f D   

จะได 2 2( ) ( 1) ( 4)f D D D D    

สมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุที่ตองการคือ  

(4)  2 2( 1) ( 4) 0D D D y    

ซึ่งผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3) คือ 1 2 3 4 5
( ) cos2 sin2xy c c c x e c x c x      

เมื่อ 
1 2 3 4 5

5, 0, 4, 1, 0c c c c c       จะไดผลเฉลยเฉพาะตามโจทยคือ 

5 4 cos2xy xe x    

 

ตัวอยาง 6.3  จงหาสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ จากผลเฉลยเฉพาะ 

(5)  
 

27 sin3xy xe x   

วิธีทํา 2 sin 3xxe x  มาจากรากสมการชวย ( ) 0f r   ที่มีรากคือ 2 3 ,2 3r i i     

น่ันคือ 
2

2( 2) 9D      เปนตัวประกอบของ ( )f D   

จะได 
2

2( ) ( 2) 9f D D       

สมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุที่ตองการคือ  

  
2

2( 2) 9 0D y       

 หรือ 

(6)  2 2( 4 13) 0D D y    

ซึ่งผลเฉลยทั่วไปของสมการ (5) คือ 2
1 2 3 4
( )cos3 ( )sin 3xy e c c x x c c x x        

เมื่อ 
1 2 3 4

0, 7c c c c      จะไดผลเฉลยเฉพาะตามโจทยคือ 

5 4 cos2xy xe x    
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เมื่อเราสามารถหาสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธุ จากผลเฉลยเฉพาะไดแลวน้ันเราสามารถ

นําวิธีการที่กลาวมาขางตนน้ันไปหาผลเฉลย p
y  โดยมีข้ันตอนวิธีการดังตอไปน้ี  

สมการ 

(7)  ( ) ( )P D y g x  

 ใหรากของสมการชวย ( ) 0P r   คือ 

  
1 2
, ,...,

n
r r r r  

 ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (7) คือ 

(8)  p c
y y y   

 สมมติวาฟงกชัน ( )g x  เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงเสนแบบเอกพันธุ 

(9)  
1
( ) ( ) 0P D g x   

 มีรากของสมการชวยของสมการ (9) เปน 

  
1 2
, ,...

k
R R R R  ( หา R  ไดเหมือนกับตัวอยาง 6.1-6.3 ที่ผานมา ) 

 พิจารณาสมการ  

(10)  
1
( ) ( ) 0P D P D y   

 จะพบวาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (10) น้ันจะประกอบดวย 
c
y  ของสมการ (8) โดยสมมติ

ใหผลเฉลยทั่วไปของสมการ (10) คือ 

  
c r

y y y   

 และผลเฉลยเฉพาะ ( p
y ) ของสมการ (7) ตองสอดคลองกับสมการ (10) ดวย เพราะวา 

  
1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 0P D P D y P D g x   เน่ืองจาก ( ) ( )

p
P D y g x  

 และถา ( )( ) ( )
c r

P D y y g x   แลว ( ) ( )
r

P D y g x  เน่ืองจาก ( ) 0
c

P D y   

 ดังน้ันแสดงวา r p
y y  เมื่อกําหนดสมัประสทิธ์ิใน 

r
y  ซึ่งการกําหนดสมัประสิทธ์ิดังกลาวทํา

ไดดังตัวอยางตอไปน้ี (วีระศักด์ิ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 158) 

 

ขอสังเกต 6.1 

 การหาผลเฉลยเฉพาะโดยวิธีเทียบสมัประสิทธ์ิน้ีจะทําไดก็ตอเมื่อ ฟงกชัน ( )g x  ตองอยูในรูป

ผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงเสนแบบเอกพันธุที่มีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัวเทาน้ัน 
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ตัวอยาง 6.4  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(11)  2( 4 3) 2 2xD D y e     

วิธีทํา รากของสมการชวยของสมการ (11) คือ 1,3r   

 จะได 3
1 2
x x

c
y c e c e   

 และจากสมการ (11) น้ัน ( ) 2 2xg x e   

 มากจาก 1,0R    

 เปนผลเฉลยของสมการ  
( 1) 0D D y   

 พิจารณาสมการ 

  2( 1)( 4 3) 0D D D D y     

 ซึ่งมผีลเฉลยทั่วไปคือ  

  3
1 2 3 4
x x xy c e c e c c e     

 โดยที่ 3
1 2
x x

c
y c e c e   ดังน้ัน  

  3 4
x

r
y c c e   

 เพื่อหาสัมประสิทธ์ิ 
3 4
,c c  เรากําหนด 

  
3 4

x
p r
y y c c e    

 และเพือ่ใหสอดคลองกับสมการ (11) 

  4
2

4

x
p

x
p

Dy c e

D y c e





 


  

 แทนคาในสมการ (11) จะได 

  4 4 3 4

4 4 3 4

4 3( ) 2 2

4 3 3 2 2

x x x x

x x x x

c e c e c c e e

c e c e c c e e

   

   

    

    
 

(12)        4 3
8 3 2 2x xc e c e     

 เน่ืองจากสมการ (12) เปนเอกลักษณและฟงกชัน ,1xe  เปนอสิระเชิงเสนกัน เราสามารถ

เทียบสัมประสิทธ์ิได ดังน้ี 

4

3

8 2

3 2

c

c


 

 

 น่ันคือ 
4 3

1 2
,
4 3

c c     
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 จะได 
2 1

3 4
x

p
y e   

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (11) คือ 3
1 2

2 1

3 4
x x xy c e c e e     

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (11) ดังภาพที่ 6.1 

 
 

ภาพท่ี 6.1  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2( 4 3) 2 2xD D y e     โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 6.5  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  

(13)  3 2( ) 4 3x xD D y e e    

เมื่อกําหนดเงื่อนไข (0) 0, (0) 1y y    และ (0) 2y    

วิธีทํา รากของสมการชวยของสมการ (13)  

คือ 0,1, 1r    

 และจากสมการ (13) น้ัน 2( ) 4 3x xg x e e   

จะได 1,2R    
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1 2 3
x x

c
y c c e c e    

2
4 5

x x
p
y c xe c e   

 และเพือ่ใหสอดคลองกับสมการ (13) 

  

2
4 5

2 2
4 5

2
4 5

3 2
4 5

2
4 5

( ) 2

( ) 4

( 2 ) 4

( 2 ) 8

( 3 ) 8

]
]

]
]

x x x
p

x x x x
p

x x x

x x x x
p

x x x

Dy c xe e c e

D y c xe e e c e

c xe e c e

D y c xe e e c e

c xe e c e

 

  

 

  

 

   

   

  

    

   

  

 แทนคาในสมการ (13) จะได 

  
2 2 2

4 5 4 5

2 2 2
4 4 5 4 4 5

( 3 ) 8 ( ) 2 4 3

3 8 2 4 3 ]
x x x x x x x x

x x x x x x x x

c xe e c e c xe e c e e e

c xe c e c e c xe c e c e e e

    

    

        

       
 

 หรือ 

(14)         2 2
4 5

2 6 4 3x x x xc e c e e e     

 เน่ืองจากสมการ (14) เปนเอกลักษณและฟงกชัน 2,x xe e  เปนอสิระเชิงเสนกัน เราสามารถ

เทียบสัมประสิทธ์ิได ดังน้ี 

4

5

2 4

6 3

c

c




 

 น่ันคือ 
4 3

1
2,

2
c c    

 ฉะน้ัน 21
2

2
x x

p
y xe e   

ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (13) คือ c p
y y y   

(15)  2
1 2 3

1
2

2
x x x xy c c e c e xe e       

ตอไปหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (13 ) การหาคา 
1 2 3
, ,c c c  เราหาอนุพันธสมการ (14) ได 

(16)  2
2 3

2 2x x x x xy c e c e xe e e        
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 และ 

(17)  2
2 3

2 4 2x x x x xy c e c e xe e e         

จากเงื่อนไข (0) 0, (0) 1y y    และ (0) 2y    แทนในสมการ (15), (16) และ (17) 

ได 

1 2 3

2 3

2 3

1
0

2
3 0

2 0

c c c

c c

c c

   

  

  
 

และแกระบบสมการขางตนได 

1

2

3

9
2

0

4

c

c

c






 

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (13) คือ 29 1
4 2

2 2
x x xy e xe e      

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (13) ดังภาพที่ 6.2 

 
 

ภาพท่ี 6.2  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ 3 2( ) 4 3x xD D y e e    โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 6.6  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(18)  2( 4) sin2D y x x    

วิธีทํา รากของสมการชวยของสมการ (17)  

คือ 2r i   

 และจากสมการ (17) น้ัน ( ) sin2g x x x   

จะได 2 ,0,0R i   

1 2
cos2 sin2

c
y c x c x   

3 4 5 6
cos2 sin2

p
y c c x c x x c x x     

และเพือ่ใหสอดคลองกับสมการ (17) 

  4 5 6

2
5 5 6 6

( 2 sin2 cos2 ) (2 cos2 sin2 )

4 sin2 4 cos2 4 cos2 4 sin2 }
p

p

Dy c c x x x c x x x

D y c x c x x c x x c x

     

    
  

 แทนคาในสมการ (17) จะได 2( 4) sin2D y x x    

  5 5 6 6

3 4 5 6

( 4 sin2 4 cos2 4 cos2 4 sin2 )

4( cos2 sin2 ) sin2

c x c x x c x x c x

c c x c x x c x x x x

   
     

 

 หรือ 

     3 4 6 5 6 6
4 4 (4 4 )sin2 4 sin2 4 cos2 sin2c c x c c x c x x c x x x x        

 เน่ืองจากสมการ น้ีเปนเอกลักษณและฟงกชัน 1, , sin2 , sin2 ,cos2 , cos2x x x x x x x  เปน

อิสระเชิงเสนกัน เราสามารถเทียบสัมประสทิธ์ิได ดังน้ี 

3

4

6 5

6

6

0

4 1

4 4 1

4 0

4 0

c

c

c c

c

c




 
 



 

 น่ันคือ 
4 6

1 1
,
4 4

c c     

 ฉะน้ัน 
1 1

cos2
4 4p

y x x x   

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (17)  คือ 
1 2

1 1
cos2 sin2 cos2

4 4
y c x c x x x x     
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6.2 การหาผลเฉลยดวยวิธีแปรตัวพารามิเตอร 

 เน่ืองจากการหา p
y  โดยวิธีเทียบสัมประสิทธ์ิของสมการ ( ) ( )P D y g x  ไมสามารถใชได

กับกรณีที่ฟงกชัน ( )g x  มีรูปแบบอื่น ๆ เชน 1sec , tan ,cosx x x  หรืออื่น ๆ แตวิธีการหา p
y  โดย

การแปรตัวพารามเิตอร น้ันจะสามารถแกปญหาน้ีได และเปนวิธีใชไดกับฟงกชันทุกรูปแบบ  

 วิธีการหารผลเฉลย p
y  ดวยวิธีการแปรตัวพารามิเตอรน้ันคือการใชผลเฉลย 

c
y  ที่หาไดมา

กําหนดเปน p
y  โดยเปลี่ยนตัวคงคาเปนตัวแปร จึงเรียกการหาผลเฉลยแบบน้ีวาวิธีแปรตัวพารามเิตอร 

เพื่อใหงายตอการทําความเขาใจพจิารณาสมการอันดับสอง (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 166-167) 

(19)  
0 1 2
( ) ( ) ( ) ( )a x y a x y a x y g x     

สมมติวาเราทราบผลเฉลย 
c
y  คือ  

(20)  
1 1 2 2

( ) ( ) ( )
c
y x c y x c y x   

พิจารณาให 

(21)   1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p
y x u x y x u x y x   

โดยที่ 
1
( )u x  และ 

2
( )u x  เปนฟงกชันที่ตองกําหนดเพือ่ให p

y  เปนผลเฉลยของสมการ (19) 

เพื่อความสะดวกจึงกําหนดให ( )y x y  และ ( )
i i
u x u  สําหรบั 1,2i   

ดังน้ันจากสมการ (21) ได 

(22)   
1 1 2 2py u y u y   

หาอนุพันธสมการ (22) ได 

(23)   
1 1 1 1 2 2 2 2py u y u y u y u y         

 

 เน่ืองจากสมการน้ันเกี่ยวของกับฟงกชันไมทราบคา 2 ฟงกชันคือ 
1
u  และ 

2
u  แตเรามีเพียง

เงื่อนไขเดียวคือ 
py  ที่ตองสอดคลองกับสมการ (19) ดังน้ันเราจึงตองหาอีกเงือ่นไขหน่ึงเพื่อแกปญหาน้ี

และตองหาอนุพันธสมการ (23) อีกครั้งเพื่อแทนในสมการ (19) ซึ่งจะทําใหปรากฏพจน
 
1 1
u y  และ 

2 2
u y  เปนเหตุใหเราไมสามารถหา 

1
u  และ 

2
u  ได เราจึงกําหนดเงือ่นไขให  

(24)  1 1 2 2
0u y u y    
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จากน้ันหาอนุพันธสมการ (23) ได 

(25)  
1 1 2 2 1 1 2 2py u y u y u y u y           

แทนคา ,p py y   และ 
py   ในสมการ (19) ได 

   
 

0 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2

2 1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )}
a x u y u y u y u y a x u y u y u y u y

a x u y u y g x

               

  
 

เพื่อความสะดวกจึงกําหนดให ( )a x a  ได  

        
   

 
0 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2

2 1 1 2 2
( )}

a u y u y u y u y a u y u y u y u y

a u y u y g x

               

  
 

หรือ  

(26)      
1 0 1 1 1 2 1 2 0 2 1 2 2 2 0 1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )u a y a y a y u a y a y a y a u y u y g x                

 แต 
1
u  และ 

2
u  เปนผลเฉลยของ 

0 1 2
0a y a y a y      

 ดังน้ันจากสมการ (26) จะเหลือเพียง 

  
0 1 1 2 2
( ) ( )a u y u y g x      

หรือ 

(27)      
1 1 2 2

0

( )
( )
g x

u y u y
a x

      

จากสมการ (24) และสมการ (27) เราสามารถหา 
1
u  และ 

2
u  ไดเพราะวา  

1 2

1 2

0
y y

y y


 
 

เน่ืองจาก 
1
y  และ 

2
y  เปนอสิระเชิงเสนกันและใชหลักเกณฑของคราเมอรจะได 

2

2
0

1

1 2

1 2

0

( )
( )

y

g x
y

a x
u

y y

y y



 

 
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และ  

 

1

1
0

2

1 2

1 2

0

( )
( )

y

g x
y

a x
u

y y

y y



 

 

 

หรือ  

( )
, 1,2

( )
i

i

W x
u i

W x
    

โดยที่ ( )W x  คือรอนสเกียนของ 
1
y  และ 

2
y  และ ( )

i
W x  คือดีเทอรมิแนนตที่ไดจาก 

( )W x  โดยแทนหลักที่

 

i  ดวย 
0

( )
0,

( )

t

g x
a x

 
 
   

 จากน้ันหาปริพันธของ 
1
u   และ 

2
u   จะได 

1
u  และ 

2
u  

ดังจะแสดงในตัวอยางตอไปน้ี (วีระศักด์ิ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 167-169) 

 

ตัวอยาง 6.7  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(28)  2( 1) secD y x   

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  
1 2
cos sin

c
y c x c x   

 ดังน้ันให 

(29)  
1 2( ) ( )cos ( )sinpy x u x x u x x   

 ให 
1 1
( )u x u  และ 2 2

( )u x u  และหาอนุพันธสมการ (29) ได 

  
1 1 2 2( ) sin cos cos sinpy x u x u x u x u x        

 หรือ 

(30)  
1 2 1 2( ) sin cos cos sinpy x u x u x u x u x        

 กําหนดเงื่อนไขให 
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(31)  
1 2
cos sin 0u x u x    

 ได 

(32)  
1 2( ) sin cospy x u x u x     

 หาอนุพันธสมการ (32) ได 

(33)  
1 1 2 2( ) cos sin sin cospy x u x u x u x u x        

 นํา ( )py x  และ ( )py x  จากสมการ (29) และ (33) แทนในสมการ (28) ได 

1 1 2 2 1 2
cos sin sin cos ( )cos ( )sin secu x u x u x u x u x x u x x x       

หรือ 

(34)  
1 2
sin cos secu x u x x     

หา 
1
u   และ 

2
u   จากสมการ (31) และสมการ (34) โดยหลักเกณฑคราเมอรได 

 

1

0 sin

sec cos

cos sin

sin cos

x

x x
u

x x

x x

 



   และ  2

cos 0

sin sec

cos sin

sin cos

x

x x
u

x x

x x


 



 

  
1

sin secu x x     และ 
2

1u    

 หาปรพิันธได 

  
1

sin secu x x dx    และ 
2

1u dx   

  
1

ln cosu x     และ 
2
u x  

 แทนคา 
1
u  และ 

2
u  ในสมการ (29) ได 

  (ln cos )cos sin
p
y x x x x   
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ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (28) คือ 
1 2
cos sin (ln cos )cos siny c x c x x x x x     

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (28) ดังภาพที่ 6.3 

 

 

ภาพท่ี 6.3  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2( 1) secD y x   โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 6.8  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(35)  2 1
( 3 2)

1 x
D D y

e
  


 

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  2
1 2
x x

c
y c e c e   

 ดังน้ันให 

(36)  2
1 2

( ) ( ) ( )x x
p
y x u x e u x e   

 ให 
1 1
( )u x u  และ 2 2

( )u x u  และหาอนุพันธสมการ (36) ได 
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  2 2
1 1 2 2

( ) 2x x x x
p
y x u e u e u e u e       

 หรือ 

(37)  2 2
1 2 1 2

( ) 2x x x x
p
y x u e u e u e u e       

 กําหนดเงื่อนไขให 

(38)  2
1 2

0x xu e u e    

 ได 

(39)  2
1 2

( ) 2x x
p
y x u e u e    

 หาอนุพันธสมการ (39) ได 

(40)  2 2
1 1 2 2

( ) 4 2x x x x
p
y x u e u e u e u e       

 นํา ( ), ( )p py x y x  และ ( )py x  จากสมการ (36), (39) และ (40) แทนในสมการ (35) ได 

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2
1 2

4 2 3( 2 )

1
2( )

1
]

x x x x x x

x x

x

u e u e u e u e u e u e

u e u e
e

     

  


 

หรือ 

(41)              2
1 2

1
2

1
x x

x
u e u e

e
  


 

หา 
1
u   และ 

2
u   จากสมการ (38) และสมการ (41) โดยหลักเกณฑคราเมอรได 

 
2

1 2
2 1

1 32

2

0

(1 ) 2 (1 )

2

x

x x
x x

xx x

x x

e

e e e e
u

ee e

e e

          

และ  
1

1

2 32

2

0

(1 ) (1 )

2

x

x x
x x

xx x

x x

e

e e e e
u

ee e

e e

        
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 หรือ 

  1 1

x

x

e
u

e





 


   และ 
2

2 1

x

x

e
u

e




 


 

 หาปรพิันธได 

  1 1

x

x

e
u dx

e






 


  และ 

2

2 1

x

x

e
u dx

e




 


 

  
1

ln 1 xu e    และ 
2

ln 1x xu e e     

 แทนคา 
1
u  และ 

2
u  ในสมการ (36) ได 

  2( ) ln 1 ln 1x x x x x
p
y x e e e e e       

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปสมการ (28) คือ 
2 2

1 2
ln 1 ln 1x x x x x x xy c e c e e e e e e         

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (35) ดังภาพที่ 6.4 

 

ภาพท่ี 6.4  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 1
( 3 2)

1 x
D D y

e
  


 โดยใช Wolfram Alpha 
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 จากตัวอยาง 6.7 และ 6.8 ที่ผานมาน้ันเปนการหาผลเฉลย 
py  ดวยวิธีแปรตัวพารามิเตอร 

สําหรับสมการเชิงอนุพันธอันดับทีส่องเทาน้ัน สําหรับกรณีสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  เราสามารถทํา

ไดโดยวิธีเดียวกันดังน้ี 

จากสมการเชิงเสน 

  1
0 1 1

( ) ( )n n
n n

a D a D a D a y g x


       

สมมติวา  

  
1 1 2 2
( ) ( ) ( )

c n n
y c y x c y x c y x     

และ  

  
1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p n ny u x y x u x y x u x y x     

กําหนดเงื่อนไข 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

( 2) ( 2) ( 2)
1 1 2 2

( 1) ( 1) ( 1)
0 1 1 2 2

0

0

0

0

( ) ( )

]
]
]
]
]

n n

n n

n n

n n n
n n

n n n
n n

u y u y u y

u y u y u y

u y u y u y

u y u y u y

a u y u y u y g x

  

  

       

          

          

     

       

 
 

 

 ซึ่งจากระบบสมการ n  สมการ เราสามารถแกสมการเน่ืองจากรอนสเกียนของ 
1 2
, ,...,

n
y y y  

ไมเปนศูนย โดยหลักเกณฑคราเมอรได  

 
( )

( ) , 1,2,...,
( )
i

i

W x
u x i n

W x
    

โดยที่ ( )W x  คือรอนสเกียนของ 
1 2
, ,...,

n
y y y และ ( )

i
W x  คือดีเทอรมิแนนตที่ไดจาก 

( )W x  โดยแทนหลักที่

 

i  ดวย 
0

( )
0,0,...,0,

( )

t
g x
a x

 
 
   

 จากน้ันหาปริพันธของ ( )
i
u x  จะได ( )

i
u x  
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ตัวอยาง 6.9  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(42)  3( )D D y x   

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  
1 2 3

x x
c
y c c e c e    

 ดังน้ันให 

(43)  
1 2 3
( ) ( ) ( )x x

p
y u x u x e u x e    

 ให 
1 1 2 2
( ) , ( )u x u u x u   และ 3 3

( )u x u  และหาอนุพันธสมการ (43) ได 

  
1 2 2 3 3

( ) x x x x
p
y x u u e u e u e u e          

 หรือ 

(44)  
1 2 3 2 3

( ) x x x x
p
y x u u e u e u e u e          

 กําหนดเงื่อนไขให 

(45)  
1 2 3

0x xu u e u e      

 ได 

(46)  
2 3

( ) x x
p
y x u e u e    

 หาอนุพันธสมการ (46) ได 

(47)  
2 2 3 3

( ) x x x x
p
y x u e u e u e u e        

 หรือ 

  
2 3 2 3

( ) x x x x
p
y x u e u e u e u e        

 กําหนดเงื่อนไขให 

(48)  
2 3

0x xu e u e    
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 ได 

(49)  
2 3

( ) x x
p
y x u e u e    

 หาอนุพันธสมการ (49) ได 

(50)  
2 2 3 3( ) x x x x

py x u e u e u e u e        

 นํา ( )py x  และ ( )
p
y x  จากสมการ (46) และ (50) แทนในสมการ (42) ได 

(51)  
2 3
x xu e u e x    

หา 
1 2
,u u   และ 

3
u   จากสมการ (45) , (48) และ (51) โดยหลักเกณฑคราเมอรได 

1

0

0

2
21

0

0

x x

x x

x x

x x

x x

x x

e e

e e

x e e x
u x

e e

e e

e e















    



  

2

1 0

0 0

0

21

0

0

x

x

x
x

x x

x x

x x

e

e

x e xe
u

e e

e e

e e





 









  



 

3

1 0

0 0

0

21

0

0

x

x

x
x

x x

x x

x x

e

e

e x xe
u

e e

e e

e e







  


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 หาปรพิันธได 

  2
1

1
2

u x dx x       

  
2

1
( )

2 2

x
x xxe

u dx xe e


      

  
3

1
( )

2 2

x
x xxe

u dx xe e    

 

 แทนคา 
1 2
,u u  และ 

3
u  ในสมการ (43) ได 

  21 1 1
( ) ( )

2 2 2
x x x x x x

py x e xe e e xe e          

 หรือ 

  21
1

2py x    

 แตเน่ืองจาก 1  เปนคาคงตัวที่อยูใน 
c
y  แลวดังน้ัน  

  21
2py x   

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปสมการ (42) คือ 2
1 2 3

1
2

x xy c c e c e x     

 

6.3 การหาผลเฉลยโดยใชตัวดําเนินการผกผนั 

 สําหรับสมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนไมเอกพันธุที่มีสมัประสิทธ์ิเปนคาคงตัวที่มีอันดับสงูๆ 

น้ันการหา 
py  โดยวิธีแปรตัวพารามิเตอรที่ผานมาน้ันจะยุงยากมาก เพราะวาในการหา ( )

i
u x  โดยใช

หลักเกณฑของคราเมอร จะตองหาดีเทอรมิแนนตที่มีมิติมากตามไปดวย ดังน้ันการหาผลเฉลยโดยใช

ตัวดําเนินการผกผันจึงถูกนํามาใชเพื่อใหงายข้ึน 

ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ D  เปนการหาอนุพันธของฟงกชันเชน 
2

2 2
dx

Dx x
dx

 

x
x xde

De e
dx

   หรือ sin (sin ) cos
d

D x x x
dx

   พิจารณาในรปูแบบของการสงคาจะได 
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2 2

sin cos

x x

x x

e e

x x

 

 

ภาพท่ี 6.5  แสดงการสงคาของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ D  

 

 หากพิจารณายอนกลับจะไดวา 22x dx x c  , x xe dx e c   และ

cos sinx dx x c   เมื่อเราไมคํานึงถึงตัวคงคาของปริพันธจะไดวา 22x dx x , 

x xe dx e  และ cos sinx dx x  สําหรบัการหาปริพันธของฟงกชัน ( ) 2f x x  ที่ไมเอาคา

คงตัวเราจะใชสัญลักษณแทนดวย 1
D

 น้ันคือ 21
(2 ) 2x x dx x

D
  , 1 ( )x x xe e dx e

D
   

และ 1 (cos ) cos sinx x dx x
D

   จากความหมายตัวดําเนินการ D  และ 1
D

 จะไดวา D  

และ 1
D

 เปนตัวดําเนินการผกผันซึง่กันและกัน ซึ่งแสดงไดดังภาพที่ 6.6 

 

 
2 2

sin cos

x x

x x

e e

x x

 

 

 

 

ภาพท่ี 6.6  แสดงการสงคาของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ D  และ 1
D

 

 สมการเชิงอนุพันธสามญัเชิงเสนไมเอกพันธุทีม่ีสมัประสิทธ์ิเปนคาคงตัว ( ) ( )P D y g x  

เมื่อ 1
0 1 1

( ) n n
n n

P D a D a D a D a


      เราสามารถหาผลเฉลยเฉพาะ 
py  ของสมการ

( ) ( )P D y g x  โดยวิธีการดังตอไปน้ี (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 127) 
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 ในการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  

(52)  ( ) ( )P D y g x  

 สามารถเขียนไดวา 

(53)  
1

( )
( )p

y g x
P D

  

 โดยที่ 
1
( )P D

 น้ันเปนตัวดําเนินการผกผันของ ( )P D  ซึ่งมีสมบัติวา 

(54)  
1

( ) ( ) ( )
( )

P D g x g x
P D

  

 ดังน้ันจากสมการ (53) ถาเอาตัวดําเนินการ ( )P D  กระทําทางซายจะได 

  
1

( ) ( ) ( )
( )

( )

p
P D y P D g x

P D
g x




 

 
 
 บทนิยาม 6.1 

  1
0 1 1

( ) n n
n n

P D a D a D a D a


      เปนพหุนามของตัวดําเนินการ 

อนุพันธและ 
0 1
, ,...,

n
a a a  เปนคาคงตัว ถา 

1
( ) ( ) ( )

( )
P D g x g x

P D
  เรียก

1
( )P D

 วา

เปนตัวดําเนินการผกผัน ของตัวดําเนินการ ( )P D  

 

 

ตัวอยางเชน ให 2( ) 4P D D    

จะไดวา  
2 2 2 2( )( ) ( 4)( ) 2 4P D x D x x     

2( )( ) ( 4)( ) 5x x xP D e D e e    
2( )(sin ) ( 4)(sin ) 3 sinP D x D x x    
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2 22 4

5

sin 3 sin

x x

x x

e e

x x



 

 

 

 

ภาพท่ี 6.7  แสดงการสงคาของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ ( )P D และ 
1
( )P D

 

 

ตัวอยาง 6.10  กําหนดให ( ) 1P D D   จงหาคาของ 21
( )

( )
xe

P D
 

วิธีทํา สมมติให 2( 1) xD y e   

 หรือ 2xdy
y e

dx
   

 จะไดวา 2 3 3 21 1
3 3

x x x x x x x xy e e e dx e e dx e e e  
         

 

ดังน้ัน  2 21 1
( )

( ) 3
x xe e

P D
  

ถาเราหา 
1
( )P D

 กับฟงกชันเชน 
1 1 1

, ( ), (sin )
( ) ( ) ( )

n axx e ax
P D P D P D

 จะทําใหเรา

สามารถหา 
py  ของสมการ ( ) ( )P D y g x  ไดโดยใชสมบัติของ 

1
( )P D

 ที่สําคัญตอไปน้ี 

(จินดา อาจริยะกลุ, 2540 : 206) 

 

สมบัติของตัวดําเนินการผกผัน 

 1. 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
c g x c g x c g x c g x

P D P D P D
       

    เมื่อ 
1 2
( ), ( )g x g x  เปนฟงกชันและ 

1 2
,c c  เปนคาคงตัว 
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 2. 1
( ) ( )ax axg x e e g x dx

D a
 


 

 3. 
1 2 1 2

1 1 1
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
g x g x

P D P D P D P D

 
     

 

                        2 1

2 1

1 1
( )

( ) ( )

1
( )

( ) ( )
]

g x
P D P D

g x
P D P D

 
   
  



 

 4. 
1

( ) ( ) ; 1,2, 3,...
( )

ax ax

n
n

g x e e g x dx n
D a

  
    

 

 จากสมบัติของตัวดําเนินการทั้ง 4 ขอที่กลาวมาขางตนน้ันเปนที่เพียงพอทีเ่ราจะสามารถหา

ผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธโดยใชตัวดําเนินการผกผันดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 6.11  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(55)  
2( 4) xD y e   

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  4
1

x
c
y c e  

 สมการ (55) สามารถเขียนในรปูตัวดําเนินการผกผัน ได 

  

2

4 4 2

4 2

4 2

2

1
4

1
2

1
2

}
}

}
}

x
p

x x x

x x

x x

x

y e
D

e e e dx

e e dx

e e

e










 

 

      

 

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (55) ค ือ 4 2
1

1
2

x xy c e e   
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (55) ดังภาพที่ 6.8 

 
 

ภาพท่ี 6.8  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2( 4) xD y e   โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 6.12  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(56)  
2( ) sinD D y x   

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา 
1 2

x
c
y c c e   

 สมการ (56) สามารถเขียนในรปูตัวดําเนินการผกผัน ได 

2

1
sin

1
sin

( 1)

1 1
sin

( 1)

1
sin

( 1)

1
( cos )

( 1)

cos }

}
}
}

p

x x

y x
D D

x
D D

x
D D

x dx
D

x
D

e e x dx







 
     

    

 


  
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1
( sin cos )
2

cos sin
2
}

x x xe e x e x

x x

   




 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (56) ค ือ 
1 2

cos sin
2

x x x
y c c e


    

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (56) ดังภาพที่ 6.9 

 

ภาพท่ี 6.9  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2( ) sinD D y x   โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 6.13  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(57)  
2 5( 4 3) xD D y e    

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  3
1 2
x x

c
y c e c e   

 สมการ (57) สามารถเขียนในรปูตัวดําเนินการผกผัน ได 

5

2

5

1

4 3
1

( 3)( 1)
}

x
p

x

y e
D D

e
D D


 


 
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5

5

4

4

5

3 3 5

3 2

3 2

5

1 1
( 3) ( 1)
1

( 3)

1
( 3)

1 1
( 3) 4
1 1

( 3) 4

1
4
1
4
1 1
4 2

1
8

}

}
}

}
}
}

}

x

x x x

x x

x x

x

x x x

x x

x x

x

e
D D

e e e dx
D

e e dx
D

e e
D

e
D

e e e dx

e e dx

e e

e





 
     
    

    
       

       

 

 

      


 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (57) ค ือ 3 5
1 2

1
8

x x xy c e c e e    

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (57) ดังภาพที่ 6.10 

 

ภาพท่ี 6.10  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 5( 4 3) xD D y e    โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 6.14  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(58)  
3 4( 2) xD y e   

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  2 2 2 2
1 2 3

x x x
c
y c e c xe c x e    

 สมการ (58) สามารถเขียนในรปูตัวดําเนินการผกผัน ได 

  

4

3

2 2 4

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

4

1

( 2)

1
2

1
2
1 1
2 2
1
4
1 1
4 2

1
8

}
}

}
}

}

x
p

x x x

x x

x x

x x

x x

x x

x x

x

y e
D

e e e dxdxdx

e e dxdxdx

e e dxdx

e e dxdx

e e dx

e e dx

e e

e






 

 

 

 

 

 

      

  

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (58) ค ือ 2 2 2 2 4
1 2 3

1
8

x x x xy c e c xe c x e e     

 

 การหาคาของ 
1

( )
( )

g x
P D

 น้ันสามารถทําไดโดยการแยก 
1
( )P D

 ออกเปนผลบวกของ

เศษสวนยอยของตัวดําเนินการผกผันเชน  

  

5

2

5

5

1

4 3
1

( 3)( 1)

1 1 1 1
2 ( 3) 2 ( 1)

}
}

x
p

x

x

y e
D D

e
D D

e
D D


 


 

                     
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5 5

3 3 5 5

5 5

5

1 1 1 1
2 ( 3) 2 ( 1)

1 1
2 2
1 1
4 8
1
8

}
}

}

}x x

x x x x x x

x x

x

e e
D D

e e e dx e e e dx

e e

e

 

                

  

 



 

 

ตัวอยาง 6.15  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(59)  
2 3( 2) xD D y e    

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  2
1 2
x x

c
y c e c e   

 สมการ (59) สามารถเขียนในรปูตัวดําเนินการผกผัน ได 

3

2

3

1

2
1

( 2)( 1)
}

x
p

x

y e
D D

e
D D






 


 

 

 และจากการแยกเศษสวนยอย ได 

  1 1 1 1 1
( 2)( 1) 3 ( 2) 3 ( 1)D D D D

                   
 

 ดังน้ัน 

3

3 3

3 3 3 3

1 1 1 1
3 ( 2) 3 ( 1)

1 1 1 1
3 ( 3) 3 ( 1)

1 1
3 3

}

}
}

x
p

x x

x x x x x x

y e
D D

e e
D D

e e e dx e e e dx



 

  

                      
                 

   
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3 3

3

1 1
3 12
1
4

}
}
x x

x

e e

e

 



 



 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (59) ค ือ 2 3
1 2

1
4

x x xy c e c e e     

6.4 การหาคาของ 1
( )

( )
g x

P D
 เม่ือ ( )g x  มีรูปแบบเฉพาะ  

ในหัวขอน้ีจะศึกษาเฉพาะกรณีที่ ( )g x  เปนการรวมเชิงเสนของฟงกชันที่มรีูปแบบเฉพาะ

ดังตอไปน้ี (ศิวิไล ถนอมสวย และสุรางค สโีท, 2541 : 187) 

 1. พหุนาม 21, , ,..., nx x x  

 2. เอกซโพเนนเชียลฟงกชัน axe  เมื่อ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 3. ฟงกชัน sin ,cosax bx  เมื่อ ,a b  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 4. ผลคูณของฟงกชันในขอ 1, 2 และ 3 

เชน 2 2( ) 1 , ( ) sin 3xP D y x x P D y xe x      ซึ่งจะทําการหาผลเฉลยโดย

แบงเปนกรณีไดดังตอไปน้ี  

กรณีท่ี1  การหาคา 
1

( )
( )

g x
P D

 เมื่อ ( )g x ปนฟงกชันพหุนาม 

 เมื่อ ( )P D  เปนตัวดําเนินการทีม่ีสัมประสทิธ์ิเปนคาคงตัวการหาคาของ 
1
( )

nx
P D

 คือการ

หาฟงกชัน ( )G x  ที่ทําให ( ) ( ) nP D G x x  (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 137-139) 

 

 

 

2

?

?

? n

x

x

x

   

 

 

ภาพท่ี 6.11  แสดงตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ D  และ 1
D

 ของ ( )g x  ที่เปนฟงกชันพหุนาม 
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 กอนที่จะพิจารณาในลักษณะพจนทั่วไปน้ันใหศึกษาจาก ( ) 4P D D   ดังภาพตอไปน้ี 

 

 

 

2 2

1
4

1
4

}
x x

D

x x
D





 

 

 

 

ภาพท่ี 6.12  แสดงตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ 4D  และ 1
4D 

 ของ ( )g x  ที่เปนฟงกชันพหุนาม 

การหา 1
4
x

D 
 พิจารณาดังน้ี 

เพราะวา ( 4) 1 4D x x    และ 1
( 4) 1

4
D

       
  

ดังน้ัน 1
( 4) (1 4 ) ( 1) 4

4
D x x x

            
 

ซึ่งจะไดวา 1 1
( 4)

4 4
D x x

               
 น่ันคือ 1 1 1

4 4 4
x x

D

        
 

การหา 21
4
x

D 
 พิจารณาดังน้ี 

เพราะวา 2 2( 4) 2 4D x x x    และ 2 1
( 4) 2

4 2
x

D x
       

  

และ 
2

2 1
( 4)

24
D

       
 

ดังน้ัน 2 2 2

2

2 2 1 1
( 4) (2 4 ) ( 2 ) 4

4 2 24

x
D x x x x x

                        
 

ซึ่งจะไดวา 2 2

2

1 2 2
( 4)

4 4 4

x
D x x

                     
  

น่ันคือ 2 2

2

1 1 2 2
4 4 4 4

x
x x

D

         
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การหา 31
4
x

D 
 พิจารณาดังน้ี 

เพราะวา  3 2 3( 4) 3 4D x x x    

           

2 2

2 2

3 2

3 (3)(2)
( 4) 3

4 4

(3)(2) (3)(2) (3)(2)
( 4)

44 4

(3)(2)(1) (3)(2)(1)
( 4)

4 4

}
}

}

D x x x

D x x

D

       
       
       

  

เพราะฉะน้ัน 

 

3 2 2 3 2

2 3

2 2

3

3 (3)(2) (3)(2)(1) (3)(2)
( 4) (3 4 ) 3

4 44 4

(3)(2) (3)(2) (3)(2)(1)
44 4

4

}
}

D x x x x x x x

x

x

                    
                 

 

  

 น่ันคือ 3 3 2

2 2

1 3 (3)(2) (3)(2)(1)
4 4 4 4
x x x x

D
   


 

 หรือ 3 3 2

2 2

1 1 3 (3)(2) (3)(2)(1)
4 4 4 4 4
x x x x

D

          
 

 

ตอไปพิจารณากรณีที่ ( )P D D r   การหา mx  พิจารณาดังน้ี 

 

 

1 }m mx x
D r

 

 

 

 

ภาพท่ี 6.13  แสดงตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ D r  และ 1
D r

 ของ ( ) mg x x   
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1

1 2 1

2 3 2

2 2

1 1 2

1

( )

( 1)
( )

( 1) ( 1)( 2) ( 1)
( )

( 1)( 2)...3 2 1 ( 1)( 2)...3 2 1 ( 1)( 2)...3 2 1
( )

! ( 1)( 2)...3

}
}

}
}

}

m m m

m m m

m m m

m m m

m

D r x mx rx

m m m
D r x x rx

r r
m m m m m m m

D r x x x
rr r

m m m m m m m m m
D r x x

r r r
m m m m

r



  

  

  



  


  

   
  

           
  

 
 



2

1

2 1

! !
( )

}
}

m

m m

x
r

m m
D r

r r





 

  

 

บวกสมการขางตนเขาดวยกันจะได 

1 2

2 1

( 1) ( 1)( 2)...3 2 1 !
( ) m m m m

m m

m m m m m m m
D r x x x x rx

r r r r
 



                 


เพราะฉะน้ัน 

  1 2

2 1

1 ( 1) ( 1)( 2)...3 2 1 !m m m m

m m

m m m m m m m
rx x x x x

D r r r r r
 



    
      




และ  

1 2

2 1

0

1 1 ( 1) ( 1)( 2)...3 2 1 !
( )

1 !

( )!
}

m m m m

m m

m km

k
k

m m m m m m m
x x x x x

D r r r r r r

m x
r m k r

 






                       

       




 

จากทฤษฎีบททวินาม 21
1

1
x x

x
   


  และ 21

(1 )
1

x x
x

    


  

ดังน้ัน 
2

1 1 1 1
1

1

x x
x r r r r rx

r

                                                        

  

ในทํานองเดียวกัน  
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2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

1 1
1

1
1

1 1 1 1 1
1

}

m m

m m

m m

m m

m m

D D D D

D r r r r r r

D D D D
r r r r r

D D D D
r r r r r










                                                      

                

            

 

 

 }    

 

และ 

2 1

2 1

1 1 1 1 1 1m m m m m m m m

m m
x x Dx D x D x D x

D r r r r r r




                    
 

 

เพราะวา 1 0m mD x   และ 0, 0,1,2,...m i mD x i    

เพราะฉะน้ันเราทําการกระจาย 1
D r

 จนถึงพจนของ mD  เทาน้ันและจะไดวา 

2

2

1 2

2 2

0

1 1 1 1 1

1 ( 1) ( 1)( 2)...3 2 1 !

1 !

( )!

}
}

m m m m m m

m

m m m

m m

m km

k
k

x x Dx D x D x
D r r r r r

m m m m m m m
x x x x

r r r r r

m x

r m k r

 






                  

                      

       






 

ในทางปฏิบัติเราจะทําการหาคาของ 
1
( )P D

 โดยการต้ังหารยาวจนกระทัง่ไดกําลงัสงูสุดของ 

D  เทาน้ันระดับข้ันของพหุนาม ( )g x  ตัวอยางเชน ( ) mf x x  เมื่อ  

2
0 1 2

1
( )

m
m

A AD AD A D
P D

      

เพราะฉะน้ัน  

2
0 1 2

1
( )

( )
m m m

m
x A AD AD A D x

P D
       
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ตัวอยาง 6.16  จงหาผลเฉลยของสมการ 

(60)  2 4( 1) 3D y x    

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  1 2
x x

c
y c e c e   

 และ 2( ) 1P D D   พิจารณาคาของ 
2

1

1x 
 โดยการต้ังหารยาวดังตอไปน้ี 

2 4

2

2

2

2 4

4

4 6

1
1 1

1

x x
x

x

x

x x

x

x x

  
 







 

เพราะวาระดับข้ันของ 4( ) 3g x x   มีคาเทากับ 4 เพราะฉะน้ันผลหารของ 
2

1

1x 
  

ถึงพจนที่ 4x  ก็เพียงพอที่จะหา p
y  ได 

จาก 2 4

2

1
1

1
x x

x
   


 

 ดังน้ัน 2 4 4

2

1
( ) ( 1 )(3 )

1
g x D D x

D
    


 

 และ 
2

1
( )

1p
y g x

D



 

         

2 4 4

4 2 4 4 4

4 2

2 4

( 1 )(3 )

1(3 ) (3 ) (3 )

3 12 24

27 12

]
}

}

p
y D D x

x D x D x

x x

x x

    

      

    

   

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (60) ค ือ 2 4
1 2

27 12x xy ce c e x x      
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (60) ดังภาพที่ 6.14 

 
 

ภาพท่ี 6.14  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 4( 1) 3D y x    โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 6.17  จงหาผลเฉลยของสมการ 

(61)  2 3( 3 2) 1 3D D y x x      

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  2
1 2
x x

c
y ce c e   

 และ 2( ) 3 2P D D D    พิจารณาคาของ 
3

1

1 3x x 
  

โดยการต้ังหารยาวดังตอไปน้ี 
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2 3

2

2

2

2 3

2 3

2 3 4

3 4

3 4 5

1 3 7 15
2 4 8 16

2 3 1

3 1
1

2 2

3 1
2 2
3 9 3

2 4 4

7 3
4 4

7 21 7
4 8 8

15 7
8 8
15 45 15
8 16 16

}
}
}
}
}
}

x x x

x x

x x

x x

x x x

x x

x x x

x x

x x x

  

 

 



 



 



 

 

เพราะวาระดับข้ันของ 3( ) 1 3g x x x    มีคาเทากับ 3 เพราะฉะน้ันผลหารของ 
3

1

1 3x x 
 

ถึงพจนที่ 3x  ก็เพียงพอที่จะหา p
y  ไดจาก 

2 3

3

1 1 3 7 15
2 4 8 161 3

x x x
x x

    
 

  

ดังน้ัน 2 3 3

2

1 1 3 7 15
( ) ( )(1 3 )

2 4 8 163 2
g x D D D x x

D D
     

 
 

 
2

1
( )

3 2p
y g x

D D


 
 

2 3 3

3 3 2 3 3 3

1 3 7 15
( )(1 3 )
2 4 8 16

1 3 7 15
(1 3 ) (1 3 ) (1 3 ) (1 3 )
2 4 8 16

}
p
y D D D x x

x x D x x D x x D x x

     

           
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3 2

2 3

1 3 7 15
(1 3 ) (1 9 ) ( 18 ) ( 18)
2 4 8 16

125 61 27 3
4 4 4 2

}

}
x x x x

x x x

        

    

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (61) ค ือ 2 2 3
1 2

125 61 27 3
4 4 4 2

x xy c e c e x x x       

 

กรณีท่ี2  การหาคา 
1

( )
( )

g x
P D

 เมื่อ ( ) axg x e  

 ตัวอยางของสมการเชิงอนุพันธ ( ) ( )P D y g x  เมื่อ ( )g x  เปนฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 

เชน 2 3 2 3( 3 2) , ( 4) 2x x xD D y e D y e e       จากสมบัติตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ 

( )P D  ที่มีสัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัว 1
0 1 1

( ) n n
n n

P D a D a D a D a
     จะได 

1
0 1 1

1
0 1 1

1
0 1 1

( ) ( )

( )

]
]

]

ax n n ax
n n

n ax n ax ax ax
n n

n ax n ax ax ax
n n

ax

P D e a D a D a D a e

a D e a D e a De a e

a a e a a e a ae a e

P a e










     

      

      



 

 จากสมการ ( ) ( )ax axP D e P a e  ไดรูปแบบการสงของ ( )P D  ตามแผนภูมิดังตอไปน้ี 

 

 

 

2 2

(1)

(2)

( )

x x

x x

ax ax

e P e

e P e

e P a e

 

 

 

ภาพท่ี 6.15  แสดงการสงคาของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ ( )P D  

 

 

 

 



217 
 

จากบทนิยามของตัวดําเนินการผกผัน 
1
( )P D

 จะไดวา 

 

 

 

2 2

(1)

(2)

( )

x x

x x

ax ax

P e e

P e e

P a e e

 

 

 

ภาพท่ี 6.16  แสดงการสงคาของตัวดําเนินการผกผัน 
1
( )P D

 

สิ่งทีเ่ราสนใจตอไปก็คือ 
1
( )

xe
P D

 จะมรีูปแบบเปนอยางไร ซึ่งแนวทางในการหาคําตอบกจ็ะ

พิจารณาเมื่อ ( ) 0P a   จะไดวา 1
( ) ( )

( ) ( )

ax
ax axe

P D P a e e
P a P a

   เพราะฉะน้ัน 

1
( ) ( )

ax
ax e
e

P D P a
  เมื่อ ( ) 0P a   (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 142) 

 

ตัวอยาง 6.18  จงหาผลเฉลยของสมการ 

(62)  2 4( 4) xD y e   

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  
1 2
cos2 sin2

c
y c x c x   

 และ 2( ) 4P D D   

จะได 41
( )

x
p
y e

P D
   

 

4

4

1
( )

1
(4)
}

x

x

e
P D

e
P




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4

2

4

4 4

20

}
}

x

x

e

e






 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (62) ค ือ 
4

1 2
cos2 sin2

20

xe
y c x c x    

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (62) ดังภาพที่ 6.17 

 

ภาพท่ี 6.17  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 4( 4) xD y e   โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 6.19  จงหาผลเฉลยของสมการ 

(63)  2 2( 4 5) 4 3 xD D y e     

วิธีทํา  จากโจทยจะพบวา  

  5
1 2

x x
c
y c e c e   

 และ 2( ) 4 5P D D D    

จะได    21
(4 3 )

( )
x

p
y e

P D
    

     21 1
(4) (3 )

( ) ( )
xe

P D P D
   
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0 2

0 2

0 2

0 2

0 2

2 2

2

1 1
(4 ) (3 )

( ) ( )

1 1
4 ( ) 3 ( )
( ) ( )

4 3
( ) ( )

(0) (2)

4 3
( ) ( )

(0) (2)

4 3

(0) 4(0) 5 (2) 4(2) 5

4 3
5 7

}
}
}
}

}
}

x x

x x

x x

x x

x x

x

e e
P D P D

e e
P D P D

e e
P P

e e
P P

e e

e

 

 

 

 

 
   

  

 

ดังน้ัน ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (63) ค ือ 5 2
1 2

4 3
5 7

x x xy c e c e e     

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (63) ดังภาพที่ 6.18 

 

ภาพท่ี 6.18  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 2( 4 5) 4 3 xD D y e     โดยใช Wolfram Alpha 

 

 ถาเราตองการหาคาของ 
1
( )

xe
P D

 เมื่อ ( ) 0P a   จากการที่
 
( ) 0P a   จะไดวา a  เปน

รากของสมการชวย ( ) 0P r   ให k  เปนภาวะรากซ้ําของ a  เพราะฉะน้ัน ( )kr a  เปนตัว

ประกอบของ ( )P r  และ ( )kD a  เปนตัวประกอบของ ( )P D  ให ( )Q D  เปนพหุนามที่ทําให 
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( ) ( ) ( )kP D D a Q D   เพราะฉะน้ัน ( ) 0Q a   เพราะวา ( ) ( ) !k k ak akD a x e k e   

เพราะฉะน้ัน ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ! ! ( )k ax k k ax ax axP D x e Q D D a x e Q D k e k Q D e      

เพราะวา 
1 1

( ) ( )( ) ! ( )( )
( ) ! ( ) ! ( ) !

k ax
k ax ax axx e

P D P D x e k Q D e e
Q a k Q a k Q a k

        
 

ดังน้ัน 1
( ) ( ) !

k ax
ax x e
e

P D Q a k
  

 

ตัวอยาง 6.20  จงหาผลเฉลยของสมการ 

(64)  3 2 2( 2 4 8) xD D D y e     

วิธีทํา   จากโจทยจะพบวา 2 2 2
1 2 3

x x x
c
y c e c e c xe    

 จาก 3 2( ) 2 4 8P D D D D     

 จะได 3 2 2( ) 2 4 8 ( 2)( 2)P r r r r r r        

 เพราะวา 3 2(2) 2 2(2) 4(2) 8 0P       และ 2( ) ( 2)( 2)P r r r    

เพราะฉะน้ัน 2( ) ( 2)( 2)P D D D    น่ันคือ ( ) ( 2)Q D D   และ 2k   

ได 21
( )

( )
x

p
y e

P D
   

                  

2 2

2 2

(2)2!

8
}

x

x

x e
Q

x e





 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (64) ค ือ 
2 2

2 2 2
1 2 3 8

x
x x x x e

y c e c e c xe     

 

 การคํานวณ 1
( ) ( ) !

k ax
ax x e
e

P D Q a k
  เมื่อ ( ) 0P a   มีข้ันตอนการคํานวณที่สําคัญคือการ

หาคาภาวะรากซ้ําของ ( ) 0P r   และการพหุนาม ( )Q D  เพื่อความสะดวกในการคํานวณเราจงึหา

แนวทางคํานวณคาของ ( )Q a  และคา k  พรอมกันไดดังน้ี จากสูตรอนุพันธของฟงกชัน 

 

( )

( ) ( ) 2

( ) 3 3

]
]

gh g h h g

gh g h h g g h g h g h gh g h g h gh

gh g h g h g h gh

   

                     

         
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 ในทํานองเดียวกันจะได ( 1) ( )

0

( )
n

n n i

i

n
gh g h

i




      
  จากการที่ r a  เปนรากที่มีภาวะซ้ํา

k  จะได ( ) ( )( )kP x Q x x a   ดังน้ัน    ( )( )
( ) ( )( )

nn kP x Q x x a   หรือ 

 

 

( )

( )
( 1)

0

( ) ( )( )

( ) ( ) ]
n

n k

n i
n k

i

P x Q x x a

n
Q x x a

i




 

      


    

         
   

   

(1) (2)
( ) ( 1) ( 2)

( 1) ( )
(1)

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
1

n k n k n k

n n
k k

n n n
Q x x a Q x x a Q x x a

n n
Q x x a Q x x a

n n

 



                                    
                   


 

เพราะวา ( )( ) 0nP a   ทุกคา 0,1,2,..., 1n k   และ ( )( ) ( ) !kP a Q a k  

เพราะฉะน้ัน 
( )( )

( )
!

kP a
Q a

k
  และ 

( )

1
( ) ( ) ! ( )

k ax k ax
ax

k

x e x e
e

P D Q a k P a
   เมื่อ a  เปนรากที่มีภาวะ

รากซ้ํา k  รากของสมการขวย ( ) 0P r   

 สําหรับพหุนาม ( )p x  ที่มี x a  เปนรากของสมการ ( ) 0p x   เราสามารถตรวจสอบ

ภาวะรากซ้ําของ a  ดังน้ี  

 ถา ( ) 0p a   และ ( ) 0p a   แลวภาวะรากซ้ํามีคาเทากับ 1 

 ถา ( ) 0p a   และ ( ) 0p a   แลวภาวะรากซ้ํามีคาเทากับ 2 

 ถา ( ) 0p a   และ ( ) 0p a   แลวภาวะรากซ้ํามีคาเทากับ 3 

  
 ถา ( 1)( ) 0kp a   และ ( )( ) 0kp a   แลวภาวะรากซ้ํามีคาเทากับ k  

 

ตัวอยาง 6.21  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(65)  4 3 2 2( 2 12 40 32) xD D D D y e      

วิธีทํา   จากสมการ (63) ได 4 3 2( ) 2 12 40 32P D D D D D      

 และ 4 3 2(2) 2 2(2) 12(2) 40(2) 32P       

 เพราะฉะน้ัน 2r   เปนรากของสมการชวย ( ) 0P r    

 พิจารณาภาวะราซ้ําดังตอไปน้ี 
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ให 4 3 2( ) 2 12 40 32P r r r r r      

 3 2( ) 4 6 24 40P r r r r      และ 3 2(2) 4(2) 6(2) 24(2) 40 0P        

 2( ) 12 12 24P r r r        และ 2(2) 12(2) 12(2) 24 0P       

 ( ) 24 12P r r        และ (2) 24(2) 12 36 0P       

 ดังน้ัน 2r   มีภาวะรากซ้ํา 3k   

 ผลเฉลย p
y  ของสมการ 2( ) xP D y e  คือ 

  
3 2 3 2

21
( ) (2) 36

x x
x

p

x e x e
y e

P D P
  


 

และ 4 3 2 3( ) 2 12 40 32 ( 2) ( 4)P r r r r r r r         

 ได 
2 2 4

1 2 3 4
( ) x x

c
y c c x c x e c e     

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (65) คือ 
3 2

2 2 4
1 2 3 4
( )

36

x
x x x e

y c c x c x e c e      

กรณีท่ี3  การหาคา 
1

( )
( )

g x
P D

 เมื่อ ( ) sing x ax  หรือ ( ) cosg x ax  

ตัวอยางของสมการเชิงอนุพันธ ( ) ( )P D y g x  เมื่อ ( )g x  เปนฟงกชันตรีโกณมิติ sine  

หรือ cosine  เชน 
 

2

2

( 3 2) sin 2

( 4) cos sin 2 ]
D D y x

D y x x

  

  
  

สําหรับแนวทางในการหา
1
sin

( )
ax

P D
 และ 

1
cos

( )
ax

P D
 แบงออกเปน 4 วิธีดังตอไปน้ี  

(ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 145-153) 

 

 วิธีท่ี 1 เน่ืองจาก cos siniaxe ax i ax   และ cos siniaxe ax i ax     

เพราะฉะน้ัน sin
2

iax iaxe e
ax

i


  และ cos

2

iax iaxe e
ax

i


  และ 

  
1 1

sin
( ) ( ) 2

iax iaxe e
ax

P D P D i

       
 

  
1 1

cos
( ) ( ) 2

iax iaxe e
ax

P D P D i

       
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ตัวอยาง 6.22  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(66)  2( 1) sin 2D y x   

วิธีทํา   จากสมการ (66) ได 2( ) 1P D D    

 และ 2( ) 1P r r    

 ( ) 0P r   เมื่อ r i    

 จะไดผลเฉลย 
1 2
cos sin

c
y c x c x   

 ผลเฉลย p
y  ของ ( ) sin2P D y x  คือ 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

1
sin 2

( )

1
( ) 2

1 1
( )

2 ( )

1 1 1
2 ( ) ( )

1 1 1
2 ( 2) ( 2)

1 1 1
2 4 1 4 1

1
3

]
]
]
]
]

p

i x i x

i x i x

i x i x

i x i x

i x i x

i x

y x
P D

e e
P D i

e e
i P D

e e
i P D P D

e e
i P i P i

e e
i

e













       

      

      

       

         

 
2

2

1
sin 2
3

]
]

i xe
i

x

      

 
 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (66) คือ 
1 2

1
cos sin sin 2

3
y c x c x x    

 

 วิธีท่ี2  เน่ืองจาก cos siniaxe ax i ax   ดังน้ั 

1 1
(cos sin )

( ) ( )
iaxax i ax e

P D P D
   และ 1 1 1

cos sin
( ) ( ) ( )

iaxax i ax e
P D P D P D

    

เพราะฉะน้ัน 1 1
cos Re

( ) ( )
iaxax e

P D P D

      
 และ 1 1

sin Im
( ) ( )

iaxax e
P D P D

      
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และ 

   
1 1

cos
( ) ( ) 2

iax iaxe e
ax

P D P D i

       
 

 

ตัวอยาง 6.23  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(67)  2( 4 5) cos3D D y x    

วิธีทํา   จากสมการ (65) ได 2( ) 4 5P D D D     

 และ 2( ) 4 5P r r r     

 ( ) 0P r   เมื่อ 2r i    

 จะไดผลเฉลย 2
1 2( cos sin ) x

cy c x c x e   

 ผลเฉลย p
y  ของ ( ) cos3P D y x  คือ 

  

3

3

3

3

1
cos 3

( )

1
Re

( )

1
Re

(3 )

1
Re

4 12

4 12
Re

4 12 4 12

cos 3 sin 3
Re ( 4 12 )

160

1
Re( 4 12 )(cos

160

]
]
]
]
]

p

i x

i x

i x

i x

y x
P D

e
P D

e
P i

e
i

e i
i i

x i x
i

i



      

      

       

                 

        

   3 sin 3 )

1
Re( 4 cos 3 4 sin 3 12 cos 3 12 sin 3 )

160

1
( 4 cos 3 12 sin 3 )

160

1
( cos 3 3 sin 3 )

40

]
]

]
]

x i x

x i x i x x

x x

x x



    

  

  
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ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (67) คือ  

2
1 2

1
( cos sin ) ( cos 3 3 sin 3 )

40
xy c x c x e x x      

 

ตัวอยาง 6.24  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(68)  2( 1) sin 2D y x   

วิธีทํา   จากสมการ (64) ได 2( ) 1P D D    

 และ 2( ) 1P r r    

 ( ) 0P r   เมื่อ r i    

 จะไดผลเฉลย 
1 2
cos sin

c
y c x c x   

 ผลเฉลย p
y  ของ ( ) sin2P D y x  คือ 

2

2

3

1
sin2

( )

1
Im

( )

1
Im

(2 )

1
Im

4 1

cos2 sin2
Im

3

1
Im(cos2 sin2 )
3

1
sin 2
3

]
]
]
]
]

]

p

i x

i x

i x

y x
P D

e
P D

e
P i

e

x i x

x i x

x



      

      

       

        

  

 
 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (68) คือ 
1 2

1
cos sin sin 2

3
y c x c x x    
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กรณีท่ี4  การหาคา 
1

( )
( )

g x
P D

 เมื่อ ( ) ( )axg x e h x   

 โดยใชสมบัติของตัวดําเนินการ ( )P D  และ ( )P D a  เมื่อ a  เปนคาควตัวและ ( )h x  

เปนฟงกชันของ x  จะไดวา  

( )( ) ( )ax axP D e y e P D a y    

 แทนคา 1
( )

( )
y h x

P D a



 

 จะได
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

ax ax axP D e h x e P D a h x e h x
P D a P D a

                       
 

 น่ันคือ  1 1
( ) ( )

( ) ( )
ax axe h x e h x

P D P D a

       
 

 

ตัวอยาง 6.25  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(69)  2 3( 4 3) sin4xD D y e x    

วิธีทํา   จากสมการ (64) ได 2( ) 4 3P D D D     

 และ 2( ) 4 3P r r r     

 ( ) 0P r   เมื่อ 1,3r    

 จะไดผลเฉลย 3
1 2
x x

cy c e c e   

 จาก        
2( ) 4 3P D D D    

 และ 2( 3) ( 3) 4( 3) 3P D D D       

              
2

2

6 9 4 12 3

2

D D D

D D

     

 
 

 ผลเฉลย p
y  ของ 3( ) sin4xP D y e x   

  

3

3

3

2

1
( sin 4 )

( )

1
(sin 4 )

( 3)

1
sin 4

2

]
]

x
p

x

x

y e x
P D

e x
P D

e x
D D






       

 



227 
 

3 4

2

3 4

2

3

3

3

1
Im

2

1
Im

(4 ) 2(4 )

cos 4 sin 4
Im

16 8

cos 4 sin 4 16 8
Im

16 8 16 8

cos 4 sin 4
Im ( 16 8 )

320

]
]
]

]

x i x

x i x

x

x

x

e e
D D

e e
i i

x i x
e

i

x i x i
e

i i

x i x
e i

       

       

         

                   

    

3

3

3

3

1
Im(cos 4 sin 4 )( 16 8 )

320

1
Im( 16cos 4 16 sin 3 8 cos 3 8 sin 3 )

320

1
( 16 sin 4 8 cos 4 )

320

1
(2 sin 4 cos 4 )

40

]
]

]
]
]

x

x

x

x

e x i x i

e x i x i x x

e x x

e x x



   

    

  

  

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (69) คือ  3 3
1 2

1
(2 sin 4 cos 4 )

40
x x xy c e c e e x x     

 

ตัวอยาง 6.26  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(70)  2 2( 2 1) cosxD D y e x    

วิธีทํา   จากสมการ (64) ได 2( ) 2 1P D D D     

 และ 2( ) 2 1P r r r     

 ( ) 0P r   เมื่อ 1,1r    

 จะไดผลเฉลย 1 2
x x

cy c e c xe   

 จาก        
2( ) 2 1P D D D    

 และ 2( 2) ( 2) 2( 2) 1P D D D       

              
2

2

4 4 2 4 1

6 9

D D D

D D

     

  
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 ผลเฉลย p
y  ของ 2( ) cosxP D y e x   

   

2

2

2

2

2

2

2

2

1
( cos )

( )

1
(cos )

( 2)

1
(cos )

6 9

1
(cos )

1 6 9

1
(cos )

6 8

6 8 1
(cos )

6 8 6 8

]
]
]
]

]

x
p

x

x

x

x

x

y e x
P D

e x
P D

e x
D D

e x
D

e x
D

D
e x

D D

e

















       

        

        

       

                

 2

2

2

2

2

2

1 1
( 6 8) (cos )

6 8 6 8

1
( 6 8) (cos )

36 64

cos
( 6 8)

36(1) 64

cos
( 6 8)

100

]
]

x

x

x

x

D x
D D

e D x
D

x
e D

x
e D







                  

                
              

              

 

 

 

2

2

2

1
( 6 8)cos

100

1
6 sin 8 cos

100

3 sin 4cos
50

]
]
]
]

x

x

x

e D x

e x x

e
x x









        

       

  

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (70) คือ  
2

1 2 3sin 4 cos
50

x
x x e

y c e c xe x x


     
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 การหาผลเฉลยเฉพาะทีม่ีรปูแบบเกี่ยวของกับฟงกชันพหุนาม ตรีโกณมิติ เอกซโพเนนเชียลใน

รูปแบบอื่น ๆ เราใชการจัดรูปทางพีชคณิตหรือเอกลกัษณตรีโกณมิติเขามาชวยหาผลเฉลยไดเชน 

 2( ) sinP D y x   

สามารถใชสูตร 2 1 cos2
sin

2

x
x


  และ  

21 1 1 cos2
sin

( ) ( ) 2p

x
y x

P D P D
      

 

 

ตัวอยาง 6.27  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

(71)  2 2( 4 3) sin 2D D y x    

วิธีทํา   จากสมการ (71) ได 2( ) 4 3P D D D     

 และ 2( ) 4 3P r r r     

 ( ) 0P r   เมื่อ 1, 3r     

 จะไดผลเฉลย 3
1 2

x x
cy c e c e    

 เน่ืองจาก 2 1 cos 4 1 1
sin 2 cos 4

2 2 2

x
x x


    

   21 1 1 1 1 1 1 1
sin 2 cos4 cos4

( ) ( ) 2 ( ) 2 6 2 ( )
x x x

P D P D P D P D
        

 เพราะวา 
2

1 1
(cos 4 ) cos 4

( ) 4 3
x x

P D D D


 
 

              

 

 

2

2

1
cos 4

(4) 4 3

1
cos 4

4 13

4 13 1
cos 4

4 13 4 13

1
4 13 cos 4

16(4) 169

cos 4
4 13

425

]

]
]

]

x
D

x
D

D
x

D D

D x

x
D


  




               

        

        
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  

 

 

1
4 13 cos 4

425

1
16 sin 4 13cos 4

425

1
16 sin 4 13cos 4

425

]
]

D x

x x

x x

  

   

 

 

 เพราะฉะน้ัน  

         

 

21
sin

( )

1 1 1
cos 4

6 2 ( )
]

p
y x

P D

x
P D



       

 

1 1 1
(16 sin 4 13 cos 4 )

6 2 425
]x x

       
 

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (71) คือ 

3
1 2

1 1 1
(16sin 4 13 cos 4 )

6 2 425
x xy c e c e x x          

 

 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (71) ดังภาพที่ 6.19 

 

ภาพท่ี 6.19  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 2( 4 3) sin 2D D y x    โดยใช Wolfram Alpha 
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6.5 สรปุทายบทที ่6 

สมการ ( ) ( )P D y g x  ที่เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนสามัญไมเอกพันธุทีม่ีสัมประสิทธ์ิ

เปนคาคงตัวน้ันจะมีผลเฉลยทั่วไป คือ c py y y   ซึ่งแบงการหาผลเฉลยออกเปนสองผลเฉลยคือ 

c
y  และ p

y  สําหรบัการหา 
c
y  น้ันคือผลเฉลยทั่วไปของสมการ ( ) 0P D y   ที่เราไดศึกษามาแลว

ในบทที่ 5 แตสําหรับผลเฉลย p
y  น้ันบางสมการกจ็ะมีวิธีการหาผลเฉลยทีอ่ยูในรปูแบบเฉพาะ เรา

สามารถหาผลเฉลยไดโดยวิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิ โดยเทียบจาก ( )g x  ดังตอไปน้ี 

ถามีพจน axe  ตัวดําเนินการ ( )f D  ตองมีตัวประกอบหน่ึงเปน D a   

ถามีพจน axxe  ตัวดําเนินการ ( )f D  ตองเปนตัวประกอบหน่ึงเปน 2( )D a  

ถามีพจน cosaxe bx  หรือ sinaxe bx  ตัวดําเนินการ ( )f D  ตองเปนตัวประกอบหน่ึงเปน 
2 2( )D a b      

ถามีพจน cosaxe x bx  หรือ sinaxe x bx  ตัวดําเนินการ ( )f D  ตองเปนตัวประกอบหน่ึงเปน 
2

2 2( )D a b      

 แตถาฟงกชัน ( )g x  มีรูปแบบอื่น ๆ เชน 1sec , tan ,cosx x x  หรืออื่น ๆ จะใชวิธีการหา 

p
y  โดยการแปรตัวพารามิเตอร เปนวิธีใชไดกับฟงกชันทุกรูปแบบ สําหรบัวิธีการหารผลเฉลย p

y  ดวย

วิธีการแปรตัวพารามิเตอรน้ันคือการใชผลเฉลย 
c
y  ที่หาไดมากําหนดเปน p

y  โดยเปลี่ยนตัวคงคาเปน

ตัวแปร และบางสมการก็สามารถจัดใหอยูในรปูแบบที่หาผลเฉลยได สําหรับสมการเชิงอนุพันธสามัญ

เชิงเสนไมเอกพันธุที่มสีัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัวที่มีอันดับสงูๆ น้ันการหา p
y  โดยวิธีแปรตัวพารามิเตอร

น้ันจะยุงยากมาก ดังน้ันจะใชวิธีการหาผลเฉลยโดยใชตัวดําเนินการผกผันจากความหมายตัว

ดําเนินการ D  และ 1
D

 จะไดวา D  และ 1
D

 เปนตัวดําเนินการผกผันซึง่กันและกัน ดังน้ันในการหา

ผลเฉลยเฉพาะของสมการ ( ) ( )P D y g x  สามารถเขียนไดวา 
1

( )
( )p

y g x
P D

  โดยที่ 
1
( )P D

 

น้ันเปนตัวดําเนินการผกผันของ ( )P D  ซึ่งมสีมบัติวา 
1

( ) ( ) ( )
( )

P D g x g x
P D

 ดังน้ันจากสมการ 

ถาเอาตัวดําเนินการ ( )P D  กระทําทางซายจะได 
1

( ) ( ) ( ) ( )
( )p

P D y P D g x g x
P D

  และ

สําหรับการหาคาของ 
1

( )
( )

g x
P D

 เมื่อ ( )g x  มีรูปแบบเฉพาะ เชน ( )g x  ปนฟงกชันพหุนาม ,

( ) axg x e , ( ) sing x ax  หรือ ( ) cosg x ax  และ ( ) ( )axg x e h x  ก็จะมีวิธีการหา 

ผลเฉลยแตละรปูแบบแตกตางกันออกไป 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 6 
 

1. จงหาผลเฉลยทั่วไปและหาผลเฉลยเฉพาะสําหรบัขอที่กําหนดเงื่อนไขเริ่มตนมาให ของสมการ

ตอไปน้ีโดยวิธีเทียบสัมประสิทธ์ิ 

 1.1 2( 6 9) xD D y e    

 1.2 2 2( 3 2) 1 3D D y x x      

 1.3 2( ) cosD D y x    

 1.4 2( 1) 8 xD y xe   

 1.5 2( 9) 5 12xD y e x    

 1.6 3( )D D y x   

 1.7 2 2( 1) 10 xD y e     เมื่อกําหนด (0) 0, (0) 1y y    

 1.8 2( 4) 2 8D y x     เมื่อกําหนด (0) 1, (1) 0y y    

 1.9 2( 3 ) 9D D y x     เมื่อกําหนด (0) 0, (0) 2y y    

 

2. จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการตอไปน้ีโดยวิธีแปรตัวพารามเิตอร 

 2.1 2( 1) 1xD y e    

 2.2 2 3( 1) secD y x   

 2.3 2 2 2( 2 1) ( 1)x xD D y e e      

 2.4 3 2 4( 2 2) xD D D y e     

 2.5 2 2( 1) sinD y x   

 2.6 3( ) xD D y e   

 

3. จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการตอไปน้ีโดยใชตัวดําเนินการผกผัน 

 3.1 2 2( 2 2)D D y x x     

 3.2 2 2 2( 4 4) xD D y x e    

 3.3 3 2 4( 5 3) 2 4x xD D D y e e      

 3.4 3 2 3( 3 4) xD D y e    

 3.5 4 2 2( 16) 16 256D D y x     

 3.6 4( 2) xD y e   
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4. จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการตอไปน้ี 

 4.1 2 2( 2) 2 5D D y x     

 4.2 2 2 3( 2 10) 3 5x xD D y e e     

 4.3 2( 6 10) 8 sinxD D y e x    

 4.4 3 2 3( 3 4) xD D y e    

 4.5 2( 1) cosD y x   

 4.6 2( 1) sin 2D y x   

 4.7 2 3( 1) sinxD y e x   

 4.8 2( 2 5) sinxD D y e x    
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 ในบททีผ่านมาน้ันเราไดหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพันธุ และไมเอกพันธุ  

ที่มีสมัประสทิธเปนคาคงตัวไปแลวน้ัน สําหรับในบทน้ีจะเปนการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 

เชิงเสนที่มสีัมประสิทธ์ิเปนตัวแปร โดยเริม่จากสมการโคชี – ออยเลอร ซึ่งเปนสมการทีม่ีรปูแบบเฉพาะ 

สามารถแปลงเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนที่มสีัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัวได แตถาสมการไมไดอยูใน

รูปแบบเฉพาะแลว อาจจะใชวิธีการลดอันดับของสมการลงทลีะหน่ึงเพื่อใหไดผลเฉลยของสมการเชิง

อนุพันธไดออกมาไดเชนกัน หรอืบางครั้งถาสมการเชิงอนุพนัธไมสามารถหาผลเฉลยในรูปของ ฟงกชัน

พีชคณิต ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน ฟงกชันช้ีกําลัง หรือฟงกชันลอกาลิทมึ 

เพราะฉะน้ันจึงมีวิธีการหาผลเฉลยแบบอนุกรม น่ันคือ การหาผลเฉลยรอบจุดสามญั และผลเฉลยรอบ

จุดเอกฐาน 

 

7.1 สมการโคชี – ออยเลอร 

 สมการโคชี – ออยเลอร เปนสมการทีอ่ยูในรูป (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 475-476) 

(1)  
1

1
0 1 11

( )
n n

n n
n nn n

d y d y dy
a x a x a x a y F x

dxdx dx





       

โดยที่ 
0 1
, ,...,

n
a a a  เปนคาคงตัว 

แกสมการ (1) โดยการแปลง tx e  ซึ่งจะเปลี่ยนสมการ (1) ใหเปนสมการเชิงเสนที่มสีัมประสิทธ์ิ

เปนคาคงตัวได ดังจะแสดงการพิสจูนเมื่อ 2n   สําหรับกรณีที่ 2n   การพิสจูนกจ็ะเปนทํานอง

เดียวกัน 

(2)  
2

2
0 1 22

( )
d y dy

a x a x a y F x
dxdx

    

ให tx e  ซึ่ง 0x   ดังน้ัน lnt x  และ 
1dt

dx x
  โดยกฎลูกโซจะได  

  
1dy dy dt dy

dx dt dx x dt
   

 

บทท่ี 7 
สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนท่ีมีสัมประสทิธิ์เปนตัวแปร 
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หรือ  

(3)  
dy dy
x
dx dt

  

และ 
2

2

2

2

1

1 1

1 1

1 1

1 1

]
]
]
]

d y d dy
dx dxdx

d dy
dx x dt

d dy dy d
x dx dt dt dx x

d dy dy
x dx dt dtx

d dy dt dy
x dt dt dx dtx

d dy
x dt dt x

      

      

               

      

          
        

2

2

2 2 2

2

2 2

1

1 1

1

]
]
]

dy
dtx

d y dy
dtx dt x

d y dy
dtx dt

 

 

 
   
 

 

 หรือ  

(4)  
2 2

2

2 2

d y d y dy
x

dtdx dt

 
   
 

 

 แทนสมการ (3) และ (4) ในสมการ (2) จะได 

2

0 1 22
( )t

d y dy dy
a a a y F e

dt dtdt

 
     
 

 

 หรือ 

(5)  
2

2
( )

d y dy
A B Cy G t

dtdt
    

 เมื่อ 
0 1 0 2
, ,A a B a a C a     และ ( ) ( )tF e G t  

 ซึ่งสมการ (5) เปนสมการเชิงเสนอันดับสองที่มสีัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัว 
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ของสังเกต 7.1 

 ในการแทนคา tx e  เรากําหนดวา 0x   ถา 0x   จะแทนคา tx e   ถาโจทยไม

กําหนดเงื่อนไขของ x  ใหถือวา 0x   สําหรับ 0x   จะไมพิจารณาเพราะวาสมการที่กําหนดมา

จะไมเปนสมการเชิงอนุพันธ 

 

ตัวอยาง 7.1  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(6)  2 3 3 0x y xy y     

วิธีทํา สมการที่กําหนดมาเปนสมการ โคชี – ออยเลอร จะตองเปลีย่นใหเปนสมการเชิงเสนแบบเอก

พันธุที่มีสัมประสทิธ์ิเปนคางคังตัว ดังน้ันให tx e  ซึ่ง 0x  และ 
1dt

dx x
  โดยกฎลูกโซจะได  

  
1dy dy dt dy

dx dt dx x dt
   

หรือ  

(7)  
dy dy
x
dx dt

  

และ 
2

2

2

2

2

2 2 2

2

2 2

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

]
]
]
]

]

d y d dy
dx dxdx

d dy
dx x dt

d dy dy d
x dx dt dt dx x

d dy dy
x dx dt dtx

d dy dt dy
x dt dt dx dtx

d y dy
dtx dt x

d y

x dt

      

      

               

      

          

 

  ]dy
dt

 
 
 
   
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 หรือ  

(8)  
2 2

2

2 2

d y d y dy
x

dtdx dt

 
   
 

 

 แทนสมการ (7) และ (8) ในสมการ (6) จะได 

2
3

2
3 3 td y dy dy

y e
dt dtdt

 
     
 

 

 หรือ 

(9)  
2

2
4 3 0

d y dy
y

dtdt
    

 สมการ (9) เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพันธุทีม่ีสมัประสิทธ์ิเปนคาคงตัว ที่มีผลเฉลย 

(10)  3
1 2
t ty c e c e    

 แทนคา tx e  ในสมการ (10) จะได 3
1 2

y c x c x   

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (6) คือ 3
1 2

y c x c x   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (6) ดังภาพที่ 7.1 

 
 

ภาพท่ี 7.1  ผลเฉลยของสมการ 2 3 3 0x y xy y     โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 7.2  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(11)  
2

2 3

2
2 2

d y dy
x x y x

dxdx
    

วิธีทํา สมการที่กําหนดมาเปนสมการ โคชี – ออยเลอร จะตองเปลีย่นใหเปนสมการเชิงเสนแบบไม

เอกพันธุทีม่ีสัมประสทิธ์ิเปนคาคังตัว ดังน้ันให tx e  ซึ่ง 0x  และ 
1dt

dx x
  โดยกฎลูกโซจะได  

  
1dy dy dt dy

dx dt dx x dt
   

หรือ  

(12)  
dy dy
x
dx dt

  

และ 
2

2

2

2

2

2 2 2

2

2 2

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

]
]
]
]

]

d y d dy
dx dxdx

d dy
dx x dt

d dy dy d
x dx dt dt dx x

d dy dy
x dx dt dtx

d dy dt dy
x dt dt dx dtx

d y dy
dtx dt x

d y

x dt

      

      

               

      

          

 

  ]dy
dt

 
 
 
   

 หรือ  

(13)  
2 2

2

2 2

d y d y dy
x

dtdx dt

 
   
 

 

 แทนสมการ (12) และ (13) ในสมการ (11) จะได 
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2
3

2
2 2 td y dy dy

y e
dt dtdt

 
     
 

 

 หรือ 

(14)  
2

3

2
3 2 td y dy

y e
dtdt

    

 สมการ (14) เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนไมเอกพันธุทีม่ีสมัประสิทธ์ิเปนคาคงตัว  

ที่มีผลเฉลย 

(15)  2
1 2
t t

c
y c e c e   

 และ  

(16)  3
3

t
p
y c e  

 ดังน้ัน
 

3
3

3 t
p
y c e   และ 3

3
9 t

p
y c e   นําไปแทนในสมการ (14) จะได 

3 3 3 3
3 3 3

9 3(3 ) 2t t t tc e c e c e e    

 หรือ  
3 3

3

3

2

1
2

t tc e e

c




 

 แทนในสมการ (16) จะได 

(17)  31
2

t
p
y e  

 ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการ (14) คือ  

(18)  2 3
1 2

1
2

t t ty c e c e e    

 แทนคา tx e  ในสมการ (18) จะได 2 3
1 2

1
2

y c x c x x    

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (11) คือ 2 3
1 2

1
2

y c x c x x    
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (11) ดังภาพที่ 7.2 

 
 

ภาพท่ี 7.2  ผลเฉลยของสมการ 
2

2 3

2
2 2

d y dy
x x y x

dxdx
    โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 7.3  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ 

(19)  2 4 2 0x y xy y     

เมื่อกําหนดเงื่อนไขเริม่ตน (1) 0y  , (1) 2y    

วิธีทํา สมการที่กําหนดมาเปนสมการ โคชี – ออยเลอร จะตองเปลีย่นใหเปนสมการเชิงเสนแบบ  

เอกพันธุทีม่ีสัมประสทิธ์ิเปนคาคงตัว ดังน้ันให tx e  ซึ่ง 0x  และ 
1dt

dx x
  โดยกฎลูกโซจะได  

  
1dy dy dt dy

dx dt dx x dt
   

หรือ  

(20)  
dy dy
x
dx dt

  
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และ 
2

2

2

2

2

2 2 2

2

2 2

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

]
]
]
]

]

d y d dy
dx dxdx

d dy
dx x dt

d dy dy d
x dx dt dt dx x

d dy dy
x dx dt dtx

d dy dt dy
x dt dt dx dtx

d y dy
dtx dt x

d y

x dt

      

      

               

      

          

 

  ]dy
dt

 
 
 
   

 หรือ  

(21)  
2 2

2

2 2

d y d y dy
x

dtdx dt

 
   
 

 

 แทนสมการ (20) และ (21) ในสมการ (19) จะได 

2

2
4 2 0

d y dy dy
y

dt dtdt

 
     
 

 

 หรือ 

(22)  
2

2
3 2 0

d y dy
y

dtdt
    

 สมการ (22) เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพันธุทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัว ที่มผีลเฉลย

ทั่วไป คือ 

(23)  2
1 2

t ty c e c e    

 แทนคา tx e  ในสมการ (23) จะได ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (19) คือ 

(24)  1 2
1 2

y c x c x    



243 

 และ  

(25)  1 2
1 2

2y c x c x      

แทนเงื่อนไขเริ่มตน (1) 0y  , (1) 2y    ในสมการ (24) และ (25) ได 

  1 2

1 2

0

2 0]
c c

c c

 

  
 

 จะได 

          

1

2

2

2]
c

c



 
 

แทนคา 
1 2

2, 2c c    ในสมการ (24) จะได 1 22 2y x x    หรือ  
2

2 1x
y

x


  

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (19) คือ 
2

2 1x
y

x


  

 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (19) ดังภาพที่ 7.3 

 
 

ภาพท่ี 7.3  ผลเฉลยของสมการ 2 4 2 0x y xy y     โดยใช Wolfram Alpha 
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ตัวอยาง 7.4  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

(26)  3 24 8 8 4 lnx y x y xy y x       

วิธีทํา สมการที่กําหนดมาเปนสมการ โคชี – ออยเลอร จะตองเปลีย่นใหเปนสมการเชิงเสนแบบ  

ไมเอกพันธุทีม่ีสมัประสทิธ์ิเปนคาคงตัว ดังน้ันให tx e  ซึ่ง 0x  และ 
1dt

dx x
   

โดยกฎลูกโซจะได  

  
1dy dy dt dy

dx dt dx x dt
   

หรือ  

(27)  
dy dy
x
dx dt

  

และ 
2 2

2 2 2

1d y d y dy
dtdx x dt

 
   
 

 

 หรือ  

(28)  
2 2

2

2 2

d y d y dy
x

dtdx dt

 
   
 

 

และ 

        

3 2

3 2

2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 3 2

1

1 1

1 2

]
]

d y d d y
dxdx dx

d d y dy
dx dtx dt

d d y dy d y dy d
dx dt dt dxx dt dt x

d d y d dy d y d
dx dx dtx dt x dt

      
           

                       
                     

2 2

2 2 3 2

3 2 2

3 3 2 3 2

3 2

3 3 2

1 2

1 2

1
3 2

]
]

]
]

y
dt

d d y dt d dy dt d y dy
dt dx dx dt dx dtx dt x dt

d y d y d y dy
dtx dt dt x dt

d y d y dy
dtx dt dt

 
 
 
 

                           
   
         
   
 
    
 
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หรือ 

(29)  
3 3 2

3

3 3 2
3 2

d y d y d y dy
x

dtdx dt dt
    

แทนสมการ (27),(28) และ (29) ในสมการ (26) จะได 

3 2 2

3 2 2
3 2 4 8 8 4

d y d y dy d y dy dy
x y t

dt dt dtdt dt dt

                 
 

 หรือ 

(30)  
3 2

3 2
7 14 8 4

d y d y dy
y t

dtdt dt
     

 สมการ (30) เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนไมเอกพันธุทีม่ีสมัประสิทธ์ิเปนคาคงตัว ที ่

มีผลเฉลย 

  2 4
1 2 3
t t t

c
y c e c e c e    

 หาผลเฉลย 
p
y  ของสมการ (30) โดยวิธีเทียบสัมประสิทธ์ิจะได 

  
1 7
2 8p

y t    

 ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการของสมการ (30) คือ  

  2 4
1 2 3

1 7
2 8

t t ty c e c e c e t      

 แทนคา tx e  ในสมการ (30) จะได 2 4
1 2 3

1 7
ln
2 8

y c x c x c x x      

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (26) คือ 2 4
1 2 3

1 7
ln
2 8

y c x c x c x x      

 

7.2 การลดอนัดับสมการเชิงอนพุนัธเชิงเสนอันดบั n  

 ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงการหาผลเฉลยของสมการเชิงเสนอันดับ n  โดยการลดอันดับของ

สมการลงทลีะหน่ึง (วารี เกตรอ, 2542 :122-124) 
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 ทฤษฎีบท 7.1 

  ให ( ) 0f x   และเปนผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเสนอันดับที่ n  ตอไปน้ี 

(31)
  

1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) 0

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y

dxdx dx




       

เมื่อแทน ( )y f x v  ในสมการแลวสมการ (31) จะเปลี่ยนสมการเชิงเสนอนัดับ  

 1n   ของตัวแปรตาม 
dv

w
dx

  

 

 

จากทฤษฎีบท 7.1 พิจารณาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับ 2 ไดดังตอไปน้ี 

 กําหนด 

(32)
  

2

0 1 22
( ) ( ) ( ) 0
d y dy

a x a x a x y
dxdx

    

ที่มี ( )f x  ที่ ( ) 0f x   เปนผลเฉลยของสมการ (32) แทน ( )y f x v  ในสมการ (32) ได 

  

2

0 1 22
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

d d
a x f x v a x f x v a x f x v

dxdx
                   

 หรือ  

(33)
  

0 0 1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

d dv d dv
a x f x a x f x a x f x

dx dx dx dx

                        
 

 และให 
dv

w
dx

  แทนในสมการ (33) จะได 

(34)
  

0 0 1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

dw d
a x f x a x f x a x f x w

dx dx

 
        

 

 จะไดวาผลเฉลยเฉพาะผลเฉลยหน่ึงของสมการ (34) คือ 

(35)
  

1

0

2

( )
exp

( )

( )

a x
dx

a x
w

f x

 
    
   
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 ให ( ) ( ) ( )g x f x v x  เปนผลเฉลยของสมการ (32) ที่เปนอสิระเชิงเสนกบั ( )f x  เมือ่  

( ) ( )v x w x dx   

 เน่ืองจาก ( )f x  เปนผลเฉลยของสมการ (32) จงึไดวา 

(36)  
0 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0a x f x a x f x a x f x     

 จากสมการ (34) จัดรปูสมการใหมได 

(37)  
0 1

0

2 ( ) ( ) ( ) ( )

0
( ) ( )

d
a x f x a x f x w

dxdw
dx a x f x

 
         

 สมการ (37) เปนสมการเชิงเสน ที่มีตัวประกอบปริพันธ คือ 

 

 

0 1
1

0 0

2
1

0

2
1

0

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
exp exp 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )
exp ln ( ) exp

( )

( )
( ) exp

( )

]
]

d
a x f x a x f x a xdf xdx dx dx dx

a x f x f x a x

a x
f x dx

a x

a x
f x dx

a x

 
                     

             

 
          

 

 นําตัวประกอบปริพันธคูณตลอดสมการ (37) ได 

0 1
2

1

0 0

2 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) exp 0
( ) ( ) ( )

d
a x f x a x f x w

a x dxdw
f x dx

a x dx a x f x

                                    

 

 หรือ  

(38)           
2

1

0

( )
( ) exp 0

( )

a x
d w f x dx

a x

                  
 

 หาปรพิันธตลอดสมการ (38) ได 
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2

1

0

( )
( ) exp

( )

a x
w f x dx c

a x

 
          

 

 หรือ 

(39)     

1

0

2

( )
exp

( )

( )

a x
c dx

a x
w

f x

 
    
   

 

 ถาเลือก 1c   จะได w  มีคาเทากับสมการ (35) 

ตรวจสอบ ( )f x  และ ( )g x  เปนอิสระเชิงเสนหรือไมโดยการใชรอนสเกยีนดังน้ี 

  
1

( ) ( )
( : ( ), ( ))

( ) ( ) ( )

f x f x v
W x f x g x

f x f x v f x v


  
 

     

1

2

2

1

2 0

2

1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
exp

( )
( )

( )

( )
exp 0

( )

]
]
]

]

]

f x f x v f x v f x f x v

f x v

f x w

a x
dx

a x
f x

f x

a x
dx

a x

       

     

    
                                   

 
    
    

ดังน้ัน  ( )f x  และ ( )g x  เปนผลเฉลยที่เปนอิสระเชิงเสนกันของสมการ (32) 

 

ตัวอยาง 7.5  กําหนดให y x  เปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ 

(40)  2( 1) 2 2 0x y xy y      

จงหาอีกผลเฉลยหน่ึงทีเ่ปนอสิระเชิงเสนกันโดยวิธีการลดอันดับ  

วิธีทํา y x  เปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ (40) และ 
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กําหนดให ( )y g x  เปนอีกผลเฉลยหน่ึงของสมการ (40)  

ให y vx  ดังน้ัน 

  
2 2

2 2
2 ]

dy dv
x v

dx dx

d y d v dv
x

dxdx dx

 

 

 

แทนคา 
dy
dx

 และ 
2

2

d y

dx
 ในสมการ (40) จะได 

2
2

2
( 1) 2 2 2 0

d v dv dv
x x x x v vx

dx dxdx

   
             

 

หรือ  

(41)  
2

2

2
( 1) 2 0

d v dv
x x

dxdx
    

ให 
dv

w
dx

  แทนในสมการ (41) จะได 

2( 1) 2 0
dw

x x w
dx

    

 จัดสมการ ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปน้ี 

(42)  
2

1 2

( 1)
dw dx

w x x



 

 ทําสมการ (42) เปนเศษสวนยอย จะได 

(43)  
2

1 2 2

1

x
dw dx

w x x

 
     

 

หาปรพิันธตลอดสมการ (43) จะได  

          

2

2
1

2 2
2

1 2 2

1

ln 2 ln ln( 1) ln

ln ln ( 1)

]
]

x
dw dx

w x x

w x x c

w x x c

 
       

    

 
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2

2

( 1) ]x c
w

x


  

 ถาเลือก 1c   จะได  

2

2

1x
w

x


  

 หรือ  

(44)  
2

2

1dv x
dx x


  

หาปรพิันธตลอดสมการ (44) จะได  

1
v x

x
   

 จาก ( )g x vx  ดังน้ัน 1
( )g x x x

x

      
 

 หรือ  
2( ) 1g x x   

ตรวจสอบ ( )f x  และ ( )g x  เปนอสิระเชิงเสนหรือไมโดยการใชรอนสเกียนดังน้ี 

  

2
21

( : ( ), ( )) 1 0
1 2

x x
W x f x g x x

x


     

ดังน้ัน  2( ) 1g x x   เปนอีกผลเฉลยหน่ึงของสมการ (40) 

 

7.3 ผลเฉลยแบบอนกุรมของสมการเชิงเสน 

 การหาผลเฉลยของสมการเชิงเสนทีม่ีสมัประสิทธ์ิเปนตัวแปร นอกจากที่กลาวในเรื่องของ

สมการโคชี – ออยเลอร แลวยังมสีมการเชิงอนุพันธบางรูปแบบที่ไมสามารถหาผลเฉลยของสมการ   

ไดโดยวิธีที่ไดศึกษามาแลวในหัวขอที่ผานมา และสมการเชิงอนุพันธน้ันบางสมการน้ันเราทราบจาก

ทฤษฎีบทของการมผีลเฉลยแลววาสมการน้ันมีผลเฉลย แตไมสามารถหาผลเฉลยในรูปของ ฟงกชัน

พีชคณิต ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน ฟงกชันช้ีกําลัง หรือฟงกชันลอกาลิทมึได 
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เพราะฉะน้ันจึงมีวิธีการหาผลเฉลยแบบอนุกรม ซึง่การหาผลเฉลยแบบอนุกรมน้ีจะเปนวิธีที่ดีทีสุ่ดใน

การหาผลเฉลยของสมการเชิงเสนทีม่ีสมัประสิทธ์ิเปนตัวแปร (ศิริพร พัสดร, 2552 : 209) 

 

 7.3.1 จุดสามัญ และจุดเอกฐาน 

  กอนที่จะไปหาผลเฉลยในวิธีการน้ีน้ันจะกลาวถึงบทนิยามตาง ๆ ที่สําคัญ และเปน

ประโยชนสําหรับการหาผลเฉลย ดังตอไปน้ี (วารี เกตรอ, 2542 : 133- 134) 

 

บทนิยาม 7.1 

  อนุกรมกําลัง คืออนุกรมทีอ่ยูในรปู  

2
0 1 2

0

n n
n n

n
a x a a x a x a x




          

สําหรับทกุคาจริง x  และ 
n
a  เปนคาคงตัวสําหรบัทุก ๆ n  และเรียก 

n
a วาสัมประสิทธิ์  

และเรียนกอนุกรมกําลงัที่อยูในรปู 

2
0 0 1 0 2 0 0

0
( ) ( ) ( ) ( )n n
n n

n
a x x a a x x a x x a x x




            

 วา อนุกรมกําลังรอบจุด 
0
x  โดยที่ 

0
x  คาคงตัวและเรียก 0

x   

วา จุดศูนยกลางของการกระจาย 

  

 

บทนิยาม 7.2 

  ให f  เปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธทุกอันดับ ณ จุด 
0
x  เรียกอนุกรม  

( )
0

0
0

( )
( )

!

n
n

n

f x
x x

n




  วาอนุกรมเทเลอรของฟงกชัน f  ณ จุด 

0
x  และถา 

0
0x   

เรียกอนุกรม 
( )

0

(0)
!

n
n

n

f
x

n




  วาอนุกรมแมคคลอรีน 

 

 

บทนิยาม 7.3 

  อนุกรม 
( )

0
0

0

( )
( )

!

n
n

n

f x
x x

n




  จะลูเขาสู x  ถา 

( )
0

0
0

( )
lim ( )

!

n
n

x n

f x
x x

n



 
   

มีจรงิสําหรบั x  น้ัน ๆ แตการลูเขาของอนุกรม ขณะ 
0

x x  น้ันอาจลูเขาสําหรบัทกุคา x   

หรืออาจลูเขาสําหรบับางคาของ x  หรือไมมีการลูเขา 
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บทนิยาม 7.4 

f  เปนฟงกชันวิเคราะหที่ 
0
x  ถาอนุกรมเทเลอรรอบจุด 

0
x  มีอยูและลูเขาสู ( )f x  

สําหรับทกุ x  ในบางชวงเปดที่บรรจุ 
0
x  

 

 ตัวอยางของฟงกชันวิเคราะไดทุกจุดไดแก พหุนาม , sin , cosxe x x  สําหรับฟงกชันตรรกยะ

ของฟงกชันวิเคราะหไดทีจุ่ดทุกจุดจะยังเปนฟงกชันวิเคราะหไดยกเวนทีจุ่ดซึ่งสวนเปนศูนย เชน 

ฟงกชัน 
2

1

4 3x x 
 เปนฟงกชันวิเคราะหทุกจุดยกเวนทีจุ่ด 1x   และ 3x   

 พิจารณาสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับ 2 ตอไปน้ี  

(45) 
 

0 1 2
( ) ( ) ( ) 0a x y a x y a x y     

 คูณ 
0

1
( )a x

 ตลอดสมการ (45) จะได 

    

1 2

0 0

( ) ( )
0

( ) ( )

a x a x
y y y

a x a x
     

 หรือ 

(46) 
       

( ) ( ) 0y P x y Q x y     

 เมื่อ 1

0

( )
( )

( )

a x
P x

a x
  และ 2

0

( )
( )

( )

a x
Q x

a x
  

 

บทนิยาม 7.5 

  จะกลาววา จุด 
0
x  เปนจุดสามัญของสมการ (46) ถาฟงกชัน P  และ Q   

ในสมการ (46) ตางก็วิเคราะหไดที่ 
0
x  แตถาฟงกชันใดฟงกชันหน่ึงหรือทั้งสองฟงกชัน  

ไมเปนฟงกชันวิเคราะหที่ 
0
x  จะกลาววา 

0
x  เปนจุดเอกฐาน ของสมการ (46) 
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ตัวอยาง 7.6  พิจารณาสมการ  

(47)
  

2( 2) 0y xy x y      

วิธีทํา จากสมการ (47) ( )P x x  และ 2( ) 2Q x x    

 เน่ืองจาก P  และ Q  เปนพหุนาม ดังน้ัน P  และ Q  วิเคราะหไดทุกจดุที่เปนจํานวนจรงิ 

  เพราะฉะน้ันจํานวนจริงทกุจํานวนเปนจุดสามญัของสมการ (47) 

 

ตัวอยาง 7.7  พิจารณาสมการ  

(48)
  

1
( 1) 0x y xy y

x
      

วิธีทํา คูณ 
1
1x 

 ตลอดสมการ (48) ได  

(49)  1
0

1 ( 1)
x

y y y
x x x

   
 

 

จากสมการ (49) ( )
1

x
P x

x



 และ 1

( )
( 1)

Q x
x x




  

 ฟงกชัน P  วิเคราะหไดทุกจุด ยกเวนที่ 1x   

ฟงกชัน Q  วิเคราะหไดทุกจุด ยกเวนที่ 0x   และ 1x      

ดังน้ัน  0x   และ 1x   เปนจุดเอกฐาน และจุดอื่น ๆ เปนจุดสามัญของสมการ (48) 

 

 7.3.2 ผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุดสามัญ 

 ในหัวขอ 7.3.1 ที่ผานมาน้ันได ใหนิยาม อนุกรมตาง ๆ รวมทั้งบทนิยามของจุดสามัญ และจุด

เอกฐาน พรอมทัง้ตัวอยางการหาจุดสามญัและจุดเอกฐานของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพันธุอันดับ 

2 ที่มีสัมประสิทธ์ิเปนตัวแปร ไปแลวน้ัน สําหรับในหัวขอน้ีจะเปนการหาผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุด

สามัญ (ศิริพร พสัดร, 2552 : 217-212) 

 

 ทฤษฎีบท 7.2 

  ถา 
0
x  เปนจุดสามญัของสมการ (45) แลวสมการ (45) จะมผีลเฉลย 

ซึ่งเปนอสิระเชิงเสนกันในรูป 

(50)  
0

0
( )n
n

n
c x x




  

 แลวอนุกรมน้ีลูเขาในชวง 
0

x x R   สําหรับบางคาของ R  
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 เรียกผลเฉลย (50) วาผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุด 
0
x   

สําหรับการหาผลเฉลยแบบอนุกรมในรปูสมการ (50) น้ันเมือ่กําหนด  

(51) 2
0 0 1 0 2 0

0
( ) ( ) ( )n
n

n
y c x x c c x x c x x




         

หาคา y   และ y   โดยใชความรูเกียวกับอนุกรมกําลังไดดังตอไปน้ี 

(52) 
1 2

0 1 2 0 2 0
1

( ) 2 ( ) 3 ( )n
n

n
y nc x x c c x x c x x





          

(53) 
2 2

0 2 3 0 4 0
2
( 1) ( ) 2 6 ( ) 12 ( )n

n
n

y n n c x x c c x x c x x





           

แทนคาสมการ (51), (52) และ (53) ลงในสมการ (45) แลวจัดรูปสมการ 

(54)  2
0 1 0 2 0

( ) ( ) 0k k x x k x x       

เมื่อสัมประสิทธ์ิ 
i
k  ( 1,2,3, )i    เปนฟงกชันของสัมประสทิธ์ิ n

c  เงื่อนไขที่ทําใหสมการ (54) เปน

จริงสําหรบัทุก x  ในชวงของการลูเขา 
0

x x R   คือ 
0 1 2

0k k k     ดังน้ันจะหา

คาสัมประสทธ์ิ 
n
c  ไดและทําใหไดผลเฉลย y  ของสมการ (45) 

 

ตัวอยาง 7.8  จงหาผลเฉลยที่เปนอนุกรมกําลงัของ x  ของสมการ 

(55)
  

2( 2) 0y xy x y      

วิธีทํา จะเห็นไดวาจํานวนจรงิทุกจํานวนเปนจุดสามัญของสมการ (55)  

ในที่น้ีให 
0

0x   จะได 

(56)  
0

n
n

n
y c x




   

 หาอนุพันธตลอดสมการ (56) จะได 

(57)  
1

1

n
n

n
y nc x





    

 หาอนุพันธตลอดสมการ (57) จะได 
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(58)  
2

2
( 1) n

n
n

y n n c x





    

 แทนคาสมการ (56), (57) และ (58) ลงในสมการ (55) จะได 

2 1 2

2 1 0
( 1) ( 2) 0n n n

n n n
n n n
n n c x x nc x x c x

  
 

  
        

 หรือ 

(59)  2 2

2 1 0 0
( 1) 2 0n n n n

n n n n
n n n n
n n c x nc x c x c x

   
 

   
         

 จัดรูปสมการทางซายของสมการ(59) เพื่อเปลี่ยนใหเลขช้ีกําลังของ x  ใหมีคาเทากบั n  

ทั้งหมดดังตอไปน้ี 

(59.1)  2

2
( 1) n

n
n
n n c x





   

ให 2m n   จะได 2n m   แทนคาในอนุกรม (59.1) จะได 

2 ( 2) 2
2

2 2 2

2
0

( 1) ( 2) ( 2) 1

( 2)( 1) ]
n m

n m
n m

m
m

m

n n c x m m c x

m m c x

 
  


  






         

  

 

 เมื่อแทน m  ดวย n  จะได  

(59.2)  
2

0
( 2)( 1) n

n
n
n n c x






    

 

 ในทํานองเดียวกัน  

(59.3)  2

0

n
n

n
c x





  

 แทนดวย 

(59.4)  
2

2

n
n

n
c x





  

 ดังน้ันเมื่อแทน (59.2) และ (59.4) ในสมการ (59) จะได 
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(60)  
2 2

0 1 2 0
( 2)( 1) 2 0n n n n

n n n n
n n n n
n n c x nc x c x c x

   

 
   

          

หรือ 

(61)  
2 2

2
( 1)( 2) ( 2)n n n

n n n
n

n n c x n c c x x


 


          

0 2 1 3
(2 2 ) (3 6 ) 0c c c c x     

จะเปนจริงสําหรับทุก x  ในชวงของการลูเขา x R  ดังน้ันสมการ (61) สัมประสทิธ์ิทุก

พจนตองเปนศูนย จะได 

(62)  
0 2

(2 2 ) 0c c   

(63)  
1 3

(3 6 ) 0c c   

(64)  
2 2

( 1)( 2) ( 2) 0
n n n

n n c n c c
 

       สําหรบั 2n   

 จากสมการ (62) จะได 

(65)  
2 0
c c  

 จากสมการ (63) 

(66)  
3 1

1
2

c c   

 จากสมการ (64) 

(67)  2
2

( 2)

( 1)( 2)

n
n n

n n

n c c x
c

n n x




 


 
 สําหรบั 2n   

 แทนคา 2n   ในสมการ (67) จะได 

  2 0
4 0

2 1
12 4

c c
c c


     

 แทนคา 3n   ในสมการ (67) จะได 
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  3 1
5 1

5 3
20 40

c c
c c


    

 สําหรับสัมประสิทธ์ิ 
6 7 8
, , ,c c c จะหาไดในทํานองเดียวกัน  

นําคา 
0 1 2
, , ,c c c  แทนในสมการ(56) จะได 

2 3 4 5
0 1 0 1 0 1

1 1 3
2 4 40

y c c x c x c x c x c x        

 หรือ 

(68)  2 4 3 5
0 1

1 1 3
1

4 2 40
y c x x c x x x

                     
   

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทีเ่ปนอนุกรมกําลังของ x  ของสมการ (55) คือ 

2 4 3 5
0 1

1 1 3
1

4 2 40
y c x x c x x x

                     
   

 

ตัวอยาง 7.9  จงหาผลเฉลยเฉพาะแบบอนุกรมกําลงัของสมการ 

(69)
  

2( 1) 3 0x y xy xy      

เมื่อกําหนดเงื่อนไขเริม่ตน (0) 4y  , (0) 6y    

วิธีทํา จะเห็นไดวาทุกจุด 
0

1x    เปนจุดสามัญของสมการ (69) ดังน้ันจะมีผลเฉลยแบบอนุกรม

รอบจุด 
0
x  ใด ๆ เมื่อ 

0
1x    แตเน่ืองจากเงื่อนไขเริ่มตนทีก่ําหนดเปนคาที่จุด 0  ดังน้ันเราจะหา

ผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุด 0  ให 

ในที่น้ีให 
0

0x   จะได 

(70)  
0

n
n

n
y c x




   

 หาอนุพันธตลอดสมการ (56) จะได 

(71)  
1

1

n
n

n
y nc x





    

(72)  
2

2
( 1) n

n
n

y n n c x





    
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 แทนคาสมการ (70), (71) และ (72) ลงในสมการ (69) จะได 

            
2 2 1

2 1 0
( 1) ( 1) 3 0n n n

n n n
n n n

x n n c x x nc x x c x
  

 

  
        

 หรือ 

(73)  2 1

2 2 1 0
( 1) ( 1) 3 0n n n n

n n n n
n n n n
n n c x n n c x nc x c x

   
 

   
          

  

จัดรูปสมการทางซายของสมการ(73) เพื่อเปลี่ยนใหเลขช้ีกําลังของ x  ใหมีคาเทากบัn  

ทั้งหมดไดดังน้ี 

  2
2 0 1
( 1) ( 1)( 2) 3n n n

n n n
n n n
n n c x n n c x nc x

  


  

        

  
1

1
0n

n
n
c x






   

 หรือ 

 
  

2 3 2
2 2
( 1) 2 6 ( 1)( 2)n n

n n
n n
n n c x c c x n n c x

 


 

        

        
1 0 1

2 2
3 3 0n n

n n
n n

c x nc x c x c x
 


 

       

 หรือ 

(74)             
2 1

2
( 2)( 1) ( 2) n

n n n
n

n n c n n c c x


 


           

                       
2 0 1 3

2 ( 3 6 ) 0c c c c x      

จะเปนจริงสําหรับทุก x  ในชวงของการลูเขา x R  ดังน้ันสมการ (74) สัมประสทิธ์ิทุก

พจนตองเปนศูนย จะได 

(75)  
2

2 0c   

(76)  
0 1 3

3 3 6 0c c c    

(77)  
2 1

( 2)( 1) ( 2) 0
n n n

n n c n n c c
 

        สําหรบั 2n   

 จากสมการ (75) จะได 
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(78)  
2

0c   

 จากสมการ (76) 

(79)  
3 0 1

1 1
6 2

c c c   

 จากสมการ (77) 

(80)  1
2

( 2)

( 2)( 1)
n n

n

n n c c
c

n n




 


 
 สําหรบั 2n   

 จะได 

  2 1
4 1

8 1
12 12

c c
c c


   

  3 2
5 0 1

15 1 3
20 8 8

c c
c c c


    

 สําหรับสัมประสิทธ์ิ 
6 7 8
, , ,c c c จะหาไดในทํานองเดียวกัน  

นําคา 
0 1 2
, , ,c c c  แทนในสมการ (70) จะได 

2 3 4 50 1 1 0 1
0 1 0

3

6 2 12 8 8

c c c c c
y c c x c x x x x

                       
 

 หรือ 

(81)  3 5 3 4 5
0 1

1 1 1 1 3
1

6 8 2 12 8
y c x x c x x x x

                      
   

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการ (69) คือ (81) 

แทนเงื่อนไขเริ่มตน (0) 4y   ในสมการ (81)  

3 5 3 4 5
0 1

1 1 1 1 3
4 1 (0) (0) (0) (0) (0) (0)

6 8 2 12 8
c c

                      
 

หรือ 

  
0

4c   

 หาปรพิันธตลอดสมการ (81) จะได 
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(82)  2 4 2 3 4
0 1

1 5 3 1 15
1

2 8 2 3 8
y c x x c x x x

                      
   

แทนเงื่อนไขเริ่มตน เงื่อนไขเริม่ตน (0) 6y    ในสมการ (82) จะได 

2 4 2 3 4
0 1

1 5 3 1 15
6 (0) (0) 1 (0) (0) (0)

2 8 2 3 8
c c

                     
   

หรือ 

  
1

6c   

 แทนคา 
0

4c   และ 
1

6c   ในผลเฉลยทั่วไป (81) จะได 

(83)  3 5 3 4 51 1 1 1 3
4 1 6

6 8 2 12 8
y x x x x x x

                      
   

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยเฉพาะทีเ่ปนอนุกรมกําลงัของ x  ของสมการ (69) คือ 

3 5 3 4 51 1 1 1 3
4 1 6

6 8 2 12 8
y x x x x x x

                      
   

 

ตัวอยาง 7.10  จงหาผลเฉลยเฉพาะแบบอนุกรมรอบจุด 0  ของสมการ 

(84)
  

2(sin ) 2 3xy x y xy x     

วิธีทํา เน่ืองจาก 
sinx
x

 กระจายเปนอนุกรมแมคคลอรินได ดังน้ัน 0x   เปนจดุสามัญ 

ของสมการ (84) เพระฉะน้ันเราจะหาผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุด 0  ให 

(85)  
0

n
n

n
y c x




   

 หาอนุพันธตลอดสมการ (85) จะได 

(86)  
1

1

n
n

n
y nc x





    

(87)  
2

2
( 1) n

n
n

y n n c x





    
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 แทนคาสมการ (85), (86) และ (87) ลงในสมการ (84) จะได 

2 1 2

2 1 0
( 1) sin 2 3n n n

n n n
n n n
x n n c x x nc x x c x x

  
 

  
       

 หรือ 

(88)  1 1 1 2

2 1 0
( 1) sin 2 3n n n

n n n
n n n
n n c x x nc x c x x

  
  

  
       

 จะเห็นวาไมสามารถจัดรูปสมการทางซายของสมการ(88) เพื่อเปลี่ยนใหเลขช้ีกําลังของ x  ให

มีคาเทากบัn  ทั้งหมดไดดังน้ันจงึกระจาย sinx  ใหอยูในรปูอนุกรมแมคคลอรีนไดดังตอไปน้ี 

 
3 5

1 1 1 2

2 1 0
( 1) 2 3

3! 5!
n n n

n n n
n n n

x x
n n c x x nc x c x x

  
  

  

            
  

 หรือ 

(89) 
 

2 3 4
2 3 4 5

(2 6 12 20 )c x c x c x c x     

3 5
2 3

1 2 3 4

2 3 2
0 1 3

( 2 3 4 )
6 120

(2 2 2 ) 3 0

]
]

x x
x c c x c x c x

c x c x c x x

            

     

 



 

 

จะเปนจริงสําหรับทุก x  ในชวงของการลูเขา x R  ดังน้ันสมการ (89) เทียบสัมประสิทธ์ิ

ของ x  กําลังตาง ๆ ใหเทากบัศูนย จะได 

(90)  
2 1 0

2 2 0c c c    

(91)  
3 2 1

6 2 2 3c c c    

(92)  
4 3 1 2

1
12 3 2 0

6
c c c c      

(93)  
5 4 2 3

1
20 4 2 0

3
c c c c      

 แกสมกาหาคา 
1 2 3 4 5
, , , ,c c c c c  จากสมการ (75) - (93) จะได 
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1 0
2

1 0
3

4 1 0

0
1

5

2

2

2 1
6 2

5 1 1
36 12 8

41 7
2 18 3

20

]
]

]

c c
c

c c
c

c c c

c
c

c


 


  

  

  


 

 นําคา 
1 2 3 4 5
, , , ,c c c c c  แทนในสมการ (85) จะได 

(94)  3 5 3 4 5
0 1

1 1 1 1 3
1

6 8 2 12 8
y c x x c x x x x

                      
   

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการ (84) คือ (94) 

แทนเงื่อนไขเริ่มตน เงื่อนไขเริม่ตน (0) 4y   ในสมการ (94) จะได 

(95) 
3 4 5

2
0
1

3 4 5
x x x

y c x
          

  

  

2 3 4 5 3 4 5

1

5 7 7
2 6 36 360 2 8 40
x x x x x x x

c x
              

  

 

ดังน้ัน  จงหาผลเฉลยเฉพาะแบบอนุกรมรอบจุด 0  ของสมการ (84) คือ  

3 4 5
2

0
1

3 4 5
x x x

y c x
          

  

  

2 3 4 5 3 4 5

1

5 7 7
2 6 36 360 2 8 40
x x x x x x x

c x
              

  

 

 7.3.3 ผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุดเอกฐาน 

 จากบทนิยาม 7.4 น้ันไดกลาวถึง จุดสามญั และจุดเอกฐาน ของสมการเชิงอนุพันธไปแลวน้ัน 

และในหัวขอ 7.3.2 การหาผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุดสามญัไปแลวน้ันสําหรบัหัวขอน้ีจะเปนการกา

ผลเฉลยรอบจุดเอกฐาน (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 505-506). 



263 

(96)  
0 1 2
( ) ( ) ( ) 0a x y a x y a x y     

เมื่อเราทราบวา 
0
x  เปนจุดสามญั ในกรณีน้ีเราไมทราบวา  

0
0
( )n
n

n
y c x x




   

จะเปนผลเฉลยสมการ (96) หรือไม แตถา 
0
x  เปนจุดเอกฐานปกติซึ่งจะไดใหบทนิยามตอไป เราจะได

วาสมการ (96) มผีลเฉลยในรูป 

0 0
0
( )

r n
n

n
y x x c x x




    

 

 บทนิยาม 7.6 

  จากสมการ (96) กําหนดให 1

0

( )
( )

( )

a x
P x

a x
  และ 2

0

( )
( )

( )

a x
Q x

a x


 
กลาววา 

จุด 
0
x  เปนจุดเอกฐานปกติของสมการ (96) ถา

 
0

( ) ( )x x P x  และ
 

2
0

( ) ( )x x Q x  

วิเคราะหไดที่ 
0
x  ถาไมเปนเชนน้ีกลาววา 

0
x  เปนจุดเอกฐานไมปกติ ของสมการ (96) 

   

 

ตัวอยาง 7.11  พิจารณาสมการ 

(97)
  

22 ( 5) 0x y xy x y      

วิธทํา สมการ (97) สามารถจัดไดในรูป 

2 2

5
0

2 2

x x
y y y

x x

     

 
2

( )
2

x
P x

x
   และ 

2

5
( )

2

x
Q x

x


   

 จะได 
1

( )
2

xP x   และ 2 5
( )

2
x

x Q x


  ซึ่งเปนฟงกชันวิเคราะหไดที่ 0x    

ดังน้ัน  0x   เปนจุดเอกฐานปกติของสมการ (97) 

 

ตัวอยาง 7.12  พิจารณาสมการ 

(98)
  

2 2( 2) 2( 2) ( 1) 0x x y x y x y        
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วิธทํา สมการ (98) สามารถจัดไดในรูป 

2 2 2 2

2 1
0

( 2) ( 2)

x
y y y

x x x x

   
 

 

 
2 2

2
( )

( 2)
P x

x x



 และ 

2 2

1
( )

( 2)

x
Q x

x x





  

 จะได 
2

2
( )

( 2)
xP x

x x



 และ 2

2

1
( )

( 2)

x
x Q x

x





  

จะเห็นวา 2 ( )x Q x  วิเคราะหไดที่ 0x   แต ( )xP x  ไมวิเคราะหไดที่ 0x   

 

ดังน้ัน  0x   เปนจุดเอกฐานไมปกติของสมการ (98) แต 2x   เปนจดุเอกฐานไมปกติ 

ของสมการ (98) เพราะวา ( 2) ( )x P x  และ 2( 2) ( )x Q x  ตางก็วิเคราะหไดที่ 2x   

 

ทฤษฎีบท 7.3 

  ถา 
0
x  เปนจุดเอกฐานปกติของสมการ (96) แลวจะไดวาสมการ (96)  

มีอยางนอยหน่ึงผลเฉลยที่ไมเปนศูนยซึ่งอยูในรูป  

(99)  
0 0

0
( )

r n
n

n
y x x c x x




    

 เมื่อ r  เปนคาคงตัวที่จะหาคาได และผลเฉลย (99) เปนจริงในชวง
 

0
0

r
x x R    

 สําหรับบางคา 0R   

 

 การหาผลเฉลย (99) น้ีวิธีการคลายกับการหาผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุดสามัญทีเ่ราไดศึกษา

ในหัวขอที่ผานมา คือตองหาสมัประสิทธ์ิ 
n
c  แตที่เพิ่มมาสําหรบัการหาผลรอบจุดเอกฐานปกติคือตอง

หา r  ซึ่งเรยีกวิธีน้ีวา วิธีของโฟรเบนิอสุ เพื่อเปนเกียรติประวัติกับผูคิดคน ซึ่งจะมีวิธีการหาตาม

ข้ันตอนดังตอไปน้ี (วารี เกรอต 2542, : 141-145) 

ขั้นท่ี 1  ให 
0
x  เปนจุดเอกฐานปกติของสมการ 

(100)  
0 1 2
( ) ( ) ( ) 0a x y a x y a x y     

และสมมติวาผลเฉลยในรปู (4) คือ 

0 0
0

( ) ( )r n
n

n
y x x c x x




    
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เปนจริงในชวง 
0

0 x x R    เมื่อ 
0

0c   เขียนผลเฉลยโดยรวมเทอม 
0

( )x x  จะได 

(101)  
0

0
( )n r
n

n
y c x x





   

ขั้นท่ี 2  หาอนุพันธสมการ (101) เทียบกับ x  จะได 

(102)  1
0

0
( ) ( )n r

n
n

y n r c x x


 


     

 และหาอนุพันธสมการ (102) เทียบกับ x  จะได 

(103)  2
0

0
( )( 1) ( )n r

n
n

y n r n r c x x


 


       

นําคา ,y y   และ y   ในสมการ (101), (102) และ (103)แทนในสมการ (100)  

ขั้นท่ี 3  จากข้ันที่ 2 ทําใหเปนรปูอยางงายจะไดอนุกรมในรปูตอไปน้ี 

(104)  1 2
0 0 1 0 2 0
( ) ( ) ( ) 0r k r k r kk x x k x x k x x            

เมื่อ k  เปนจํานวนเต็มที่แนนอนซึ่งทําให r k  เปนกําลังที่นอยทีส่ดุของอนุกรมที่ไดในข้ันที่ 2 และ 

n
k ( 0,1,2,n   ) เปนฟงกชันของ r  และสัมประสิทธ์ิ 

n
c   

ขั้นท่ี 4  เพื่อใหสมการ (104) เปนจรงิทุก x  ในชวง 
0

0 x x R    จะได  

0 1 2
0k k k     

ขั้นท่ี 5  จากสมการ 
0

0k   จะไดสมการกําลงัสองของ r  ซึ่งจะเรียกวาสมการชวย สมมติใหราก

สมการชวยคือ 
1
r  และ 

2
r  (อาจเปนจํานวนเชิงซอนได) และให 

1 2
Re( ) Re( )r r  และราก 

1 2
,r r  

เรียกวาเลขช้ีกําลงั 

ขั้นท่ี 6  แกสมการ 
n
k ( 0,1,2,n   ) จะไดเซตของเงื่อนไขทีเ่กี่ยวของกบัคา r   

และสมัประสทิธ์ิ 
n
c  

ขั้นท่ี 7  แทนคาราก 
1
r  สําหรบั r  ในเงื่อนไขที่ไดในข้ันที่ 6 จะไดคาของ 

n
c  ซึ่งเมื่อนําไปแทนใน 

(101) และแทนคา r  ใน (101) ดวย 
1
r  ผลที่ไดจะเปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ (100) 
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ตัวอยาง 7.13  จงใชวิธีของโฟรเบนิอสุหาผลเฉลยของสมการ 

(105)
  

22 2 ( 5) 0x y xy x y      

ในชวง 0 x R   สําหรบับางคา R  

วิธีทํา เน่ืองจาก 0x   เปนจุดเอกฐานปกติของสมการ (105) ดังน้ันโดยทฤษฎีบท 7.3 สมการจะ

มีผลเฉลยในรูป  

(106)  
0

0
( )n r
n

n
y c x x





   

 เมื่อ 0
n
c   แลวจะไดวา 

(107)  1
0

0
( ) ( )n r

n
n

y n r c x x


 


     

(108)  2
0

0
( )( 1) ( )n r

n
n

y n r n r c x x


 


       

นําคา ,y y   และ y   ในสมการ (106), (107) และ (108) แทนในสมการ (105) จะได 

2 2 1
0 0

0 0
2 ( )( 1) ( ) 2 ( ) ( )n r n r

n n
n n

x n r n r c x x x n r c x x
 

   

 
         

0
0

( 5) ( ) 0n r
n

n
x c x x





     

 ทําใหเปนรปูอยางงายจะได 

1
0 1
2( )( 1) ( ) 5 0n r n r

n n
n n

n r n r n r c x c x
 

 


 

             

 หรือ 

(109)  
0

2 ( 1) 5 rr r r c x       

   1
1
2( )( 1) ( ) 5 0n r

n n
n

n r n r n r c c x







              

 ซึ่งอยูในรปูสมการ (104) และมีคา 0k   ดังน้ันสมการชวย คือ 
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2 ( 1) 5 0r r r     

 หาคาราก 
1 2
,r r  ของสมการน้ีได 

1

5
2

r   และ 
2

1r     

 แกสมการ 
n
k ( 0,1,2,n   ) จะไดเซตของเงื่อนไขทีเ่กี่ยวของกบัคา r   

และสมัประสทิธ์ิ 
n
c  ดังน้ี 

(110)  
1

2( )( 1) ( ) 5 0
n n

n r n r n r c c 
            สําหรบั 1n   

แทนคา 
1

5
2

r r   ในสมการ (110) จะได 

  
1

5 5 5
2( )( 1) ( ) 5 0

2 2 2 n n
n n n c c 

 
          

 สําหรบั 1n   

หรือ 

(111)  1

(2 7)
n

n

c
c

n n
 


 สําหรบั 1n   

จากสมการ (111)หาคาสัมประสทิธ์ิ 
n
c  ไดดังน้ี 

0
1

1 0
2

2 0
3

9

22 198

39 7722

c
c

c c
c

c c
c

 

  

   



 

 แทนคา 
1

5
2

r r   และแทนคา 
1 2 3
, , ,c c c ในสมการ (106) จะได  

 
 

5 2 7 2 9 2 11 2

0

1 1 1
9 198 7722

y c x x x x
         

  

 หรือ 

(112)  5 2 2 3
0

1 1 1
1

9 198 7722
y c x x x x

         
  

 ดังน้ัน (112) เปนผลเฉลยหน่ึงของสมการ (105)  

ถาแทนคา 
2

1r r    ในสมการ (110) จะได 
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1

2( 1)( 1 1) ( 1) 5 0
n n

n n n c c 
            สําหรบั 1n   

หรือ 

(113)  1

(2 7)
n

n

c
c

n n
 


 สําหรบั 1n   

จากสมการ (113)หาคาสัมประสทิธ์ิ 
n
c  ไดดังน้ี 

0
1

1 0
2

2 0
3

5

6 30

3 90

c
c

c c
c

c c
c



 

 



 

 แทนคา 
2

1r r    และแทนคา 
1 2 3
, , ,c c c ในสมการ (106) จะได  

 
 

1 2
0

1 1 1
5 30 90

y c x x x
         

  

 หรือ 

(114)  1 2 3
0

1 1 1
1

5 30 90
y c x x x x

         
  

 และเน่ืองจากผลเฉลย (112) และผลเฉลย (114) เปนอิสระเชิงเสนกัน 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (105) คือ 

5 2 2 3 1 2 3
1 2

1 1 1 1 1 1
1 1

9 198 7722 5 30 90
y a x x x x a x x x x

                       
   

เมื่อ 
1 2
,a a  เปนตัวคงคา  

 ในกรณีที่รากของสมการชวยมีคาเทากัน เราจะไดเพียง 1 ผลเฉลยเทาน้ัน หรือถึงแมวาราก

ของสมการชวยจะเปนจํานวนจรงิที่ตางกัน แตถาผลเฉลยที่ไดจากรากทั้งคูอาจจะไมอิสระเชิงเสนกันก็

ได ดังน้ันจึงมีคําถามเกี่ยวกบัผลเฉลยของสมการ  

(115)  
0 1 2
( ) ( ) ( ) 0a x y a x y a x y     

 1. ภายใตเงื่อนไขอะไรจึงจะรับประกันไดวาสมการ (115) มี 2 ผลเฉลยที่เปนอิสระเชิงเสนกัน 

 2. ถาสมการ (115) ไมมี 2 ผลเฉลยที่เปนอิสระเชิงเสนกันแลว 2 ผลเฉลยที่เปนอสิระกันจะ

เปนรปูใด  
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 ผลเฉลยของ 2 คําถามคือทฤษฎีบทตอไปน้ี  

 

ทฤษฎีบท 7.4 

  กําหนดให 0
x  เปนจุดเอกฐานปกติของสมการ (115) ให 

1 2
,r r

 1 2
Re( ) Re( )r r     

เปนรากของสมการชวยที่จุด 
0
x   

 1. ถา  
1 2
r r N  เมื่อ N  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบแลวจะไดวาสมการ (115)  

มีผลเฉลย 
1 2
,y y  ที่เปนอสิระเชิงเสนกัน ซึง่หาคาไดดังน้ี 

  1

1 0 0
0

( ) ( )
r n

n
n

y x x x c x x



    

 เมื่อ 
0

0c  และ 

  2

2 0 0
0

( ) ( )
r n

n
n

y x x x c x x



    

 เมื่อ 
0

0c  

 2. ถา  
1 2
r r N  เมื่อ N  เปนจํานวนเต็มบวก แลวจะไดวาสมการ (115)  

มีผลเฉลย 
1 2
,y y  ที่เปนอสิระเชิงเสนกัน ซึง่หาคาไดดังน้ี 

  1

1 0 0
0

( ) ( )
r n

n
n

y x x x c x x



    

 เมื่อ 
0

0c  

2

2 0 0 1 0
0

( ) ( ) ( ) ln
r n

n
n

y x x x c x x Cy x x x



       

เมื่อ 
0

0c  และ C  เปนคาคงตัวซึ่งอาจเปน 0  ได  

3. ถา  
1 2

0r r  แลวจะไดวาสมการ (115) มผีลเฉลยที่เปนอสิระเชิงเสนกันคือ 

1 2
,y y  ซึ่งหาคาไดดังน้ี 

  1

1 0 0
0

( ) ( )
r n

n
n

y x x x c x x



     

 เมื่อ 
0

0c  

1 1

2 0 0 1 0
0

( ) ( ) ( ) ln
r n

n
n

y x x x c x x y x x x



       

 

 

ผลเฉลยในขอ 1 - 3 ในทฤษฎีบท 7.4 น้ันจะเปนจริงในชวง   
0

0 x x R   

สําหรับบางคา  0R   
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ตัวอยาง 7.14  จงใชวิธีของโฟรเบนิอสุหาผลเฉลยของสมการ 

(116)
  

2 22 ( 3) 0x y xy x y      

ในชวง 0 x R   สําหรบับางคา R  

วิธีทํา เน่ืองจาก 0x   เปนจุดเอกฐานปกติของสมการ (116) ดังน้ันหาผลเฉลยสําหรบั 

0 x R   โดยกําหนดให 

(117)  
0

0
( )n r
n

n
y c x x





   

 เมื่อ 0
n
c   แลวจะไดวา 

(118)  1
0

0
( ) ( )n r

n
n

y n r c x x


 


     

(119)  2
0

0
( )( 1) ( )n r

n
n

y n r n r c x x


 


       

นําคา ,y y   และ y   ในสมการ (117), (118) และ (119)แทนในสมการ (116) จะได 

2 2 1
0 0

0 0
2 ( )( 1) ( ) ( ) ( )n r n r

n n
n n

x n r n r c x x x n r c x x
 

   

 
         

2
0

0
( 3) ( ) 0n r

n
n

x c x x





     

 ทําใหเปนรปูอยางงายจะได 

     
2

0 1
2( )( 1) ( ) 3 0n r n r

n n
n n

n r n r n r c x c x
 

 


 

             

 หรือ 

(120)        1
0 1

2 ( 1) 2( 1) ( 1) 3r rr r c x r r r c x                 

        
 2
2
2( )( 1) ( ) 3 0n r

n n
n

n r n r n r c c x







              

 เมื่อเทียบสัมประสิทธของ x  กําลังนอยสุดในสมการ (120) ใหเทากับศูนยจะไดสมการชวย 
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2 ( 1) 3 0r r r      

 หาคาราก 
1 2
,r r  ของสมการน้ีได 

1

3
2

r   และ 
2

1r     

 เน่ืองจากผลตาง 
1 2

5
2

r r 
 
ดังน้ันโดยทฤษฎีบท 7.4 จะไดวาสมการ (116) มี 2 ผลเฉลยที่

เปนอสิระเชิงเสนกันในรูป (117) โดยแทนคา 
1

r r  และ 
2

r r   

 เทียบสัมประสิทธ์ิของ x  ที่มีกําลงัมากกวา r  เปน 0  จะได 

(121)  
1

2( 1) ( 1) 3 0r r r c          

ไดเซตของเงื่อนไขที่เกี่ยวของกับคา r  และสัมประสิทธ์ิ 
n
c  ดังน้ี 

(122)  
2

2( )( 1) ( ) 3 0
n n

n r n r n r c c 
            สําหรบั 2n   

 แทนคา 
1

3
2

r r   ใน (121) จะได 
1
0c   

ดังน้ันแทนคา 
1
0c  และ 

1

3
2

r r   ในสมการ (122) จะได 

2
(2 5) 0

n n
n n c c     สําหรบั 2n   

 หรือ 

(123)  2

(2 5)
n

n

c
c

n n
 


 สําหรบั 2n   

แทนคา  2,3,4,n  ในสมการ (123) 

0
2

1
3

2 0
4

18

0
33

52 96

c
c

c
c

c c
c

 

  

  


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 น่ันคือสัมประสิทธ์ิ 
1 2 3
, , ,c c c  เปนศูนยทั้งหมด จะไดผลเฉลย 

1
( )y y x  สําหรบัราก 

1
r  

ดังน้ี 

(124)  3 2 2 4
1 0

1 1
( ) 1

18 936
y x c x x x

        
  

ตอไปแทนคาถาแทนคา 
2

1r r    ในสมการ (121) จะได 
1
0c  

ดังน้ันแทนคา 
1
0c  และ 

2
1r r    ในสมการ (122) จะได 

(125)  2

(2 5)
n

n

c
c

n n
 


 สําหรบั 2n   

แทนคา  2,3,4,n  ในสมการ (123) 

0
2

1
3

2 0
4

2

0
3

12 24

c
c

c
c

c c
c



  

   



 

 กรณีน้ีสมัประสทิธ์ิ 
1 2 3
, , ,c c c  เปนศูนยทั้งหมด จะไดผลเฉลย 

2
( )y y x  สําหรับราก 

2
r  

ดังน้ี 

(126)  1 2 4
2 0

1 1
( ) 1

2 24
y x c x x x

        
  

และเน่ืองจากผลเฉลย (124) และผลเฉลย (126) เปนอิสระเชิงเสนกัน 

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (116) คือ 

1 1 2 2
( ) ( )y a y x a y x   เมื่อ 

1 2
,a a  เปนตัวคงคา 

 

ตัวอยาง 7.15  จงใชวิธีของโฟรเบนิอสุหาผลเฉลยของสมการ 

(127)
  

2 2( 3 ) 3 0x y x x y y      

ในชวง 0 x R   สําหรบับางคา R  
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วิธีทํา เน่ืองจาก 0x   เปนจุดเอกฐานปกติของสมการ (127) ดังน้ันหาผลเฉลยสําหรบั 

0 x R   โดยกําหนดให 

(128)  
0

0
( )n r
n

n
y c x x





   

 เมื่อ 0
n
c   แลวจะไดวา 

(129)  1
0

0
( ) ( )n r

n
n

y n r c x x


 


     

(130)  2
0

0
( )( 1) ( )n r

n
n

y n r n r c x x


 


       

นําคา ,y y   และ y   ในสมการ (128), (129) และ (130) แทนในสมการ (127) จะได 

     
2 2

0
0
( )( 1) ( )n r

n
n

x n r n r c x x


 


     

             

2 1
0 0

0 0
( 3 ) ( ) ( ) 3 ( ) 0n r n r

n n
n n

x x n r c x x c x x
 

  

 
         

 ทําใหเปนรปูอยางงายจะได 

   
1

0 1
( )( 1) 3( ) 3 ( 1) 0n r n r

n n
n n

n r n r n r c x n r c x
 

 


 

             

หรือ 

(131)  
0

( 1) 3 3 rr r r c x       

         
 1
1
( )( 1) 3( ) 3 ( 1) 0n r

n n
n

n r n r n r c n r c x







                

 เมื่อเทียบสัมประสิทธของ x  กําลังนอยสุดในสมการ (131) ใหเทากับศูนยจะได

สมการชวย 

2 4 3 0r r     

 หาคาราก 
1 2
,r r  ของสมการน้ีได 

1
3r   และ 

2
1r    
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 เน่ืองจากผลตาง 
1 2

2r r 
 
ดังน้ันโดยทฤษฎีบท 7.4 จะไดวาสมการ (127) มี 2 ผลเฉลยที่

เปนอสิระเชิงเสนกันในรูป (128) โดยแทนคา 
1

r r  และ 
2

r r   

 สําหรับราก 
1

3r 
 
ในการหาคําตอนน้ีจะเทียบสมัประสิทธ์ิของ x  ที่มีกําลงัมากกวา r  ใน

สมการ (131) ใหทํากบั 0  จะได 

(132)  
1

( )( 1) 3( ) 3 ( 1) 0
n n

n r n r n r c n r c 
              

สําหรับ 1n   

แทนคา 
1

3r r   ใน (132) จะได  

1
( 3)( 3 1) 3( 3) 3 ( 3 1) 0

n n
n n n c n c 

               

สําหรับ 1n   หรอื 

(133)  1n
n

c
c

n
   สําหรบั 1n   

แทนคา 1,2,3,n   ในสมการ (133) 

1 0

1 0
2

2 0
3

0

2 2!

3 3!

( 1)
!

n
n

c c

c c
c

c c
c

c
c

n

 

  

  

 


 

 แทนคาสัมประสิทธ์ิ 
1 2 3
, , ,c c c  ในสมการ (128) และแทน 

1
3r   จะไดผลเฉลย


1
( )y y x  สําหรบัราก 

1
r  ดังน้ี 

2 3
3

1 0
( ) 1 ( 1)

2! 3! !

n
nx x x

y x c x x
n

            
   

 หรือ  

(134)  3
1 0
( ) xy x c x e  
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ตอไปแทนคาถาแทนคา 
2

1r 
 
ดังน้ันแทนคา 

2
1r r   ใน (132) จะได  

1
( 1)( 1 1) 3( 1) 3 ( 1 1) 0

n n
n n n c n c 

               

สําหรับ 1n   หรอื 

(135)  1

2
n

n

c
c

n
 


 สําหรบั 1n   และ 2n     

แทนคา 1n   ในสมการ (135) จะได 
1 0
c c  และแทน 2n   จะได 

2 1
0 2 0c c   

น่ันคือ 
1

0c   แต 
1 0
c c  เพราะฉะน้ัน 

0
0c   ดวยซึ่งขัดกับที่กําหนดไวตอนตน แสดงวาไมมีผล

เฉลยสําหรับ 
0

0c   ในกรณีของราก 
2

1r r   นอกจากน้ีเรายังสงัเกตไดวาเมื่อแทน 3n   ใน

สมการ (128) ก็จะไดผลเฉลยเดิมคือ 
1
( )y x  ทั้งน้ีเพราะวาจาก 

2 1
0 2 0c c   จะไดวา 

2
c  เปนคาคง

ตัวไมเจาะจงและเมื่อแทน 1r   ในสมการ (128) พรอมกบัแทนสัมประสทิธ์ิในสมการ (135) จะได  

4 5 2
2 3

2

2 3
3

2

3
2

( 1)
2! 3! !

1 ( 1)
2! 3! !

]
]

n
n

n
n

x

x x x
y c x x x

n

x x x
c x x

n

c x e





            

            



 

    

ดังน้ันผลเฉลยสมการ (127) ที่เปนอสิระเชิงเสนกบั 
1
( )y x  ซึ่งอยูในรูป 

(136)  1
1

0
( ) lnn

n
n
c x Cy x x





  

 เมื่อ 
0

0c   และ 0C    

 ในที่น้ีเราจะใชวิธีลดอันดับในการหาผลเฉลยในรูปสมการ (136) ให 

(137)  3
1
( ) xy y x v x e v    

 ดังน้ันจะได 

(138)  3 2 3(3 )x x xdv
y x e x e x e v

dx
        
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 และ 

(139)  
2

3 2 3 3 2

2
2(3 ) ( 6 6 )x x x x x xd v dv

y x e x e x e x e x e xe v
dxdx

              

นําคา ,y y   และ y   ในสมการ (137), (138) และ (139)แทนในสมการ (127) จัดรปูแลว 

จะได 

(140)  
2

2
(3 ) 0

d v dv
x x

dxdx
     

 แทน 
dv

w
dx

  ในสมการ (140) จะได 

(141)  (3 ) 0
dw
x x w
dx

     

 สมการ (141) เปนสมการเชิงเสนที่มี 3 xw x e  เปนผลเฉลยเฉพาะ  

แตเน่ืองจากกําหนดให 
dv

w
dx

  ดังน้ันผลเฉลยของสมการ (140) คือ 

3 xv x e dx   

 ดังน้ันผลเฉลยของสมการ (127) คือ 
2
( )y y x  เมื่อ  

(142)  3 3
2
( ) x xy x x e x e dx    

 ซึ่งเปนอสิระเชิงเสนกบัผลเฉลย 
1
( )y x   

 ตอไปจะแสดงวา 
2
( )y x  อยูในรูป (136) โดยการกระจายเปนอนุกรมแมคคลอรินสําหรับ xe  

ใน (142) จะได 

  

2 3
3 3

2

1 0
3 3 2

( ) 1
2! 3!

2! 3!
]

x

x

x x
y x x e x x dx

x x
x e x x dx

 


  

 
     

 

 
     

 





 

 หาปรพิันธทีละเทอมจะได 
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3 2
2

1 1 1
( ) ln

2 2
xy x x e x x

x
  

     
 

  

 เมื่อแทนอนุกรมแมคลอรินสําหรับ xe  จะได   

5 6 2
3 4

2 2

1 1
( )

2 6 6 482

x x x x
y x x x

xx

  
           
  

   

3 ln
2

xx e x

  

 หรือ  

  
2 3 4 3

2

3 ln
( )

2 2 4 4 2

xx x x x x e x
y x

 
      
 

  

 ซึ่งอยูในรปู (136) เมื่อ 3
1
( ) xy x x e   

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (127) คือ 

1 1 2 2
( ) ( )y a y x a y x   เมื่อ 

1 2
,a a  เปนตัวคงคา 

 

7.4 สรปุทายบทที ่7 

การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนที่มสีัมประสทิธ์ิเปนตัวแปร ถาสมการเชิงเสนน้ัน

อยูในรูปแบบ  
1

1
0 1 11

( )
n n

n n
n nn n

d y d y dy
a x a x a x a y F x

dxdx dx





        

จะเรียกสมการน้ีวาสมการ โคชี – ออยเลอร ซึ่งเปนสมการทีม่ีรูปแบบเฉพาะ และสามารถหา

ผลเฉลยโดยการแปลงเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนที่มสีัมประสทิธ์ิเปนคาคงตัวแลวหาผลเฉลยของ

สมการเชิงเสนที่มสีัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัว แตถาสมการอยูในรูปแบบ  

1

0 1 11
( ) ( ) ( ) ( ) 0

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y

dxdx dx




      

ซึ่งสมการน้ีไมเปนสมการ โคชี – ออยเลอรแลวเราจะใชการลดอันดับของสมการลงที่ละหน่ึง

โดยแทน ( )y f x v  ในสมการแลวสมการดังกลาว แลวสมการน้ันจะเปลี่ยนสมการเชิงเสนอันดับ 
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1n   ของตัวแปรตาม 
dv

w
dx

  ทําใหสามารถหาผลเฉลยของสมการในรูปแบบดังกลาวได แตยังมี

สมการเชิงอนุพันธในบางรูปแบบที่ไมสามารถหาผลเฉลยของสมการไดโดยวิธีกอนหนา และถาทราบ

จากทฤษฎีบทของการมีผลเฉลยแลววาสมการน้ันมีผลเฉลยแตไมสามารถหาผลเฉลยในรปูของฟงกชัน

พีชคณิต ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน ฟงกชันช้ีกําลัง หรือฟงกชันลอกาลิทมึได ดังน้ัน

ผลเฉลยจะอยูในรูปแบบอนุกรมซึ่งมีวิธีการหาผลเฉยรอบจุดสามัญ และผลเฉลยรอบจุดเอกฐาน 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



279 

แบบฝกหัดทายบทท่ี 7 
 

1. จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการตอไปน้ี 

1.1  2 3 0x y xy y     

1.2
  

2 2 0x y xy y     

1.3  
22 3 0x y xy y     

1.4  2 2 0x y xy y        

1.5  22 6 2 0x y xy y      

1.6  3 2 6 18 0x y x y xy y       
 

2. กําหนดผลเฉลย 
1
y  ของสมการเชิงอนุพันธใหจงหาอีกผลเฉลยหน่ึงทีเ่ปนอสิระเชิงเสนกับ 

1
y  

2.1  2(1 2 ) 2(1 ) 2 0x x y x y y        , 
1

1y x    

2.2
  
(1 2 ) 4 4 0x y xy y      ,  2

1
xy e  

2.3  
2 4 6 0x y xy y     ,   2 3

1
y x x   

2.4  3 tan 4 0y xy y     ,   
1
1y     

2.5  2 5 9 0x y xy y     ,   3
1

lny x x  

 
3. จงหาจุดเอกฐานทัง้หมดของสมกาเชิงอนุพันธที่กําหนดใหตอไปน้ี 

3.1  
23 (1 )

(1 ) 0
2 3
x x

x y y y
x x

    
 

 

3.2
  

3 4
2 3

( ) 0
1 2

x x x
x x y y y

x x
    

 
  

3.3  
31 3 2

0
1 2

x x
y y y

x x x
   

 
  

3.4  
3 4

0
4 4

x x x
e y y y

x x
   
 
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4. จงหาจุดเอกฐานทัง้หมดและตรวจสอบวาจุดใดเปนจุดเอกฐานปกติ 

4.1  2 2

2

( 1) 3( 1)
( 1) 0

4 16

x x x
x x y y y

x x

     
 

 

4.2
  

2 4
( 3 10) 16 0

2
x

x x x y y y
x
     


  

4.3  
1 1

( 1) 0
4 2

x
x x y y y

x x
    
 

  

4.4  1
3 0

1
x

x
e y xy y

e
   


  

 
5. จงหาผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุด 0   

5.1  2(2 1) 0y xy x y      

5.2
  

(3 2) 0y xy x y       

5.3  
2( 1) 0x y xy xy       

5.4  2(1 ) 2 5 0x y xy y       
 

6. จงหาผลเฉลยแบบอนุกรมของปญหาคาเริม่ตนที่กําหนดให 

6.1  0y xy y       (0) 1, (0) 0y y   

6.2
  

2 0y xy xy       (0) 2, (0) 3y y   

6.3  
2 2 0x y y y       (1) 0, (1) 1y y   

 
7. จงหาผลเฉลยแบบอนุกรมรอบจุด 0  โฟรเบนิอุส 

7.1  
1 1

0
2 2

xy x y y
 

     
 

  

7.2  2 22 5 (2 1) 0x y xy x y       

7.3  2 (1 ) 2 0xy x y y       

7.4  0xy y y     
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 การหาผลเฉลยขอสมการเชิงอนุพันธในบทที่ผานมาน้ันไดมกีารนําประโยชนของตัวดําเนินการ

D  มาชวยในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ และจากความหมายของ ( ( ))D f x คืออนุพันธ

ของฟงกชันแสดงไดดังน้ี 

2( ) ( ) 2

( ) ( )

( ) sin ( ) cos

x x

f x x F x x

f x e F x e

f x x F x x

 
 
 

 

 

จะเห็นไดวาตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ D  เปนฟงกชันทีส่งฟงกชันไปเปนฟงกชันกลาวคือ 

  2( ) ( )D f x D x  เปนฟงกชัน ( ) 2F x x  

 ( ) ( )xD f x D e  เปนฟงกชัน ( ) xF x e  

 ( ) (sin )D f x D x  เปนฟงกชัน ( ) cosF x x  

 

การแปลงลาปลาซมปีระโยชนอยางมากในการการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ และ

สามารถนําไปประยุกตใชกับการแกปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรไดเปนอยางดีดังน้ัน 

ในบทน้ีจะศึกษาเกี่ยวกับการแปลงลาปลาซที่เปนผลของการแปลงลาปลาซและการหาผลการแปลงลา

ปลาซแบบตาง ๆ สมบัติของผลการแปลงลาปลาซ และการนําผลการแปลงลาปลาซไปใชในการแก

สมการเชิงอนุพันธ 

 

8.1 ผลการแปลงลาปลาซ 

 ผลการแปลงลาปลาซ เปนการสงคาที่เปนฟงกชันไปเปนฟงกชันโดยใชสัญลกัษณแทนผลการ

แปลงลาปลาซดวย L  ตัวอยางเชน  L f F  (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 177) 

 

 

 

 

บทท่ี 8 
ผลการแปลงลาปลาซ 
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ภาพท่ี 8.1  แสดงการแปลงลาปลาซ 

 

 ดังน้ันการแปลงลาปลาซ หรือผลการแปลงลาปลาซ สามารถนําไปชวยแกสมการเชิงอนุพันธ

อยางหน่ึง ซึ่งจะตองอาศัยเรื่องของการหาปรพิันธไมตรงแบบ ดังจะกลาวถึงในบทนิยาม 

 ถากําหนดให f  เปนฟงกชันคาจรงิที่นิยามบนชวง [0, ]  หรือ ( )f x  หาคาไดสําหรบั 

0x   จะไดวา 
0 0

( ) lim ( )
b

b
f x dx f x dx




   ซึ่งเปนคาปรพิันธไมตรงแบบในรปูของลิมิต หลักการ

ดังกลาวน้ีสามารถสรางเปนบทนิยามไดดังน้ีคือ 

 

 บทนิยาม 8.1 

  กําหนดให f  เปนฟงกชันที่มีความตอเน่ืองบนชวง [0, ]b  เมื่อ 0b   ถา 

0

lim ( )
b

b
f x dx


  หาคาไดและเปนคาจํากัด จะกลาววา ปริพันธไมตรงแบบ 

0

( )f x dx


  

ลูเขา ไมเชนน้ันกลาววา 
0

( )f x dx


  ลูออก เมื่อ 
0

lim ( )
b

b
f x dx L


  จะเขียน 

0

( )f x dx L


  

 

ขอสังเกต 8.1 

ถาปริพันธไมตรงแบบลูเขา จะเห็นวาคาปริพันธไมตรงแบบดังกลาวเปนการแปลงฟงกชัน 

( )f x  ไปเปน 
0

( ) ( , ) ( )F s k s x f x dx


   

 

 ในที่น้ีถากําหนดให ( , ) sxK s x e  จะไดนิยามของการแปลงลาปลาซไดดังตอไปน้ี 

 

 

 

เซตของฟงกชัน            เซตของฟงกชัน 
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 บทนิยาม 8.2 

  ถา f  เปนฟงกชันที่หาคาไดบนชวง [0, )  แลวคาปริพันธ 

0

( ) ( )sxe f x dx F s


   จะเรียกวา ซึ่งถาลิมิตหาคาได จะเรียกวาการแปลงลาปลาซ  

หรือผลการแปลงลาปลาซของ f  ถาปริพันธน้ีหาคาได การแปลงลาลาซของ f  แทนดวย 

 L f  หรือ  ( )L f x  

 

ตัวอยาง 8.1  จงหา  ( )L f x  เมื่อกําหนด ( ) 2f x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  
0

( ) ( )sxL f x e f x dx


   

 สําหรับทกุคาของ s  ที่ทําใหปริพันธไมตรงแบบลูเขา และ ( )f x  หาคาไดบนชวง [0, ]  

 จะไดวา  
0

2 (2)sxL e dx


   

        

0

0

(0)

lim 2

2
lim

2 lim

1
2 lim

b
sx

b

b
sx

b

sb s

b

sb

b

e dx

e
s

e e
s s

e
s s









 







 

 
  

  
 
     
 
     

 

 1. สําหรบั 0s   จะทําใหปรพิันธไมตรงแบบ 
0

( )sxe f x dx


  ลูออก เพราะวาถา 0s    

   จะได    (0)

00 0

(2) lim 2 lim 2 lim 2 0
b b

x

b b b
e dx dx x b




  
       

 2. สําหรบั 0s   จะทําใหปรพิันธไมตรงแบบ 
0

( )sxe f x dx


  ลูออก เพราะวาถา 0s   

    จะได 0sb   และ lim sb

b
e


   

 3. สําหรบั 0s   จะทําใหปรพิันธไมตรงแบบ
0

( )sxe f x dx


 ลูเขาเพราะวาถา 0s   

    จะได 0sb   และ lim 0sb

b
e


  

ดังน้ัน   
2

2L
s

  สําหรบั 0s   
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จากตัวอยาง 8.1 ใชวิธีการหาเชนเดียวกันจะไดวา  
a

L a
s

  สําหรับ 0s    

เมื่อ a  เปนคาคงตัว 

 

ตัวอยาง 8.2  จงหา  5xL e   

วิธีทํา เน่ืองจาก  5 5

0

( )x sx xL e e e dx


   

            

(5 )

0

(5 )

0

(5 )

0

(5 ) (5 )(0)

(5 )

lim

1
lim

5
1
lim

5
1
lim 1

5

s x

b
s x

b

b
s x

b

s b s

b

s b

b

e dx

e dx

e
s

e e
s

e
s












 







 

 

 
  

  

   

   

 

 สําหรับ 5s    

  

1
(0 1)

5
1
5

s

s

 





 

ดังน้ัน   5 1

5
xL e

s



 สําหรบั 5s   

 

จากตัวอยาง 8.2 ใชวิธีการหาเชนเดียวกันจะไดวา  
1axL e

s a



 สําหรับ s a   

เมื่อ a  เปนคาคงตัว 

 

ตัวอยาง 8.3  จงหา { }L x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 
0

{ } ( )sxL x e x dx


   

            
0

0

lim

sx

b
sx

b

xe dx

xe dx








 

 
 

 หาปรพิันธทีละสวนจะไดวา  
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           2

sx sx
sx xe e

xe dx
s s

 
  

      
 

 จะได       
2

0

{ } lim
bsx sx

b

xe e
L x

s s

 



 
   

  
 

             

(0) (0)

2 2

2 2

(0)
lim

1
lim

sb sb s s

b

sb sb

b

be e e e
s s s s

be e
s s s

   



 



                     
 
      

 

สําหรับ 0s    

 
2

2

1
0 0

1
s

s

   


 

ดังน้ัน  
2

1
{ }L x

s
  สําหรบั 0s   

 

ตัวอยาง 8.4  จงหา  2L x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 2

0

( )sxL x e x dx


   

            

2

0

2

0

lim

sx

b
sx

b

x e dx

x e dx








 

 
 

 หาปรพิันธทีละสวนสองครัง้จะไดวา  

           
2

2
2 3

2 2sx sx sx
sx x e xe e

x e dx
s s s

  


 
       

 

 จะได       

 
2

2
2 3

0

2 2 (0) (0) (0)

2 3 2 3

2

2 3 3

2 2
lim

2 2 (0) 2(0) 2
lim

2 2 2
lim

bsx sx sx

b

sb sb sb s s s

b

sb sb sb

b

x e xe e
L x

s s s

b e be e e e e

s s s s s s

b e be e
s s s s

  



     



  



 
    
  
                       
 
     
  

 

 สําหรับ 0s    
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3

3

2
0 0 0

2
s

s

    


 

ดังน้ัน   
3

2
L x

s
  สําหรบั 0s   

 

จากตัวอยาง 8.3 และ 8.4 ใชวิธีการหาเชนเดียวกันจะไดวา   1

!n
n

n
L x

s 
  สําหรบั 

0s   เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

 

ตัวอยาง 8.5  จงหา  sin 3L x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  
0

sin 3 (sin 3 )sxL x e x dx


   

      
0

lim sin3
b

sx

b
e xdx


   

 หาปรพิันธทีละสวนสองครัง้และใชสมบัติของฟงกชันตรีโกณมิติจะไดวา  

 
2 2

( sin3 3cos3 )
sin3

( ) 3

sx
sx e s x x

e x dx
s


  


 

 

 และ 

  2 2
0

(0)

2 2 2 2

2 2 2 2

( sin 3 3cos3 )
sin 3 lim

3

( sin 3 3cos 3 ) ( sin 3(0) 3 cos3(0)
lim

3 3

( sin 3 3cos 3 ) 3
lim

3 3

bsx
sx

b

sb s

b

sb

b

e s x x
L e x

s

e s b b e s
s s

e s b b
s s






 







  
 
  
                     
       

 สําหรับ 0s    

2 2

2 2

3
0

3
3
3

s

s

 





 

ดังน้ัน   
2 2

3
sin 3

3
L x

s



 สําหรบั 0s   
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จากตัวอยาง 8.5 ใชวิธีการหาเชนเดียวกันจะไดวา  
2 2

sin
a

L ax
s a




 สําหรับ 0s   

เมื่อ a  เปนคาคงตัว และในทํานองเดียวกัน  
2 2

cos
s

L ax
s a




 สําหรับ 0s   

 

ตัวอยาง 8.6  จงหา  5xL xe   

วิธีทํา เน่ืองจาก  5 5

0

( )x sx xL xe e xe dx


   

              

(5 )

0

(5 )

0

lim

s x

b
s x

b

xe dx

xe dx








 

 
 

 หาปรพิันธทีละสวนจะไดวา  

           
(5 ) (5 )

(5 )
25 (5 )

s x s x
s x xe e

xe dx
s s

 


 
      

 

 และ           

(5 ) (5 )

2

0

lim
5 (5 )

b
s x s x

b

xe e
L x

s s

 



 
     

 

      

(5 ) (5 ) (5 )(0) (5 )(0)

2 2

(5 ) (5 )

2 2

(0)
lim

5 (5 ) 5 (5 )

1
lim

5 (5 ) (5 )

s b s b s s

b

s b s b

b

be e e e
s s s s

be e
s s s

   



 



                         
 
       

 

สําหรับ 0s    

  
2

2

1
0 0

(5 )
1

(5 )

s

s

  





 

ดังน้ัน   5
2

1
(5 )

xL xe
s




 สําหรบั 5s   

 

จากตัวอยาง 8.6 ใชวิธีการหาเชนเดียวกันจะไดวา   2

1
( )

axL xe
a s




 สําหรับ s a  

เมื่อ a  เปนคาคงตัว  

จากตัวอยางทีผ่านมาขางตน ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันพื้นฐาน จะสรปุเปนสูตรซึง่

สามารถนําไปใชไดโดยการแทนคาได กําหนดให a  เปนคาคงตัว (กอสุข วีระถาวร, 2539 : 106) 
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  1.  
a

L a
s

     สําหรับ 0s   

  2.  
1axL e

s a



   สําหรับ s a  

  3.   1

!n
n

n
L x

s 
   สําหรับ 0s   และ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

  4.  
2 2

sin
a

L ax
s a




 สําหรับ 0s   

  5.  
2 2

cos
s

L ax
s a




 สําหรับ 0s   

  6.   2

1
( )

axL xe
a s




 สําหรับ s a  

  7.   2 2
sinh

a
L ax

s a



 สําหรับ s a  

  8.   2 2
cosh

s
L ax

s a



 สําหรับ s a  

ตัวอยางเชน  

 
4

4L
s

    สําหรับ 0s   

  2 1
2

xL e
s

 


  สําหรับ 2s   

  3 4

6
L x

s
    สําหรับ 0s   

   2

2
sin( 2 )

4
L x

s
 


 สําหรับ 0s   

  
2

cos
1

s
L x

s



  สําหรับ 0s   

  10
2

1
(10 )

xL xe
s




  สําหรับ 10s   

  
2

1
sinh

1
L x

s



  สําหรับ 1s   

  
2

5
cosh5

25
L x

s



 สําหรับ 5s   

 สําหรับฟงกชันอื่น ๆ ที่ไมเปนไปตามสูตรการแปลงลาปลาซของฟงกชันพื้นฐานขางตน น้ัน

สามารถหาไดจากบทนิยาม  
0

( ) ( )sxL f x e f x dx


   โดยตรง หรือบางครัง้อาจตองใชวิธีการ

เปลี่ยนรปูของฟงกชัน และถามีความยุงยากจะตองใชเทคนิคที่จะกลาวถึงตอไปน้ีมาชวย 
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ตัวอยาง 8.7  จงหา  2sinL x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 2 1 cos2
sin

2

x
x


  

ดังน้ัน  2

0

1 cos2
sin

2
sx x

L x e dx


       
 

            

 

    

0

0 0

2

1
1 cos2

2
1

cos2
2
1

1 cos2
2
1 1
2 4
2

( 4)

sx

sx sx

e x dx

e dx e x dx

L L x

s
s s

s s




 
 

 

 
     

 

 
  

  




 

ดังน้ัน   2
2

2
sin

( 4)
L x

s s



 สําหรบั 0s   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  2sinL x  ดังภาพที่ 8.2

 

ภาพท่ี 8.2  หา  2sinL x  โดยใช Wolfram Alpha  
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ตัวอยาง 8.8  จงหา  sin(2 3)L x    

วิธีทํา เน่ืองจาก  
0 0

sin(2 3) sin(2 3) lim sin(2 3)
b

sx sx

b
L x e x dx e x dx


 


       

 หาปรพิันธทีละสวนจะไดวา  

      2 2

sin(2 3) 2 cos(2 3)
sin(2 3)

4 4

sx sx
sx se x e x

e x dx
s s

 
    

       
 

 จะได      2 2
0

sin(2 3) 2 cos(2 3)
sin(2 3) lim

4 4

bsx sx

b

se x e x
L x

s s

 



   
   
   

 

 

    

2 2

(0) (0)

2 2

2

sin(2 3) 2 cos(2 3)

4 4
lim

sin(2(0) 3) 2 cos(2(0) 3)

4 4

sin( 3) 2 cos( 3)

4
]

sb sb

s sb

se b e b

s s

se e

s s

s

s

 

 

                              

       

 

ดังน้ัน    2

sin( 3) 2cos( 3)
sin(2 3)

4

s
L x

s

  
 


 สําหรบั 0s   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  sin(2 3)L x   ดังภาพที่ 8.3 

 

ภาพท่ี 8.3  หา  sin(2 3)L x   โดยใช Wolfram Alpha  
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 สําหรับฟงกชันที่มีความตอเน่ืองเปนชวง ๆ น้ันก็สามารถหาผลการแปลงลาปลาซได

เชนเดียวกัน แตตองมีเงื่อนไขเพิ่มเติมดังบทนิยามตอไปน้ี 

 

 บทนิยาม 8.3 

  ฟงกชัน f  จะกลาววามอัีนดับเลขชี้กําลังเทากับ c  ถามคีาคงตัว c   

สําหรับบาง 0M   และ 0 0x  ซึ่งทําให ( ) cxf x Me  ทุกคา 0x x  

 

ตัวอยางเชน  

 ( ) xf x e  จะมีคาอันดับเลขช้ีกําลงัเปน 1 เพราะวา 1x xe e   

 ( ) xf x e  จะมีคาอันดับเลขช้ีกําลงัเปน 1 เพราะวา 1x xe e    

 ( ) 2 sinf x x  จะมีคาอันดับเลขช้ีกําลงัเปน 1 เพราะวา 2 sin 2 xx e   

 

 บทนิยาม 8.4 

  ถา f  เปนฟงกชันตอเน่ืองบนชวง (0, )  และมีอันดับเลขช้ีกําลงัเทากับ c   

แลวจะไดวา  ( )L f x  หาคาไดสําหรับ s c  

 

 และในการหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันที่ตอเน่ืองเปนชวง ๆ ก็สามารถหาไดโดยการ

หาปรพิันธในแตละชวงที่ 0x   

ตัวอยาง 8.9  จงหา  ( )L f x  เมื่อกําหนด 
1, 2

( )
1, 2

x
f x

x

   
 

วิธีทํา เน่ืองจาก  
2

0 0 2

( ) ( ) ( 1) (1)sx sx sxL f x e f x dx e dx e dx
 

         

 จะไดวา   
2

20

( ) lim
sx b

sx

b

e
L f x e dx

s






 
     

 

   

(2) (0)

2
2 (2)

2 (2)

lim

1
lim

1

b
s s sx

b

s sb s

b

s s

e e e
s s s

e e e
s s s s

e e
s s s

  



  



 

                              
   
         
   
   
         
   
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22 1se
s s



   

ดังน้ัน   
22 1

( )
se

L f x
s s



   สําหรบั 0s   

 

ตัวอยาง 8.10  จงหา  ( )L f x  เมื่อกําหนด 

2, 0 1

( ) , 1 3

0, 3

x

x

f x e x

x

     

 

วิธีทํา เน่ืองจาก  
1 3

0 0 1 3

( ) ( ) (2) ( ) (0)sx sx sx x sxL f x e f x dx e dx e e dx e dx
 

           

 จะไดวา  
31 (1 )

30 1

2
( ) lim (0)

1

sx s x
sx

b

e e
L f x e dx

s s

  




              
 

  

(1) (0) (1 )(3) (1 )(1)

(3 3 ) (1 )

(3 3 ) (1 )

2 2
0

1 1

2 2
1 1

2 2
1 1

]
]

s s s s

s s s

s s s

e e e e
s s s s

e e e
s s s s

e e e
s s s s

   

  

  

                                                           

                


   

 

 

ดังน้ัน   
(3 3 ) (1 )2 2

( )
1 1

s s se e e
L f x

s s s s

  
   

 
 สําหรบั 1s   

 

8.2  สมบัติบางประการของผลการแปลงลาปลาซ 

 ผลการแปลงลาปลาซน้ันมีสมบัติทีส่ําคัญเพื่อชวยในการหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน

รูปแบบตาง ๆ ไดงายข้ึนและสมบัติทีส่ําคัญที่นํามาใชไดแก (วีระศักด์ิ วาจาบัณฑิตย, 2536 : 266). 

 8.2.1 สมบัติเชิงเสนของผลการแปลงลาปลาซ 

 สามารถสรปุเปนทฤษฎีบทไดดังน้ี 

 

 ทฤษฎีบท 8.1 

  ถา ( )f x  และ ( )g x  มีผลการแปลงลาปลาซแลวจะไดวา 

      ( ) ( ) ( ) ( )L af x bg x aL f x bL g x    เมื่อ a  และ b  เปนคาคงตัว 
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 จากทฤษฎีบท 8.1 สามารถนําไปใชไดกับสมบัติดังน้ีได 

  1.      ( ) ( ) ( ) ( )L af x bg x aL f x bL g x    

  2.    ( ) ( )L af x aL f x  

ตัวอยาง 8.11  จงหา  ( )L f x  เมื่อกําหนด 2( ) 2 3 4f x x x    

วิธีทํา เน่ืองจาก    2( ) 2 3 4L f x L x x    

  

  

2

3 2

3 2

2 { } 3 { } {4}

2! 1 1
2 3 4

4 3 4

]
]

L x L x L

ss s

ss s

  

                            

  

 

ดังน้ัน    3 2

4 3 4
( )L f x

s s s
    สําหรบั 0s   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  ( )L f x  เมื่อกําหนด 2( ) 2 3 4f x x x    ดังภาพที่ 8.4 

 

ภาพท่ี 8.4  หา  22 3 4L x x   โดยใช Wolfram Alpha  
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ตัวอยาง 8.12  จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน 3sin 2cos4x x  

วิธีทํา เน่ืองจาก      3sin 2 cos4 3 sin 2 cos 4L x x L x L x    

  

            

   

2 2

2 2

3 sin 2 cos 4

1
3 2

1 16

3 2

1 16

]
]
]

L x L x

s

s s

s

s s

 

                

 
 

 

ดังน้ัน   
2 2

3 2
3sin 2cos4

1 16
s

L x x
s s

  
 

 สําหรบั 0s   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  3 sin 2 cos 4L x x  ดังภาพที่ 8.5 

 
 

ภาพท่ี 8.5  หา  3 sin 2 cos 4L x x  โดยใช Wolfram Alpha  
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ตัวอยาง 8.13  จงหา  ( )L f x  เมื่อกําหนด 3 3( ) 2 3cos5 4 1xf x e x x     

วิธีทํา เน่ืองจาก    3 3( ) 2 3cos 5 4 1xL f x L e x x     

  

  

       3 3

2 4

2 4

2 3 cos 5 4 1

1 3! 1
2 3 4

3 25

2 3 24 1
3 25

]
]

]

xL e L x L x L

s
s ss s

s
s ss s

   

                                          

   
 

 

ดังน้ัน    2 4

2 3 24 1
( )

3 25

s
L f x

s ss s
   

 
 สําหรบั 3s   

 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  ( )L f x  เมื่อกําหนด 3 3( ) 2 3cos5 4 1xf x e x x      

ดังภาพที่ 8.6 

 
 

ภาพท่ี 8.6  หา  3 32 3cos 5 4 1xL e x x    โดยใช Wolfram Alpha  
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ตัวอยาง 8.14  จงหา  2 sin cos3L x x   

วิธีทํา เพื่อใหสามารถใชสูตรและสมบัติเชิงเสนของผลการแปลงลาปลาซไดจะตองจดัใหอยูในรูป 

ที่งาย โดยใชความสัมพันของฟงกชันตรโีกณมิติดังตอไปน้ี 

2sin cos 3 sin( 3 ) sin( 3 )

sin4 sin( 2 )

sin4 sin2

]
]

x x x x x x

x x

x x

   

  

 

 

จะไดวา  2sin cos3 {sin 4 } {sin2 }L x x L x L x   

     

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

4 2

16 4

4( 4) 2( 16)

( 16)( 4)

4 16 2 32

( 16)( 4)

2 16

( 16)( 4)

]
]
]

s s

s s

s s

s s

s s

s

s s

                

  


 

  


 




 

 

ดังน้ัน   
2

2 2

2 16
2sin cos3

( 16)( 4)
s

L x x
s s




 
 

 

 8.2.2 สมบัติผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันท่ีคูณดวยตัวแปรอิสระ 

 สําหรับฟงกชันที่คูณดวยตัวแปรอสิระเชน 3 3 5, sin3 , cos2xx e x x x x  เปนตน ฟงกชัน

เหลาน้ีสามารถหาผลการแปลงลาปลาซไดเชนเดียวกันและสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังน้ี 

(สุรัตนา สังขหนุน, 2558 : 204) 

 

 ทฤษฎีบท 8.2 

  ถากําหนดให { ( )} ( )L f x F s  แลวจะไดวา  ( ) ( 1) ( )
n

n n
n

d
L x f x F s

dx
    

โดยที่ 1,2,3,...n    
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ตัวอยาง 8.15  จงหา  3xL xe   

วิธีทํา เน่ืองจาก  3 1
( )

3
xL e F s

s
  


 

 จากทฤษฎีบท 8.2 จะไดวา 

 

 3 1

1

2

2

( 1) ( )

1
( 1)

3

1
1

( 3)

1
( 3)

x d
L xe F s

ds
d
ds s

s

s

  

     
        




 

ดังน้ัน   3
2

1
( 3)

xL xe
s

 


 สําหรบั 3s   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  3xL xe  ดังภาพที่ 8.7 

 
 

ภาพท่ี 8.7  หา  3xL xe  โดยใช Wolfram Alpha  
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ตัวอยาง 8.16  จงหา  3 2xL x e   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 1
( )

2
xL e F s

s
 


 

 จากทฤษฎีบท 8.2 จะไดวา 

 

 
3

3 2 3
3

3
3

3

4

4

( 1) ( )

1
( 1)

2

6
1

( 2)

6

( 2)

x d
L x e F s

ds
d

ds s

s

s

 

     
        




 

ดังน้ัน   3 2
4

6
( 2)

xL x e
s




 สําหรบั 2s   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  2sinL x  ดังภาพที่ 8.8 

 
 

ภาพท่ี 8.8  หา  2sinL x  โดยใช Wolfram Alpha  
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ตัวอยาง 8.17  จงหา  2 sin3L x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  
2

3
sin3 ( )

9
L x F s

s
 


 

 จากทฤษฎีบท 8.2 จะไดวา 

  
2

2 2
2

sin 3 ( 1) ( )
d

L x x F s
ds

   

 จาก 
2

3
( )

9
F s

s



 

 จะได 
2 2

6
( )

( 9)
d s
F s

ds s
 


 

2 2 2 2 2

2 2 4

2 2

2 3

2 2

2 3

2

2 3

2

2 3

6( 9) 24 ( 9)
( )

( 9)

6( 9) 24
( 9)

6 54 24
( 9)

18 54
( 9)

9(2 6)
( 9)

d s s s
F s

ds s

s s
s

s s
s

s
s

s
s

  
 



 
 



 
 













 

น่ันคือ 
2 2

2
2 2 2 3

3 9(2 6)
( 1)

9 ( 9)
d s
ds s s

      
 

ดังน้ัน   
2

2
2 3

9(2 6)
sin3

( 9)
s

L x x
s





 สําหรบั 0s   

 

 8.2.3 สมบัติการเลื่อนขนานของผลการแปลงลาปลาซ 

 มีทฤษฎีบททีเ่กี่ยวของกบัสมบัติการเลื่อนขนานมีอยู 2 ทฤษฎีบทดังจะกลาวถึงดังตอไปน้ี 

 

 ทฤษฎีบท 8.3 

  ถา { ( )} ( )L f x F s  แลวจะไดวา  ( ) ( )axL e f x F s a    
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ตัวอยาง 8.18  จงหา  2 3xL x e   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 3

2
( )L x F s

s
   

 จากทฤษฎีบท 8.3 จะไดวา 

 

 2 3

2

( 3)

2
( 3)

xL x e F s

s

 




 

ดังน้ัน   2 3
2

2
( 3)

xL x e
s




 สําหรบั 3s   

 

ตัวอยาง 8.19  จงหา  3 cos5xL e x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  
2

cos5 ( )
25
s

L x F s
s

 


 

 จากทฤษฎีบท 8.3 จะไดวา 

 

 3

2

2

2

cos 5 ( 3)

3

( 3) 25

3

6 9 25
3

6 34

]
]
]

xL e x F s

s

s

s

s s
s

s s

 




 




  



 

 

ดังน้ัน   3
2

3
sin5

6 34
s s

L e x
s s




 
 สําหรบั 3s   

 

ตัวอยาง 8.20  จงหา  2 (3 cos5 5sin6 )xL e x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก {3 cos 5 5 sin 6 } 3 {cos5 } 5 {sin6 }L x x L x L x    

  

2 2

2 2

6
3 5

25 36

3 30

25 36

( )

]
]

]

s

s s

s

s s

F s

                

 
 


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 จากทฤษฎีบท 8.3 จะไดวา 

 2

2 2

(3 cos5 5 sin 6 ) ( 2)

3( 2) 30

( 2) 25 ( 2) 36

xL e x x F s

s

s s

  


 

   

 

ดังน้ัน   2
2 2

3( 2) 30
(3cos5 5sin6 )

( 2) 25 ( 2) 36
x s

L e x x
s s


  

   
 สําหรบั 2s   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  2 (3 cos5 5sin6 )xL e x x  ดังภาพที่ 8.9 

 
 

ภาพท่ี 8.9  หา  2 (3 cos5 5sin6 )xL e x x  โดยใช Wolfram Alpha  

 

ตัวอยาง 8.21  จงหา  cos2xL e x x   

วิธีทํา เน่ืองจาก 
2

{cos2 } ( )
4

s
L x F s

s
 


 

 และ 
2 2

2 2 2 2

( 4) (2 ) 4
( )

( 4) ( 4)
d s s s s
F s

dx s s
   

 
 
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 จากทฤษฎีบท 8.2 สมบัติผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันที่คูณดวยตัวแปรอิสระจะได 

  

1

2

2 2

2

2 2

{ cos2 } ( 1) ( )

4
1
( 4)

4
( 4)

( )

d
L x x F s

ds

s
s

s
s

G s

 

          







 

น่ันคือ  
 

2

22

( 1) 4
cos2 ( 1)

( 1) 4
x s

L e x x G s
s

  
  

 
  

ดังน้ัน   
 

2

22

( 1) 4
cos2

( 1) 4
x s

L e x x
s

  


 
 สําหรบั 1s   

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  cos2xL e x x  ดังภาพที่ 8.10 

 
 

ภาพท่ี 8.10  หา  cos2xL e x x  โดยใช Wolfram Alpha  
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 8.2.4 ผลการแปลงลาปลาซกับฟงกชันแกมมา 

 ฟงกชันแกมมาเปนอกีฟงกชันหน่ึงที่เกี่ยวของกับผลการแปลงลาปลาซโดยที่สามารถนําไปใช

ในการหาปริพันธไมจํากัดเขตและหาผลการแปลงลาปลาซไดเชนกัน ซึ่งความหมายของฟงกชันแกมมา

ไดใหบทนิยามไวดังน้ีคือ (อุบล กลองกระโทก, 2549 : 286-288) 

 

บทนิยาม 8.5 

  ฟงกชันแกมมา คือฟงกชันที่อยูในรูป 1

0

p xx e dx


   และแทนดวยสัญลักษณ  

( )p  สําหรบัจํานวนจริงบวก p  ใด ๆ เปน 

 

น่ันคือ 1

0

( ) p xp x e dx


     ซึ่งจะเห็นวาอยูในรูปของการหาปริพันธไมตรงแบบคลายกับ

ผลการแปลงลาปลาซดังจะแสดงดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 8.22  จงหาคาของ (1)  

วิธีทํา เน่ืองจาก 1

0

( ) p xp x e dx


     

 ดังน้ัน 1 1

0

(1) xx e dx


     

    

   

0

0

0

0

0

0

lim

lim

lim

1

]
]
]
]

]

x

x

b
x

b

b
x

b

b

b

x e dx

e dx

e dx

e

e e















 



 

 

 

    

     



 

ดังน้ัน  (1) 1   
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหา (1)  ดังภาพที่ 8.11 

 

ภาพท่ี 8.11  หา (1)  โดยใช Wolfram Alpha  

 

ตัวอยาง 8.23  จงหาคาของ (3)  

วิธีทํา เน่ืองจาก 1

0

( ) p xp x e dx


     

 ดังน้ัน 
 

3 1

0

(3) xx e dx


     

      

2

0

2

0

lim ]
x

b
x

b

x e dx

x e dx








 

 

   

หาปรพิันธทีละสวนสองครัง้จะไดวา  

 2 2 2 2x x x xx e dx x e xe e           

         

2

0

2 2 0 0 0

lim 2 2

lim 2 2 (0) 2(0) 2

2

]
]

b
x x x

b

b b b

b

x e xe e

x e xe e e e e

  



     



      

          



 

ดังน้ัน  (3) 2   

 

จากตัวอยาง 8.22 และ 8.23 ใชวิธีการหาเชนเดียวกันจะไดวา ( 1) !n n     

เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวก 
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ตัวอยาง 8.24  จงหาคาของ 
10 (4)
(2)



 

วิธีทํา เน่ืองจาก ( 1) !n n    

 จะได 
10 (4) 10(3!)

60
(2) 1!


 


 

ดังน้ัน  
10 (4)

60
(2)





 

 

 จากบทนิยามของฟงกชันแกมมา เราสามารถนํามาใชในการหาคาของปริพันธไมตรงแบบและ

หาผลการแปลงลาปลาซไดดังตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 8.25  จงหาคาของ 4

0

xx e dx


  

วิธีทํา   เน่ืองจาก 1

0

( ) p xp x e dx


     

 และ 4 5 1

0 0

x xx e dx x e dx
 

      

(5)

(4 1)

4!

24

]
]
]

 

  





 

ดังน้ัน  4

0

24xx e dx


    

 

ตัวอยาง 8.26  จงหาคาของ 3 2

0

xx e dx


  

วิธีทํา ให 2u x  

 ได
 

2du dx  หรือ 
2

du
dx   

จะไดวา 
3

3 2

0 0 2 2
x uu du

x e dx e
 

 
       

  

                
3

0

1
16

uu e du


   
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4 1

0

1
16

1
(4)

16

1
(3 1)

16

1
(3!)

16

3
8

]
]
]
]

uu e du


  

 

  





 

ดังน้ัน  3 2

0

3
8

xx e dx


    

 

ตัวอยาง 8.27  จงหาคาของ 3 2

0

xx e dx


  

วิธีทํา ให 2u x  หรือ 
2

u
x   

 ได
 

2du dx  หรือ 
2

du
dx   

จะไดวา 
3

3 2

0 0 2 3
x uu du

x e dx e
 

         

                

3

0

4 1

0

1
24

1
24

1
(4)

24

1
(3 1)

24

1
3!

24

1
4

]
]
]

]
]

u

u

u e du

u e du





 

 

 

 

  





 

ดังน้ัน  3 2

0

1
4

xx e dx


    
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จากตัวอยางการหาฟงกชันแกมมาและการหาปรพิันธไมจํากดัเขตที่ผานมาน้ัน เราสามารถ

นํามาหาผลการแปลงลาปลาซไดดังตัวอยางตอไปน้ี 

 

ตัวอยาง 8.28  จงหา  2L x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  2 2

0

sxL x x e dx


   

 ให sx z  หรือ 
z

x
s

  

 จะได 
1

dx dz
s

  เมื่อ 0s   

 ทําให  
2

2

0

1z zL x e dz
s s


        

      2
3
0

1 ze z dz
s


   

         

3 1
3
0

3

3

1

1
(3)

2

ze z dz
s

s

s


  

 



 

ดังน้ัน   2 2

2
L x

s
   

 

จากตัวอยาง 8.4 และ 8.28  2 2

2
L x

s
  ตางก็มีคาเทากัน แตหรบัวิธีทําตัวอยาง 8.28 น้ัน

เปนการหาผลการแปลงลาปลาซโดยใชฟงกชันแกมมา กจ็ะทําไดงายสะดวกและรวดเร็วข้ึน ทําใหไดวา 

  1

( 1)n
n

n
L x

s 

 
  เมื่อ 1n   และ 0s   

 

ตัวอยาง 8.29  จงหา  5L x   

วิธีทํา เน่ืองจาก  5 6

(5 1)
L x

s
 

  

   
 

6

5!
s

  

ดังน้ัน   5 6

5!
L x

s
   
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 8.2.5 ผลการแปลงลาปลาซกับฟงกชันคาบ 

กําหนดให f  เปนฟงกชันถา ( ) ( )f x T f x   เรียก T  วาคาบของฟงกชัน และเรียก f  

วาฟงกชันคาบ ซึ่งสามารถใหบทนิยามไดดังน้ี (อุบล กลองกระโทก, 2549 : 289) 

 

บทนิยาม 8.6 

  กําหนดให f  เปนฟงกชันและ 0T   ถา ( ) ( )f x T f x    

จะเรียก f  วาฟงกชันคาบ และเรียก T  วาคาบของฟงกชัน 

 

 

ตัวอยางเชน ( ) sinf x x  เปนฟงกชันคาบเพราะ 

( 2 ) sin( 2 ) sin ( )f x x x f x       

 

เขียนกราฟไดดังน้ี 

 

 

 
 

 

ภาพท่ี 8.12  กราฟแสดงฟงกชันคาบ ( ) sinf x x   

 

กําหนดให 
, 0 1

( )
2, 1 2

x x
f x

x

     
  สําหรับชวง 0,2  เปนฟงกชันคาบและมีคาบเทากบั 2  

เขียนกราฟไดดังน้ี 

 

 

 

 

 

 

 



309 

 

 
 

ภาพท่ี 8.13  กราฟแสดงฟงกชันคาบในชวง  0,2  

 

ทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันคาบมีดังตอไปน้ี 

 

 ทฤษฎีบท 8.4 

  ถา f  เปนฟงกชันคาบ โดย ( ) ( ), 0f x T f x T    แลว 

 
0

1
( ) ( )

1

T
sx

sT
L f x e f x dx

e


 


 

 

ตัวอยาง 8.30  จงวาดกราฟของฟงกชัน f  ซึ่งเปนฟงกชันคาบและมีคาบเทากับ 1 ซึ่งมบีทนิยามโดย 

( ) 2f x x  ในชวง (0,1)  และจงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน f  

วิธีทํา  เขียนกราฟของฟงกชันคาบไดดังน้ี 

 

 

 
 

ภาพท่ี 8.14  กราฟแสดงฟงกชันคาบ ( ) 2f x x  ในชวง (0,1)  
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 เน่ืองจาก f  เปนฟงกชันคาบ ดังน้ัน  
0

1
( ) ( )

1

T
sx

sT
L f x e f x dx

e


 


 

 แทนคา 1T   และ ( ) 2f x x  จะได 

 
1

0

1

0

1
( ) (2 )

1

2

1
]

sx

s

sx

s

L f x e x dx
e

xe dx
e







 


 


 

 ใชเทคนิคการหาปริพันธแบบแยกเศษสวนยอย 

         

11

2
0 0

(1) (1) (0) (0)

2 2

2 2

(1) (0)

1

sx sx
sx

s s s s

s s

xe e
xe dx

s s

e e e e
s s s s

e e
s s s

 


   

 

 
      

   
              

   

 

 จะไดวา 

          

  2 2

2

2

1 1
( )

1

1

(1 )

1 ( 1)

(1 )

]
]

s s

s

s s

s

s

s

e e
L f x

se s s

se e

s e

s e

s e

 



 







         

  




 




 

ดังน้ัน    2

1 ( 1)
( )

(1 )

s

s

s e
L f x

s e





 



  

ตัวอยาง 8.31  จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน ( )f x  จากภาพที่กําหนดให 
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วิธีทํา   จากภาพที่กําหนดให ( )f x  น้ีเปนฟงกชันเลื่อย ซึ่งเปนฟงกชันคาบและมีคาบเทากับ 2  

 พิจารณาสมการของ ( )f x  ในชวง (0,2) ไดดังตอไปน้ี 

เมื่อ 0 1t   จะได ( )f x x   

เมื่อ 1 2t   จะได ( ) 2f x x    

 จึงนิยามฟงกชันคาบ ( )f x  ไดดังน้ี 

, 0 1
( )

2 , 1 2

x x
f x

x x

      
 

เน่ืองจาก f  เปนฟงกชันคาบและมีคาบเทากับ 2 ดังน้ัน 

  
 

2

0

1
( ) ( )

1
sx

s
L f x e f x dx

e


 


 

 และ 
2 1 2

0 0 1

( ) ( ) (2 )sx sx sxe f x dx e x dx e x dx        

    

1 2 2

0 1 1

1 2 2

2 2
0 1 1

2 2

2

2
2

2

2

2

2

1 2 2 2
( 1)

1
( )

(1 )

sx sx sx

sx sx sx sx sx

s s s s
s

s
s s

s

xe dx e dx xe dx

xe e e xe e
s s s s s

e e e e
e

s s s s s
e

e e
s s
e
s

  

    

   



 



    

     
            

          

      

  




 

ดังน้ัน   
2

2

(1 )
( )

se
L f x

s


   

 

8.3  ผลการแปลงลาปลาซผกผนั 

จากหัวขอทีผ่านมาแลวน้ัน ผลการแปลงลาปลาซของ ( )f x  แทนดวย  ( ) ( )L f x F s  

หมายถึงการสงคาที่เปนฟงกชัน ( )f x  ไปเปนฟงกชัน ( )F s  และเรียก ( )f x  วาเปนผลการแปลงลา

ปลาซผกผันของ ( )F s  สําหรบัผลการแปลงลาปลาซผกผันน้ัน มปีระโยชนในการหาผลเฉลยของ

สมการเชิงอนุพันธ ดังน้ันกอนทีจ่ะไปหาผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธโดยใชผลการแปลงลาปลาซผกผัน

น้ันตองศึกษาผลการแปลงผกผันลาปลาซดังหัวขอตอไปน้ี (กอสุข วีระถาวร, 2539 : 137) 
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 8.3.1 การหาผลการแปลงลาปลาซผกผัน 

 กอนที่จะศึกษาการแปลงลาปลาซผกผันจะไดใหนิยามของผลการแปลลาปลาซผกผัน

ดังตอไปน้ี 

 

 บทนิยาม 8.7 

  ถา  ( ) ( )L f x F s  เรียก ( )f x  วาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ ( )F s   

 และแทนดวยสญัลักษณ  1 ( ) ( )L F s f x   

 

  

จากบทนิยาม 8.6 น้ัน  1 ( ) ( )L F s f x   เมื่อ  ( ) ( )L f x F s  แสดงวาสมบัติและ

สูตรตาง ๆ ของผลการแปลงลาปลาซ สามารถนํามาใชกับการแปลงลาปลาซผกผันได  

 ตัวอยางเชน  
1

1L
s

   เมื่อ  1 1 1L
s

   

 
1axL e

s a



 เมื่อ  1 1 axL e

s a
 


 

ดังน้ันสมบัติพื้นฐานสําคัญ ๆ ที่จะชวยในการหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของฟงกชัน

พื้นฐานสรปุเปนสูตรไดดังตอไปน้ี 

  1.  1 2L
s

  

  2.  1 1 axL e
s a

 


 

  3.  1
1

! n
n

n
L x

s


   

  4.  1
2 2

sin
a

L ax
s a

 


 

  5.  1
2 2

cos
s

L ax
s a

 


 

 

ตัวอยาง 8.32  จงหา  

1.  1 2L
s

   2.  1 1
2

L
s




  3.  1

4

30
L

s
     

4.  1
2

5
4

L
s




 5.  1

2

2
25
s

L
s




 



313 

วิธีทํา  ใชสมบัติของผลการแปลงลาปลาซผกผัน ไดดังน้ี 

 1.    1 12 1
2 2(1) 2L L

s s
     

 2.  1 21

2
xL e

s
 


 

 3.      1 1 1 1 3
4 3 1 3 1 3 1

30 5(6) 6 3!
5 5 5L L L L x

s s s s
   

  

          
 

 4.      1 1 1
2 2 2 2

5 5 2 5 2 5
sin2

4 2 4 2 2 2
L L L x

s s s
         

 

 5.      1 1 1
2 2 2 2

2
2 2 2cos5

25 25 5
s s s

L L L x
s s s

    
  

 

 

ทฤษฎีบท 8.5 

  ถา 1L  เปนการแปลงลาปลาซผกผันแลวจะไดวา 1L  เปนการแปลงเชิงเสน  

 น่ันคือ      1 1 1( ) ( ) ( ) ( )L aF x bG x aL F x bL G x      

 

 

ตัวอยาง 8.33  จงหา  1
3

2 4 3
5

L
s s s

  


 

วิธีทํา  ใชสมบัติของผลการแปลงลาปลาซผกผัน และทฤษฎีบท 8.5 ได 

1 1 1 1

3 3

1 1 1

2 1

2 5

2 4 3 2 4 3
5 5

1 2 1
2 2 3

( 5)

2 2 3 ]

]
]

x

L L L L
s s s ss s

L L L
s ss

x e

   

  




                                                      
                                      

  

 

ดังน้ัน   1 2 5
3

2 4 3
2 2 3

5
xL x e

s s s
     


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ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  1
3

2 4 3
5

L
s s s

  


 ดังภาพที่ 8.15 

 
 

ภาพท่ี 8.15  หา  1
3

2 4 3
5

L
s s s

  


 โดยใช Wolfram Alpha  

 

ตัวอยาง 8.34  จงหา  1
2

4 1
5 20
s

L
s

 


 

วิธีทํา
 

   1 1
2 2

4 1 1 4 1
5 20 5 4
s s

L L
s s

  


 
 

 

1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2 2 2

1 4 1
5 4 4

1 4 1 1

5 54 4

4 1 2

5 102 2

4 1
cos2 sin 2
5 10

]
]
]

]

s
L

s s

s
L L

s s

s
L L

s s

x x



 

 

         
                       
                       

 

 

ดังน้ัน 
 

1

2

4 1 4 1
cos2 sin2
5 105 20

s
L x x

s

         
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ใช Wolfram Alpha เพื่อหา  1
2

4 1
5 20
s

L
s

 


 ดังภาพที่ 8.16 

 
 

ภาพท่ี 8.16  หา  1
2

4 1
5 20
s

L
s

 


 โดยใช Wolfram Alpha  

 

 8.3.2 การหาผลการแปลงลาปลาซผกผันโดยการทําเปนกําลังสองสมบูรณ 

 ถาเราไมสามารถหาผลการแปลงลาปลาซผกผันโดยใชสมบัติพื้นฐาน 5 ขอที่ผานมาน้ัน และ

จากมสีมบัติของผลการแปลงลาปลาซผกผันที่อยูในรูปกําลังสองสมบูรณ เชน 

  1
2 2

sin
a

L ax
s a

 


 หรือ  1
2 2

cos
s

L ax
s a

 


  

 การจัดรูป ( )F s  ใหอยูในรูปดังกลาวจะชวยใหหาคาผลการแปลงลาปลาซผกผันไดงายและ

สะดวกข้ึน ซึ่งมหีลกัการจัดดังตัวอยางตอไปน้ี (อุบล กลองกระโทก, 2549 : 296) 

    
2 2 24 3 ( 4 4) 3 4 ( 2) 1s s s s s           

2 2 2

2 2

3 12 15 3( 4 5) 3 ( 4 4) 5 4

3 ( 2) 1 3( 2) 3]
s s s s s s

s s

            
        

 

 และสําหรบักรณีทั่ว ๆ ไป 2as bs c   โดยที่ ,a b  และ c  เปนคาคงตัว สามารถจัดใหอยู

ในรูปมาตรฐานไดดังน้ีคือ 
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2 2

2 2

2

2 2

2 2

4
2 4

]
]

b
as bs c a s s c

a

b b b
a s s c

a a a

b ac b
a s

a a

 
       
                      
 
        

 

เชนถาเราจัด 23 12 15s s   ใหเปนกําลังสองสมบูรณโดยแทนคา 3, 12a b     

และ 15c   ได 
2 2

2 2( 12) 4(3)(15) ( 12)
3 12 15 3 3( 2) 3

2(3) 4(3)
s s s s

              
 

 หลงัจากที่จัดฟงกชันใหอยูในรูปกําลังสองสมบรูณไดแลวยังตองอาศัยสมบัติการเลื่อนขนาน

ดวย ดังน้ี 

 จากหัวขอทีผ่านมา ถา  ( ) ( )L f x F s  แลว  ( ) ( )axL e f x F s a   

ดังน้ัน  1 ( ) ( )axL F s a e f x    

 

ตัวอยาง 8.35  จงหา  1
2

1
2 5

L
s s



 
 

วิธีทํา จาก
 

 1 1
2 2

1 1
2 5 ( 2 1) 5 1

L L
s s s s

 
             

  

             

1

2

1

2 2

1

( 1) 4

1

( 1) 2
]

L
s

L
s





         
         

 

 เน่ืองจาก 2 2

1
( 1)

( 1) 2
F s

s
 

 
 ดังน้ัน 

2 2

1
( )

2
F s

s



 

 จะไดวา 
1

( ) sin
2

f x x  

 และจาก  1 ( 1) ( )xL F s e f x    

           

1
sin2
2

1
sin2

2

x

x

e x

e x




 

ดังน้ัน 
 

 1
2

1 1
sin2

2 5 2
xL e x

s s
 

 
 



317 

ตัวอยาง 8.36  จงหา  1
2

4
4 8

s
L

s s
 

 
 

วิธีทํา จาก
 

 1 1
2 2

4 4
4 8 ( 4 4) 4

s s
L L

s s s s
 

             
  

             

1

2

1

2 2

1 1

2 2 2 2

2 2

2

4

( 2) 4

( 2) 2

( 2) 2

2 2

( 2) 2 ( 2) 2

cos2 sin2

(cos2 sin2 )

]
]

]
]

x x

x

s
L

s

s
L

s

s
L L

s s

e x e x

e x x





 

 



         
          
                         

 

 

 

ดังน้ัน 
 

 1 2
2

4
(cos2 sin2 )

4 8
xs

L e x x
s s

 
 

 
 

  

 8.3.3 การหาผลการแปลงลาปลาซผกผันโดยการแยกเศษสวนยอย 

 การแยกเศษสวนยอยของฟงกชันเศษสวนตรรกยะ 
( )
( )
P s
Q s

 เมื่อ ( ) 0Q s  โดยที่ ( )P s  และ 

( )Q s  เปนพหุนามที่ไมมีตัวประกอบรวม ซึ่งระดับข้ันของ ( )P s  นอยกวา ( )Q s  สามารถทําไดโดยมี

ลําดับข้ันตอนดังน้ี 

 1) แยกตัวประกอบของ ( )Q s  ซึ่งตัวประกอบของ ( )Q s  จะมีแตตัวประกอบเชิงเสนในรปูของ 

( )s a  และตัวประกอบกําลังสองในรูป 2as bs c   (ซึ่งแยกตัวประกอบตอไปไมได) เทาน้ัน 

 2) ถา ( )ms a  เปนตัวประกอบของ ( )Q s  แลวจะเกิดผลบวกของเศษสวนยอย m  

เศษสวนยอยจากตัวประกอบ ( )ms a  ในรูปของ 

  1 2 3
2 3( ) ( ) ( )

m
m

A A A A
s a s a s a s a

  
   

 

 3) ถา 2( )nas bs c   เปนตัวประกอบของ ( )Q s  แลวจะเกิดผลบวกของเศษสวนยอย n  

เศษสวนยอยจากตัวประกอบ 2( )nas bs c   ในรูปของ 
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 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 3 2( ) ( ) ( )

n n
n

As B As B As B As B
as bs c as bs c as bs c as bs c

   
  

       
 

 4) แลวหาคาของสมัประสทิธ์ิทุกตัว โดยวิธีหน่ึงวิธีใดก็ได แตโดยทั่ว ๆ ไปนิยมวิธีการเทียบ

สัมประสิทธ์ิ หรอื การแทนคาทีเ่หมาะสม 

 เมื่อแยกเศษสวนยอยเสรจ็แลวเราสามารถใชสมบติัของผลการแปลงลาปลาซกบัการเลือ่น

ขนานชวยในกาหาผลการแปลงลาปลาซผกผัน ดังตัวอยางตอไปน้ี (กอสุข วีระถาวร, 2539 : 150-151) 

 

ตัวอยาง 8.37  จงหา 1 1
( 1)( 2)

L
s s


        

 

วิธีทํา พิจารณา
 

1
( 1)( 2) 1 2

A B
s s s s

 
   

  

           

1 ( 1)( 2)
1 2

1 ( 2) ( 1)

1 2

1 ( ) 2

]
]
]

A B
s s

s s

A s B s

As A Bs B

A B s A B

              

   

   

   

 

 จากการเทียบสมัประสิทธ์ิ จะไดวา 0A B   และ 2 1A B    

แกระบบสมการได 
1

3
A   และ 

1

3
B    

น่ันคือ       
1 1 1

( 1)( 2) 3( 1) 3( 2)s s s s
 

   
 

และ    1 1 11 1 1 1 1
( 1)( 2) 3 1 3 2

L L L
s s s s

  
            

 

   

2

2

1 1
3 3
1
( )
3

x x

x x

e e

e e





 

 
 

ดังน้ัน 
 

1 21 1
( )

( 1)( 2) 3
x xL e e

s s
 
          

 

ใช Wolfram Alpha เพื่อหา 1 1
( 1)( 2)

L
s s


        

 ดังภาพที่ 8.17 
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ภาพท่ี 8.17  หา 1 1
( 1)( 2)

L
s s


        

 โดยใช Wolfram Alpha 

 

ตัวอยาง 8.38  จงหา 1
2

3 1
( 1)( 1)

s
L

s s

        

 

วิธีทํา พิจารณา
 

2 2

3 1
( 1)( 1) 1 1

s A Bs C
s s s s

 
 

   
  

     
2

2

2

3 1 ( 1)( 1)
1 1

3 1 ( 1) ( )( 1)

]
]

A Bs C
s s s

s s

s A s Bs C s

                

     

 

 หาคา ,A B  และ C  โดยการแทนคา s  ที่เหมาะสมดังตอไปน้ี 

  ให  1s   จะได 2A   

   0s   จะได 1C   

   1s    จะได 2B    

 

น่ันคือ
       

2 2

3 1 2 2 1

( 1)( 1) 1 1

s s

s s s s

  
 

   
 

และ  1 1
2 2

3 1 2 2 1
( 1)( 1) 1 1

s s
L L

s s s s
 
              

 



320 
 

    

1 1

2

1 1 1

2 2

2 2 1
1 1

1 1
2 2

1 1 1

2 2 cos sin ]
]

x

s
L L

s s

s
L L L

s s s

e x x

 

  

                        
                                       

  

 

ดังน้ัน 
 

1
2

3 1
2 2cos sin

( 1)( 1)
xs

L e x x
s s


           

 

 

ตัวอยาง 8.39  จงหา 
2

1
3

5 15 7
( 1)( 2)
s s

L
s s


         

 

วิธีทํา โดยการแยกเศษสวนยอยจะไดวา
 

2

3 2 3

5 15 7
1 2( 1)( 2) ( 2) ( 2)

s s A B C D
s ss s s s

 
   

      

   

2 3

2 3

2 3 2

5 15 7 ( 1)( 2)
1 2 ( 2) ( 2)

5 15 7 ( 2) ( 2) ( 2) ]
A B C D

s s s s
s s s s

s s A s B s C s D

 
                 

        

  

 หาคา , ,A B C  และ D  โดยการแทนคา s  ที่เหมาะสมดังตอไปน้ี 

  ให 1s     

   
5(1) 15( 1) 7 ( 27)

1

A

A

    


 

  ให 2s    

   
5(4) 15(2) 7 (3)

1

D

D

  


 

  ให 0s    

   
7 8 4 2

2 4 2

A B C D

B C

   

  
 

  ให 1s     

   
5 15 7 2 2 2

2 2 2

A B C D

B C

     

  
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  แกสมการได 1B   และ 2C   

 น่ันคือ      
 

2

3 2 3

5 15 7 1 1 2 1
( 1)( 2) 1 2 ( 2) ( 2)
s s
s s s s s s

  
   

     
 

 และ 
2

1 1
3 2 3

5 15 7 1 1 2 1
( 1)( 2) 1 2 ( 2) ( 2)
s s

L L
s s s s s s

 
                               

 

     

1 1 1

2

1

3

2 2 2 2

1 1 2
1 2 ( 2)

1

( 2)

1
2

2

]
]x x x x

L L L
s s s

L
s

e e xe x e

  





                                      
        

    

 

ดังน้ัน 
 

2
1 2 2 2 2

3

5 15 7 1
2

( 1)( 2) 2
x x x xs s

L e e xe x e
s s

 
              

 

 

8.4  การหาผลเฉลยของปญหาคาเริ่มตนดวยผลการแปลงลาปลาซ 

 จากที่ไดกลาวมาแลวในตอนตนวาการแปลงลาปลาซสามารถนํามาประยุกตใชกับการหาผล

เฉลยของปญหาคาเริม่ตนได และยังมทีฤษฎีบททีส่ําคัญที่ในการนําไปแกปญหาสมการเชิงอนุพันธที่

เกี่ยวกับปญหาคาเริม่ตนไดเปนอยางดี คือผลการแปลงลาปลาซของอนุพันธ (ดํารง ทิพยโยธา, 2541 : 

233-234) 

 

 ทฤษฎีบท 8.6 

  ถา ( 1)( ), ( ), ( ),..., ( )nf x f x f x f x   ตอเน่ืองบนชวง [0, )  และถา ( )( )nf x  

 มีความตอเน่ืองเปนชวง ๆ บน [0, )  จะไดวา 

   ( ) 1 2 ( 1)( ) ( ) (0) (0) (0)n n n n nL f x s F s s f s f f        

 โดยที่  ( ) ( )F s L f x  

 

 

สําหรับการหาผลเฉลยของปญหาเงื่อนไขคาเริ่มตนน้ันมหีลกัการดังตอไปน้ี 

 1. จากสมการเชิงอนุพันธที่กําหนดให หาผลการแปลงลาปลาซทั้งสองขาง โดยใช 

ทฤษฎีบท 8.6 ที่ไดกลาวมาขางตน 
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 2. จากเงือ่นไขคาเริ่มตน หาผลการแปลงปลาปลาซของฟงกชันในเทอม ( )F s   

 3. หาผลการแปลงปลาปลาซของฟงกชัน ( )F s  ในเทอมของฟงกชัน ( )f x  

 

ตัวอยาง 8.40  จงแกปญหาคาเริม่ตน 

 3 0y y    , (0) 5y   

วิธีทํา เน่ืองจาก ( )y f x , (0) 5y   และ   ( )L y F s  

จากสมการ หาผลการแปลงลาปลาซทัง้สองขางจะได
 

  

 
   
   

5 {0}

5 0

5 0

]
]

L y y L

L y L y

L y L y

  

  

  
 

 จากทฤษฎีบท 8.6 ไดวา 

    ( ) (0)L y sF s y     

   ( )L y F s  

 จะได ( ) (0) 3 ( ) 0sF s y F s    

     
( 3) ( ) 5 0

5
( )

3

s F s

F s
s

  




 

 หาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ ( )F s  จะไดวา 

       1 1 1 35 1
( ) 5 5

3 3
xy L F s L L e

s s
     

 
 

ดังน้ัน  ผลเฉลยปญหาคาเริ่มตนของ 3 0y y   , (0) 5y   คือ 35 xy e  
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ตัวอยาง 8.41  จงแกปญหาคาเริม่ตน 

 22 4y y y x    ,
 
(0) 2y  ,

 
(0) 4y    

วิธีทํา จากสมการ
 
หาผลการแปลงลาปลาซทัง้สองขางจะได

 

 

   
     

2

2

2 4

2 4 { }]
L y y y L x

L y L y L y L x

   

     

 เน่ืองจาก ( )y f x , (0) 2y  ,
 
(0) 4y    และ   ( )L y F s  

จากทฤษฎีบท 8.6 ไดวา 

  

 
 
 

2 2( ) (0) (0) ( ) 4

( ) (0) ( ) 1

( )

]
]

L y s F s sy y s F s s

L y sF s y sF s

L y F s

      

    



  

 จะได  

   2 2

2
3

2
3

2
3

( ) 4 ( ) 1 2 ( ) 4

2
( ) 4 ( ) 1 2 ( ) 4

8
( ) ( 2) ( ) 3

8
( 2) ( ) 3

s F s s sF s F s L x

s F s s sF s F s
s

s F s s F s s
s

s s F s s
s

       
         

    

      

 

2 3 2 3 2

1 8 3 8
( ) 3

( 2) 2 ( 2)
s

F s s
s s s s s s s s

  
     

       
 

 เน่ืองจาก  1 1
2 3 2

3 8
( )

2 ( 2)
s

y L F s L
s s s s s

 
            

  

      1
3

3 8
( 2)( 1) ( 2)( 1)

s
L

s s s s s

           

 

พิจารณา 
3

( 2)( 1)

s

s s


 

 โดยการแยกเศษสวนยอยดังตอไปน้ี 

3
( 2)( 1) 2 1

3 ( 1) ( 2)

s A B
s s s s

s A s B s


 

   

    
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 หาคา A  และ B  โดยการแทนคา s  ที่เหมาะสมดังตอไปน้ี 

  ให 1s    จะได 

   
2 3

2
3

B

B




 

  ให 2s   จะได 

   
5 3

5
3

A

A




 

 น่ันคือ 
3 5 2

( 2)( 1) 3( 2) 3( 1)

s

s s s s


 

   
 

 

และในทํานองเดียวกัน พิจารณา 3

8

( 2)( 1)s s s 
 โดยการแยกเศษสวนยอย 

ไดดังน้ี 3 2 3

8

( 2)( 1) 2 1

C D E F G

s s s s s s s s
    

   
  

หรือ 

28 ( 2)( 1) ( 2)( 1) ( 2)( 1) ( 1) ( 1)Cs s s Ds s s E s s F s G s            

 

จากการแกระบบสมการเพื่อหาคา , , ,D D E F  และ G  ไดดังน้ี 

  
1

3, 2, 4,
3

D D E F       และ 
8

3
G   

 น่ันคือ 3 2 3

8 3 2 4 1 8

( 2)( 1) 3( 2) 3( 1)s s s s s s s s
    

   
 

ได 

          

 1

1

2 3 2

( )

3 8

2 ( 2)
]

y L F s

s
L

s s s s s







           
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1

2 3

1 1 1 1 1

2 3

1

5 2 3 2 4 1 8
3( 2) 3( 1) 3( 2) 3( 1)

5 2 3 2 4
3( 2) 3( 1)

1
3( 2)

]
]

L
s s s s ss s

L L L L L
s s s s s

L
s



    



                
                                                                    
        

1

1 1 1 1 1

2 3

1 1

2

8
3( 1)

5 1 2 1 1 1 1
3 2 4

3 2 3 1

1 1 8 1
3 2 3 1

5 2
3 3

]
]

]
x x

L
s

L L L L L
s s s s s

L L
s s

e e



    

 



       
                                                                    
                       

  23 2 2 ]x x  

 

ดังน้ัน  ผลเฉลยปญหาคาเริ่มตนของ 22 4y y y x    ,
 
(0) 2y  ,

 
(0) 4y     

คือ 2 25 2
3 2 2

3 3
x xy e e x x      

 

8.5 สรปุทายบทที ่8 

ผลการแปลงลาปลาซ เปนการสงคาที่เปนฟงกชันไปเปนฟงกชันโดยใชสัญลกัษณแทน ผลการ

แปลงลาปลาซของ f  แทนดวย  L f  หรือ  ( )L f x  หมายความวาถา f  เปนฟงกชันที่หาคาได

บนชวง [0, )  แลว  
0

( ) ( )sxL f x e f x dx


   ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันพื้นฐาน 

สามารถนําไปใชไดโดยการแทนคาได แตถา f  ไมอยูในรูปแบบที่สามารถใชฟงกชันพื้นฐานดังกลาวได

เราสามารถใชคุณสมบัติตาง ๆ เพื่อทําใหอยูในฟงกชันพื้นฐานโดยใช สมบัติเชิงเสนของผลการแปลงลา

ปลาซ น่ันคือ 

     ( ) ( ) ( ) ( )L af x bg x aL f x bL g x    เมื่อ a  และ b  เปนคาคงตัว 

สมบัติผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันที่คูณดวยตัวแปรอิสระ  

  ถากําหนดให { ( )} ( )L f x F s  แลวจะไดวา  ( ) ( 1) ( )
n

n n
n

d
L x f x F s

dx
    

  สมบัติการเลื่อนขนานของผลการแปลงลาปลาซ 
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  ถา { ( )} ( )L f x F s  แลวจะไดวา  ( ) ( )axL e f x F s a    

 และผลการแปลงลาปลาซกบัฟงกชันแกมมา ซึ่งสามารถนําไปใชในการหาปริพันธไมจํากัดเขต 

นําไปสูหาผลการแปลงลาปลาซได เพราะ ฟงกชันแกมมา คือฟงกชันที่อยูในรูป 1

0

p xx e dx


   และ

แทนดวยสัญลกัษณ ( )p สําหรับจํานวนจรงิบวก p  ใด ๆ น่ันคือ 1

0

( ) p xp x e dx


     ซึ่งจะเห็น

วาอยูในรูปของการหาปรพิันธไมตรงแบบคลายกับผลการแปลงลาปลาซ 

 ผลการแปลงลาปลาซผกผันของ ( )F s แทนดวยสัญลักษณ  1 ( )L F s  และ 

 1 ( ) ( )L F s f x  ถา  ( ) ( )L f x F s  สําหรับการหาผลการแปลงลาปลาซผกผันน้ันถา ( )F s  

อยูในรูปฟงกชันพื้นฐานกส็ามารถหา  1 ( )L F s  โดยการแทนคาไดแตถา ( )F s  ไมอยูในรูปฟงกชัน

พื้นฐาน แลวเราสามารถหาผลการแปลงลาปลาซผกผันโดยการทําเปนกําลังสองสมบูรณ หรือการหา

ผลการแปลงลาปลาซผกผันโดยการแยกเศษสวนยอย ข้ึนอยูกับ ( )F s  วาควรจะใชวิธีการใด และผล

การแปลงลาปลาซน้ี นําไปแกปญหาสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวกับปญหาคาเริ่มตนไดเปนอยางดี โดยใช

ผลการแปลงลาปลาซของอนุพันธ  
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 8 
 

1. จงหาคาตอไปน้ี 

 1.1  6{ }xL e  

 1.2  3{ }xL xe  

 1.3  {sin 5 }L x  

 1.4  6{ cos3 }xL e x  

 1.5  2 3{ }xL e x  

 1.6  5{3 }xL x e  

 1.7  { sin }xL e x  

 1.8  3 2{ }xL e   

 

2. จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันตอไปน้ี 

 2.1  
5, 0 3

( )
0, 3

x
f x

x

    
 

 2.2  

sin2 , 0 1

( ) , 1 5

0, 5

x x

f x x x

x

     

 

 2.3  

0, 0 3

( ) 2 1, 3 5

0, 5

x

f x x x

x

      

 

 2.4  

3

2

, 0 3

( ) sin , 3 5

, 5

xe x

f x x x

x x

     
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3. จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันตอไปน้ี 

 3.1  3 5( ) xf x x e   

 3.2  5 5( ) 3cos5xf x x xe x    

 3.3  
6( ) cos2 5 12xf x x e    

 3.4  3 5 5( ) 3 cos5x xf x x e e x   

 3.5  5 6( ) sin2 8 cos5x xf x e x e x   

 

4. จงหาคาของ 

 4.1  (3)  

 4.2  (10)  

 4.3  
3

0

xx e dx


  

 4.4  6 3

0

xx e dx


  

 

5. จงเขียนกราฟของฟงกชันคาบและหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันคาบที่กําหนดให

ตอไปน้ี 

 5.1  
0, 0 2

( )
1, 2 3

x
f x

x

     
 

 5.2  
, 0 1

( )
1, 1 2

x x
f x

x

     
 

 5.3  
sin , 0

( )
0, 2

x x
f x

x



 

     
 

 

 

 

 



329 

6. จงหาคาตอไปน้ี 

 6.1   1 5L
s

  

 6.2   1 3

5
L

s



 

 6.3   1
2

6

4
L

s



 

 6.4   1
2 4

s
L

s



 

 6.5   1
2

3 5

9

s
L

s
 


 

7. จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันตอไปน้ีโดยการทําใหเปนกาํลังสองสมบูรณและการเลือ่น

ขนาน 

 7.1   1
2

1

2 1
L

s s


 
 

 7.2   1
2

1

4 6
L

s s


 
 

 7.3   1
2

6 4

4 20

s
L

s s
 

 
 

 7.4   1
2 2 3

s
L

s s


 
 

 

8. จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันตอไปน้ีโดยการทําใหเปนเศษสวนยอย 

 8.1  1 3
( 2)( 1)

s
L

s s

        

 

 8.2   1
2

3 7

2 3

s
L

s s
 

 
 

 8.3  
1

2

1
( 4)

L
s s


       

 

 8.4  
2

1 4
( 3)( 2)( 1)

s
L

s s s

         
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9. จงหาผลเฉลยโดยใชผลการแปลงลาปลาซผกผันของสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ี 

 9.1  5 0y y    ,  (0) 2y   

 9.2  55 xy y e    ,  (0) 2y   

 9.3  4 0y y    ,  (0) 2, (0) 2y y   

 9.4  2 5 0y y y     , (0) 2, (0) 4y y   
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