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(1) 

 

คำนำ 

 

 เอกสารประกอบการสอนวิชาคณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1 ผูเขียนไดเรียบเรียงข้ึนเพ่ือใช

ประกอบการสอนในรายวิชา คณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1 รหัส 4091601 ซึ่งหัวขอเรื่องไดยึด

หลักสูตรวิทยาศาสตรบัณฑิต(วท.บ.4ป) ของสาขาวิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัย 

ราชภัฏบุรีรัมย (หลักสูตรปรับปรุง พ.ศ. 2553) เปนหมวดวิชาเฉพาะ กลุมวิชาเฉพาะดาน ซึ่งเนื้อหาใน

เลมนี้ประกอบไปดวย ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน อนุพันธของฟงกชัน การประยุกตอนุพันธ และ

ปริพันธ ผูเขียนไดเพ่ิมเนื้อหาในบทที่ 1 เขาไปเพ่ือใหนักศึกษาไดทบทวนความรูทางดานคณิตศาสตรที่

จำเปนและสามารถประยุกตการแกปญหากับปญหาตาง ๆ ในรายวิชาคณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1 

ไดดียิ่งข้ึน 

 ขาพเจาขอขอบพระคุณทานผูเรียบเรียงหนังสือและเอกสารที่ปรากฏอยูในเอกสารอางอิงเปน

อยางสูง ขาพเจาหวังเปนอยางยิ่งวาเอกสารประกอบการสอนวิชาคณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1  

เลมนี้ คงเปนประโยชนสำหรับนักศึกษา และผูสนใจทั่วไป 

 

 

วชิรารักษ  โอรสรัมย 

พฤษภาคม 2561 
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สารบญั 

 

เรื่อง       หนา 

คำนำ              (1) 

สารบัญ              (3) 

สารบัญรูปภาพ              (7) 

สารบัญตาราง              (9) 

แผนบริหารการสอน            (11) 

แผนบริหารการสอนประจำบทท่ี 1             1 

บทที่ 1 ความรูพื้นฐาน               3 

 1.1 เซต                3 

 1.2 ระบบจำนวนจริง            12 

 1.3 การไมเทากันในระบบจำนวน           20 

 1.4 ชวงและการแกอสมการ           21 

 1.5 คาสัมบูรณ             27 

 1.6 ความสัมพันธ และฟงกชัน           31 

 1.7 สรุปทายบทที่ 1            43 

คำถามทายบท              44 

เอกสารอางอิง              47 

แผนบริหารการสอนประจำบทท่ี 2           49 

บทที่ 2 ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน          51 

 2.1 บทนิยามของลิมิต            51 

 2.2 ทฤษฎีบทของลิมิต            65 

 2.3 ลิมิตที่เก่ียวของกับอนันต           76 

  2.4 ความตอเนื่องของฟงกชัน          101 

 2.5 สรุปทายบทที่ 2           104 

 

 



(4) 

 

สารบญั(ตอ) 

 

เรื่อง       หนา 

 

คำถามทายบท             107 

เอกสารอางอิง             113 

แผนบริหารการสอนประจำบทท่ี 3          115 

บทที่ 3 อนุพันธของฟงกชัน           117 

 3.1 สวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ย       117 

 3.2 อนุพันธของฟงกชัน           118 

 3.3 การหาอนุพันธของฟงกชันพีชคณติ         125 

 3.4 การหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ         133 

 3.5 การหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ         139 

 3.6 การหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลัง      148 

  3.7 การหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย         156 

 3.8 อนุพันธอันดับสูง           158 

 3.9 สรุปทายบทที่ 3           161 

คำถามทายบท             163 

เอกสารอางอิง             167 

แผนบริหารการสอนประจำบทท่ี 4          169 

บทที่ 4 การประยุกตอนุพันธ           171 

 4.1 ความเร็ว และความเรง          171 

 4.2 อัตราสัมพัทธ            176 

 4.3 สมการเสนสัมผัส และเสนปกติ          181 

 4.4 คาสูงสุดคาต่ำสุด และกราฟ          186 

 4.5 หลักเกณฑโลปตาล           201 

 4.6 สรุปทายบทที่ 4           205 



(5) 

 

สารบญั(ตอ) 

 

เรื่อง       หนา 

คำถามทายบท             207 

เอกสารอางอิง             211 

แผนบริหารการสอนประจำบทท่ี 5          213 

บทที่ 5 การประยุกตอนุพันธ           215 

 5.1 ปญหาแนววิถีเชิงตั้งฉาก          215 

 5.2 ปญหาทางกลศาสตร           220 

 5.3 ปญหาอัตราการเปลี่ยนแปลง          235 

 5.4 สรุปทายบทที่ 5           259 

คำถามทายบท             261 

เอกสารอางอิง             265 

แผนบริหารการสอนประจำบทท่ี 6          267 

บทที่ 6 ฟงกชันหลายตัวแปรและอนุพนัธยอย         269 

 6.1 ฟงกชันคาจริงของสองตัวแปรหรือมากกวา        269 

 6.2 ลิมิตของฟงกชันสองตัวแปร          273 

 6.3 อนุพันธยอย            279 

 6.4 กฎลูกโซของฟงกชันของตัวแปร 2 ตัว         285 

 6.5 อนุพันธยอยอันดับสูง           290 

 6.6 สรุปทายบทที่ 5           300 

คำถามทายบท             301 

เอกสารอางอิง             305 

แผนบริหารการสอนประจำบทท่ี 7          307 

บทที่ 7 ปริพันธ             309 

 7.1 ปฏิยานุพันธ            309 
7.2 ปริพันธจำกัดเขต           326 

 7.3 สรุปทายบทที่ 6           330 



(6) 

 

สารบญั(ตอ) 

 

เรื่อง       หนา 

 

คำถามทายบท             331 

เอกสารอางอิง             333 

แผนบริหารการสอนประจำบทท่ี 8          335 

บทที่ 8 เทคนิคการหาปริพันธ           337 

 8.1 กฎสำหรับการหาปฏิยานุพันธ          337 

 8.2 การหาปริพันธโดยการแทนคา หรือเปลี่ยนตัวแปร       339 

 8.3 การหาปริพันธโดยวิธีแยกเศษสวนยอย         347 

 8.4 การหาปริพันธทีละสวน          358 

 8.5 ปริพันธไมตรงแบบ           364 

 8.6 สรุปทายบทที่ 8           377 

คำถามทายบท             379 

เอกสารอางอิง             381 

บรรณานุกรม             383 
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สารบญัรูปภาพ 

 

ภาพประกอบ       หนา 

ภาพประกอบ 1.1  แผนภาพแสดงความสัมพันธระหวางเซต           8 

ภาพประกอบ 1.2  แผนภาพแสดงสวนที่แรเงา A B            9 

ภาพประกอบ 1.3  แผนภาพแสดงสวนที่แรเงา A B            9 

ภาพประกอบ 1.4  แผนภาพแสดงสวนที่แรเงา A B          10 

ภาพประกอบ 1.5  แผนภาพแสดงสวนที่แรเงา A           11 

ภาพประกอบ 1.6  แผนภาพแสดงโครงสรางของจำนวนจริง         14 

ภาพประกอบ 1.7  แสดงเสนจำนวนจริง           21 

ภาพประกอบ 1.8  แสดงภาพฟงกชัน  y f x           38 

ภาพประกอบ 1.9  แสดงแผนผังการประกอบของฟงกชัน         41 

ภาพประกอบ 1.10  แสดงฟงกชันประกอบ g f           42 

ภาพประกอบ 2.1  กราฟของฟงกชัน ( ) 5f x x           52 

ภาพประกอบ 2.2  แสดง 0  และ 0           58 

ภาพประกอบ 2.3  กราฟของฟงกชัน 
2

2

3( )
1

xf x
x




         79 

ภาพประกอบ 2.4  กราฟของฟงกชัน ( )
1

xf x
x




         86 

ภาพประกอบ 2.5  กราฟของฟงกชัน 3( )f x x           95 

ภาพประกอบ 2.6  กราฟของฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x          101 

ภาพประกอบ 3.1.  กราฟแสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของฟงกชัน ( )f x      118 

ภาพประกอบ 3.2  วิธีการวัดมุม            139 

ภาพประกอบ 3.3  มุม   และมุม            140 

ภาพประกอบ 4.1  แสดงเสนปกติ และเสนสัมผัส         176 

ภาพประกอบ 4.2  แสดงจุดสูงสุดสัมพัทธของฟงกชันบนชวง 1 2( , )x x       192 

ภาพประกอบ 4.3  แสดงจุดต่ำสุดสัมพัทธของฟงกชันบนชวง 1 2( , )x x       192 

ภาพประกอบ 4.4  แสดงจุดสูงสุดสัมพัทธโดยใชอนุพันธอันดับที่สองบนชวง  1 2,x x      194 

  



(8) 

 

สารบญัรูปภาพ(ตอ) 

ภาพประกอบ       หนา 

 

ภาพประกอบ 4.5  แสดงจุดต่ำสุดสัมพัทธโดยใชอนุพันธอันดับที่สองบนชวง  1 2,x x      194 

ภาพประกอบ 4.6  แสดงจุดเปลี่ยนเวาของฟงกชัน  y f x        195 

ภาพประกอบ 5.1  วงศเสนโคงของสมการ 2 2 2x y c          215 

ภาพประกอบ 5.2  วงศเสนโคง y kx  เปนแนววิถีเชิงตั้งฉากกันและกันกับวงศเสนโคง  

  
2 2 2x y c            217 

ภาพประกอบ 5.3  ระยะทางการเคลื่อนที่ของวัตถุ B         221 

ภาพประกอบ 6.1  แสดงเซต ( ; )B A r           273 

ภาพประกอบ 7.1  แสดงพ้ืนที่ A บนชวงปด [ , ]a b          326 

ภาพประกอบ 7.2 แสดงการหา nS  ชวง [ , ]a b          327 

ภาพประกอบ 8.1  ลิมิตลางเปนอนันต          366 

ภาพประกอบ 8.2  ทั้งลิมิตลางและลิมิตบนเปนอนันต        366 

ภาพประกอบ 8.3  แสดง ( )
b

a
f x dx           374 

ภาพประกอบ 8.4  แสดง ( ) lim ( )
b t

t ba a
f x dx f x dx


          375 
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สารบญัตาราง 

 

ตาราง       หนา 

ตาราง 2.1  แสดงกรณีx  มีคาเขาใกล 2  ทางซาย ( 2x  และx  เขาใกล2 )       53 

ตาราง 2.2  แสดงกรณีx  มีคาเขาใกล 2ทางขวามือ( 2x  และx  เขาใกล2 )       53 

ตาราง 2.3  คาของ 
2

2

3( )
1

xf x
x




เมื่อ x  มีคาเขาใกล และ         78 

ตาราง 2.4  คาของ ( )
1

xf x
x




 เม่ือ x  มีคาเขาใกล 1           85 

ตาราง 2.5  คาของ 3( )f x x              94 

ตาราง 5.1  ระบบหนวย British system, cgs system และ mks system      223 
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มคอ. 3  รายละเอียดของรายวิชา 

ชื่อสถาบันอุดมศึกษา มหาวิทยาลัยราชภัฎบุรีรัมย 

วิทยาเขต/คณะ/ภาควิชา  คณะวิทยาศาสตร  สาขาวิชา คณิตศาสตร 

Faculty of  Science  Program in  in Mathematics 

หมวดท่ี 1 ขอมูลท่ัวไป 

1. รหัสและชื่อรายวิชา      รหัสวิชา  4091601   ชื่อรายวิชา คณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 

1 

2. จำนวนหนวยกิต       

 

3 หนวยกิต                3(3-0-6) 

(บรรยาย-ปฎิบัติ-ศึกษาดวยตนเอง) 

3. หลักสูตรและประเภทของรายวิชา  

 3.1    สำหรับ    หลักสูตรวิทยาศาสตรบัณฑติ สาขาวิชาคณิตศาสตร 

         สำหรับ     หลายหลักสูตร  

 3.2       ประเภทของ

รายวิชา  

 ศึกษาทั่วไป  

    วิชาเฉพาะดาน กลุมวิชา  แกน    เอกบังคบั   

            เอกเลือก 

   วิชาเลือกเสรี     

4. อาจารยผูรับผิดชอบรายวิชา           

 4.1 อาจารยผูรับผิดชอบรายวิชา  

  - 

 4.2 อาจารยผูสอน 

  อาจารยวชิรารักษ  โอรสรัมย 

5. ภาคการศึกษา / ชั้นปที่เรียน   

 ภาคการศึกษาที่     1    2 ชั้นปท่ีเรียน  ชั้นปท่ี 1 

6. รายวิชาที่ตองเรียนมากอน  (pre-requisite)  (ถามี) 

 ไมมี  

7. รายวิชาที่ตองเรียนพรอมกัน  (co-requisites)  (ถามี) 

        ไมมี  
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8. สถานที่เรียน   

      541 อาคาร 5  มหาวิทยาลัยราชภัฎบุรีรัมย 

9. วันที่จัดทำหรือปรับปรุงรายละเอียดของรายวิชาครั้งลาสุด 

 ภาคการศึกษาที่    

 1      2 

ปการศึกษา 2558   

หมวดท่ี 2 จุดมุงหมายและวัตถุประสงค 
 

1. จุดมุงหมายของรายวิชา 

       1. เพ่ือใหนักศกึษามีความรูความเขาใจในเรื่องลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน  

       2. เพ่ือใหนักศกึษามีความรูความเขาใจในเรื่องอนุพันธ 

       3. เพ่ือใหนักศกึษามีความรูความเขาใจในเรื่องการประยุกตของอนุพันธ   

       4. เพ่ือใหนักศกึษามีความรูความเขาใจในเรื่องอนุพันธยอย   

       5. เพ่ือใหนักศกึษามีความรูความเขาใจในเรื่องอินทิกรัล อินทิกรัลของฟงกชันชนิดตาง ๆ  

อินทิกรัลจำกัลเขตและไมจำกัดเขต   

       6. เพ่ือใหนักศกึษาสามารถนำความรูในรายวิชาไปประยุกตในการแกโจทยปญหาในเนื้อหาที่เก่ียว

ขอไดอยางเหมาะสม   
 

2. วัตถุประสงคในการพัฒนา/ปรับปรุงรายวิชา  

    เพ่ือพัฒนาการเรียนการสอนและความรูใหทันยุคสมัย 

หมวดท่ี 3 ลักษณะและการดำเนินการ 

1. คำอธิบายรายวิชา   (Course  Description) 

    ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน อนุพันธ บทประยุกตของอนุพันธ อนุพันธยอย อินทิกรัลของ

ฟงกชันชนิดตาง ๆ  อินทิกรัลจำกัดเขตและไมจำกัดเขต 

2. จำนวนชั่วโมงท่ีใชตอภาคการศึกษา 

บรรยาย สอนเสริม (ถามี) การฝกปฏิบัติ/งาน

ภาคสนาม/การฝกงาน 

การศึกษา

ดวยตนเอง 



(13) 

45  ชั่วโมงตอภาคาร

ศึกษา 
ไมมี ไมมี 

36  ชั่วโมง

ตอสัปดาห 

3. จำนวนชั่วโมงตอสัปดาห ท่ีอาจารยใหคำปรึกษาและแนะนำทางวิชาการแกนักศึกษาเปน

รายบุคคล 

  1.  อาจารยประจำรายวิชาประกาศเวลาใหคำปรึกษาที่หนาหองทำงานและในเว็บไซต 

2. นักศึกษาจองวันเวลาลวงหนาหรือมาพบตามนัด 

3. อาจารยจัดเวลาใหคำปรึกษาเปนรายบุคคล/กลุมตามตองการ  โดยกำหนดไว  2  ชั่วโมง/สัปดาห 

 

 

 

หมวดท่ี 4 การพัฒนาผลการเรียนรูของนักศึกษา 

1. คุณธรรม จริยธรรม 

คุณธรรม จริยธรรมที่ตอง

พัฒนา 

วิธีการสอนท่ีจะใชพัฒนาการเรียนรู วิธีการประเมินผล 

1.1 มวีินัยตรงตอเวลา 

ซื่อสัตยมีความรับผิดชอบ

ตอตนเองและสวนรวม 

อาจารยประพฤติตนเปนแบบอยาง

โดยการเขาสอนตรงเวลา และ

กำหนดเวลาในการเช็คชื่อกอนทำ

การสอนทุกครั้ง  

ประเมินจากพฤติกรรมการเขาเรียน  

1.6 มีจิตสำนึกและ

ตระหนักในการปฏิบัติตา

จรรยาบรรณวิชาชีว 

จับกลุมทำงานที่ไดรับมอบหมายจาก

อาจารยแบบฝกหัด  

 

สังเกตพฤติกรรมขณะทำ

แบบฝกหัด 

2. ความรู 

ความรูที่ตองไดรับ วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

2.1 มีความรู ความเขาใจใน

หลักการ ทฤษฎี 

1.  ศึกษาเอกสารประกอบการสอน 

2.  บรรยาย 

3.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 

4.  สนทนาซักถาม 

5.  ทำแบบฝกหัดตามใบงาน 

1.  ประเมินผลชิ้นงาน 

2.  สอบเก็บคะแนน 

3.  สอบกลางภาค 

4.  สอบปลายภาค   

3. ทักษะทางปญญา 

ทักษะทางปญญาที่ตอง วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 



(14) 

 

พัฒนา 

3.1 มีความสมารถในการ

วิเคราะหสถานการที่ได

เรียนมา 

1.  มอบหมายงานใหทำแลวเสนอผล

การศกึษา 

2.  อภิปรายภายในชั้นเรียน 

1.  ประเมินผลชิ้นงาน 

2.  สอบกลางภาค   

3.  สอบปลายภาค 

3.2 สามารถแกไขปญหาได

โดยนำหลักการตาง ๆ มา

อางอิงอยางมีเหตุผล 

1.  มอบหมายงานใหทำแลวเสนอผล

การศกึษา 

2.  อภิปรายภายในชั้นเรียน 

 

1.  ประเมินผลชิ้นงาน 

2.  สอบกลางภาค   

3.  สอบปลายภาค 

4. ทักษะความสัมพันธระหวางบุคคลและความรับผิดชอบ 

ทักษะความสัมพันธ

ระหวางบุคคลและความ

รับผดิชอบท่ีตองการ

พัฒนา 

วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

4.1 สามารถทำงานรวมกับ

คนอ่ืนไดเปนอยางดี 

1.  ใหนักศึกษาแบงกลุมทำงานแลว

นำเสนอ 

สังเกตพฤติกรรมขณะรวมกัน

ทำงาน 

และการนำเสนองาน 

4.2 มีความรับผิดชอบตอ

งานที่ไดรับมอบหมาย 

1.  จัดใหมีการแลกเปลี่ยนความรู  

และขอมูลระหวางบุคคล 

2.  ทำแบบฝกหัดตามที่ไดรับ

มอบหมาย 

 

สังเกตพฤติกรรมขณะรวมกัน

ทำงาน 

คะแนนแบบฝกหัดที่ได 

4.5 มีความรูความเขาใจใน

บทบาทหนาที่ของตนเอง

อยางตอเนื่อง 

1.  จัดใหมีการแลกเปลี่ยนความรู  

และขอมูลระหวางบุคคล 

 

สังเกตพฤติกรรมขณะรวมกัน

ทำงาน 

5. ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข การส่ือสาร และการใชเทคโนโลยีสารสนเทศ 

ทักษะการวิเคราะหเชิง

ตัวเลข การส่ือสาร และ

การใชเทคโนโลยี

สารสนเทศท่ีตองพัฒนา 

วิธีการสอน วิธีการประเมินผล 

5.1 สามารถใชเทคโนโลยี

สารสนเทศในการเก็บขอมูล

1.  มอบหมายงานใหทำแลวเสนอผล

การศกึษา 

1.  ประเมินผลชิ้นงาน 

2.  สอบกลางภาค   
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นำเสนอและสามารถเลือก

รูปแบบการนำเสนอที่

เหมาะสม 

 

2.  อภิปรายภายในชั้นเรียน 3.  สอบปลายภาค 

 

6. ภารกิจอื่น ๆ ที่นำมาบูรณาการเขากับการเรียนการสอน 

6.1 ผลงานวิจัย 

มีการนำความรูและประสบการณจากผลงานวิจัยมาใชในการพัฒนาการเรียนการสอนโดยมี

การดำเนินการ ดังนี้ 

        ..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.2 งานบริการวิชาการ ไดแก การจัดโครงการฝกอบรม การเปนวิทยากรทั้งภายในและภายนอก

มหาวิทยาลัย การเปนกรรมการสอบวิทยานิพนธ การเปนกรรมการผูทรงคุณวุฒิในการตรวจ

ผลงานวิจัย การเปนกรรมการผูทรงคณุวุฒิในการอานบทความวิชาการและอ่ืน ๆ 

..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

มีการนำความรูและประสบการณจากการบริการวิชาการมาใชในการพัฒนาการเรียนการสอน

โดยมีการดำเนินการ ดังนี ้         

..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.3 งานทำนุบำรุงศิลปวัฒนธรรม ไดแก การผนวกเอาศลิปวัฒนธรรมทองถ่ินไวในการเรียนการ

สอน เชน การสอนโดยยกตัวอยางสิ่งที่เกิดขึ้นในกระบวนการผลิตตามวิถีพื้นบาน การอางอิงถึง

เครื่องมือพื้นบาน วัตถุดิบท่ีใชในการผลิตที่มีเฉพาะในทองถิ่น ภูมิปญญาพ้ืนบานภาคเหนือ และอื่น ๆ 

..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

มีการนำความรูและประสบการณจากการทำนุบำรุงศิลปวัฒนธรรม มาใชในการพัฒนาการ

เรียนการสอนโดยมีการดำเนินการ ดังนี้ 

..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.4 ทรัพยากรหรือวิธีการใชในการพัฒนาทักษะภาษาอังกฤษของนักศึกษา 

ตัวอยางเชน การใช text book การใชบทความวิจัย/ บทความภาษาอังกฤษ การเขาถึง website ท่ี

เก่ียวของ  เปนตน 

..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

มีการนำความรูและประสบการณจากการนำทรัพยากรมาใชในการพัฒนาการเรียนการสอนโดยมีการ

ดำเนินการ ดังนี้ 

..............................................................ไมม.ี.................................................................. 
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6.5 การบรรยายโดยมีผูมีประสบการณทางวิชาการหรือวิชาชีพจากหนวยงานหรือชุมชน

ภายนอก   

เรื่องที่บรรยาย/ ชื่อและสังกัดของวิทยากร/ วัน/เวลา/สถานที่บรรยาย 

..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

6.6 การดูงานนอกสถานท่ีในรายวิชา ชื่อของหนวยงาน /วัน/เวลาดูงาน 

..............................................................ไมม.ี.................................................................. 

 

หมวดท่ี 5 แผนการสอนและการประเมินผล 

 

1  . แผนการสอน 

สัปดาหที่ หัวขอ /รายละเอยีด  

จำนวน

ชั่วโมง/

ผูสอน 

กิจกรรมการเรียน

การสอน /สื่อท่ีใช  

การพัฒนาการเรียนรูของ

นักศึกษา 

1 2 3 4 5 6 

1 ชี้แจงรายวิชา 

วิธีการเรียนการสอน 

การวัดผลและประเมินผล 

บทที่ 1 ความรูพื้นฐาน 

-เซต 

-ระบบจำนวนจริง 

-การไมเทากันในระบบจำนวน 

-อสมการ 

-ชวงและการแกอสมการ 

-คาสัมบูรณ 

-ความสัมพันธและฟงกชัน 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

2 บทที่ 2 ลิมิตและความ

ตอเนื่องของฟงกชัน 

-ความหมายและบทนิยามของ

ลิมิต 

-ทฤษฎีบทของลิมิต 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

     
 

 

3 -ลิมิตทีเก่ียวของกับอนันต 3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

     

 

 

4 -ความตอเนื่องของฟงกชัน 3 บรรยาย/ปฏิบัติและ       
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บทที่ 3 อนุพันธของฟงกชัน 

- สวนเปลี่ยนแปลงและอัตรา

การเปลี่ยนแปลงเฉลี่ย 

- อนุพันธของฟงกชัน 

เรียนรูรวมกัน 

5 - การหาอนุพันธของฟงกชัน

พีชคณติ 

- การหาอนุพันธของฟงกชัน

ประกอบ 

- การหาอนุพันธของฟงกชัน

ตรีโกณมิติ 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

6 - การหาอนุพันธของฟงกชัน

ลอกการิทึมและฟงกชันชี้กำลัง 

-การหาอนุพันธของฟงกชันโดย

ปริยาย 

- การหาอนุพันธอันดับสูง 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

7 บทที่ 4 การประยุกตอนุพันธ 

- ความเร็ว และ ความเรง  

- อัตราสัมพัทธ 

- เสนสัมผัสและเสนปกติ 

- คาสูงสุดคาต่ำสุด และกราฟ 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

8 สอบกลางภาค 

9 บทที่ 4 การประยุกตอนุพันธ

ขั้นสูง 

- ปญหาแนววิถีเชิงตั้งฉาก  

- ปญหาทางกลศาสตร 

 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

10 - ปญหาอัตราการเปลี่ยนแปลง 

บทที่ 6 อนุพันธยอย 

- ฟงกชันคาจริงของสองตัว

แปรหรือมากกวา 

- ลิมิตของฟงกชันสองตัวแปร 

 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 
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11 - กฎลูกโลของฟงกชันสองตัว

แปร 

- อนุพันธยอยอันดับสูง 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

12 บทที่ 7 ปริพันธ 

- ปฎิยานุพันธ 

- ปริพันธของฟงกชันใน

รูปแบบตาง ๆ  

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

13 - ปริพันธจำกัดเขต 

บทที่ 8 เทคนิคการหาปริพันธ 

- กฎสำหรับการหาปฏิยานุ

พันธ 

 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

14 - การหาปริพันธโดยการแทน

คา หรือเปลี่ยนตัวแปร 

- การหาปริพันธโดยวิธีแยก

เศษสวนยอย 

 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

15 - การหาปริพันธทีละสวน 

- ปริพันธไมตรงแบบ 

3 บรรยาย/ปฏิบัติและ

เรียนรูรวมกัน 

      

16 สอบปลายภาค       

 

 

2. แผนการประเมินผลการเรียนรู 

ที ่ ผลการเรียนรู*  วิธีการประเมิน**  สัปดาหที่ประเมิน   สัดสวนของการประเมิน 

1 

มวีินัยตรงตอเวลา 

ซื่อสัตยมีความ

รับผิดชอบตอตนเอง

และสวนรวม 

อาจารยประพฤติตนเปน

แบบอยางโดยการเขาสอนตรง

เวลา และกำหนดเวลาในการ

เช็คชื่อกอนทำการสอนทุกครั้ง  

ตลอดภาคการศกึษา 10% 

2 
มีจิตสำนึกและ

ตระหนักในการปฏิบัติ

จับกลุมทำงานที่ไดรับมอบหมาย

จากอาจารยแบบฝกหัด  

ตลอดภาคการศกึษา - 
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ตาจรรยาบรรณ

วิชาชีพ 

 

3 

มีความรู ความเขาใจ

ในหลักการ ทฤษฎี 

1. ศึกษาเอกสารประกอบการ

สอนและบรรยาย 

2.  แกโจทยปญหาในชั้นเรียน 

3.  สนทนาซักถาม 

4.  ทำแบบฝกหัดตามใบงาน 

สัปดาหที่ 8 80% 

4 

มีความรูในสาขาอื่น ๆ

เชนคอมพิวเตอร 

ภาษาอังกฤษ 

ใหนึกศึกษาแกโจทยปญหา

นอกเหนือจากที่ยกตัวอยางใน

ชั้นเรียน แลวใหนึกศึกษา

นำเสนอผลงานในคาบถัดไป 

ตลอดภาคการศกึษา - 

5 

มีความสมารถในการ

วิเคราะหสถานการที่

ไดเรียนมา 

1. มอบหมายงานใหทำแลว

เสนอผลการศึกษา 

2. อภิปรายภายในชั้นเรียน 

ตลอดภาคการศกึษา รวมอยูในแผนการ
ประเมินขอ  3   

คือ80% 

6 

สามารถแกไขปญหา

ไดโดยนำหลักการตาง 

ๆ มาอางอิงอยางมี

เหตุผล 

1. มอบหมายงานใหทำแลว

เสนอผลการศึกษา 

2. อภิปรายภายในชั้นเรียน 

สัปดาหที่เรียนจบใน
แตละบท 

- 

7 

มีทักษะภาคปฏิบัติ

ตามที่ไดรับฝกฝน 

1. มอบหมายงานใหทำแลว

เสนอผลการศึกษา 

2. อภิปรายภายในชั้นเรียน 

ตลอดภาคการศกึษา 10% 

8 

มีความรับผิดชอบตอ

งานที่ไดรับมอบหมาย 

1. จัดใหมีการแลกเปลี่ยน

ความรู และขอมูลระหวางบุคคล 

2. ทำแบบฝกหัดตามที่ไดรับ

มอบหมาย 

 

ตลอดภาคการศกึษา สัดสวนการประเมิน
รวมอยูในแผนการ

ประเมินขอ  3   
คือ80% 

9 

มีความรูความเขาใจใน

บทบาทหนาที่ของ

ตนเองอยางตอเนื่อง 

1. จัดใหมกีารแลกเปลี่ยน

ความรู  และขอมูลระหวาง

บุคคล 

 

ตลอดภาคการศกึษา สัดสวนการประเมิน
รวมอยูในแผนการ

ประเมินขอ  3   
คือ80% 

10 
5.1 สามารถใช

เทคโนโลยีสารสนเทศ

1. มอบหมายงานใหทำแลว

เสนอผลการศึกษา 

ตลอดภาคการศกึษา สัดสวนการประเมิน
รวมอยูในแผนการ
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ในการเก็บขอมูล

นำเสนอและสามารถ

เลือกรูปแบบการ

นำเสนอที่เหมาะสม 

2. อภิปรายภายในชั้นเรียน ประเมินขอ  3   
คือ80% 

เกณฑการประเมินผล   

 81 % ขึ้นไป ระดับคะแนน  A 57 – 62  % ระดับคะแนน  C 
 75 – 80  % ระดับคะแนน  B+ 51 – 56  % ระดับคะแนน  D+ 
 69 – 74  % ระดับคะแนน  B 45 – 50  % ระดับคะแนน  D 
 63 – 68  % ระดับคะแนน  C+ ต่ำกวา 44 % ระดับคะแนน  F 

หมวดท่ี 6 ทรัพยากรประกอบการเรียนการสอน 

 

1. ตำราและเอกสารหลัก 

กมล เอกไทยเจริญ. (2544). แคลคูลัส 1. กรุงเทพมหานคร : ไฮเอ็ดพับลิชซิ่ง.  

คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง. (2542). แคลคูลัสและ 

เรขาคณิตวิเคราะห 1. พิมพครั้งที่ 8 กรุงเทพมหานคร : มหาวิทยาลัยรามคำแหง. 

คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน. (2539). แคลคูลัส 2. 

พิมพครั้งท่ี 3 ขอนแกน : มหาวิยาลัยขอนแกน. 

จันทนีย กาญจนะโรจน และชุลี โชติกประคัลภ. (2557). แคลคูลัส 1. พิมพครั้งที่ 4 กรุงเทพมหานคร 

: คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยกรุงเทพ.  

ชัยสงคราม เครือหงส. (2544). เอกสารประกอบการสอนรายวิชาแคลคูลัสและเรขาคณิตวิเคราะห1 

สุราษฎรธานี : มหาวิทยาลัยราชภัฏสุราษฎรธาน.ี 

ธีระศักดิ์ อุรัจนานนท. (2548). อินทิกรัล. กรุงเทพมหานคร : สกายบุกส. 

เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ. (2553). แคลคูลัส 1. พิมพครั้งที่ 5 ขอนแกน : ภาควิชาคณิตศาสตร  

คณะวิทยาศาสตร มหาวิยาลัยขอนแกน. 

วชิรารักษ โอรสรัมย. (2558).  คณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสร1 บุรีรัมย : ภาควิชาคณิตศาสตร คณะ

วิทยาศาสตร  

           มหาวิทยาลัยราชภฎับุรีรัมย 

สุกัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และอนัญญา อภิชาตบุตร. (2551). แคลคูลัส 2. กรุงเทพมหานคร :  

ไฮเอ็ดพับลิชซิ่ง. 
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สุรวิทย ตันแตงผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ. (2557). แคลคลูัส 1. กรุงเทพมหานคร :  

          จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย. 

อัจฉรา ปาจีนบูรวรรณ. (2555). แคลคลูัส 1. กรุงเทพมหานคร :  ภาควิชาคณิตศาสตรและสถิติ  

คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลยัธรรมศาสตร. 

อุบล กลองกระโทก. (2549). เอกสารคำสอนคณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 2. กรุงเทพมหานคร :  

คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา. 

Ross, F.L. Maurice,.W.D. and Frank, G.R. (2001). Calculus with analytic geometry.  

New Yok : Addison-wesley. 

 

2. เอกสารและขอมูลสำคัญ 

2.1  www.google.co.th 

         2.2  หองสมุดมหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมย 

         2.3  หองสมุดสาขาวิชาคณิตศาสตร 

3. เอกสารและขอมูลแนะนำ 

ไมมี 

4. ภารกิจอื่น ๆ ที่นำมาบูรณาการเขากับการเรียนการสอน   

        ไมมี 

 4.1 ผลงานวิจัย 

 4.2 งานบริการวิชาการ 

     ไมมี 

 4.3 งานทำนุบำรุงศิลปวัฒนธรรม 

      ไมมี  

5. ทรัพยากรหรือวิธีการใชในการพัฒนาทักษะภาษาอังกฤษของนักศึกษา 

           ไมมี   

6. การบรรยายโดยผูมีประสบการณทางวิชาการหรือวิชาชีพจากหนวยงานหรือชุมชนภายนอก 

           -  

7. การดูงานนอกสถานท่ีในรายวิชา 

          - 
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หมวดท่ี 7 การประเมินและปรับปรุงการดำเนินการของรายวิชา 

 

1. กลยุทธการประเมินประสิทธิผลของรายวิชาโดยนักศึกษา 

      ใชแบบประเมินผลการสอนของทางมหาวิทยาลัยโดยนักศึกษาเขาไปประเมินในระบบ 

2. กลยุทธการประเมินการสอน 

      ใชแบบประเมินผลการสอนของทางมหาวิทยาลัยโดยนักศึกษาเขาไปประเมินในระบบ 

3. การปรับปรุงการสอน 

      ในการเรียนการสอนบูรณการรวมกับ learning by doing (เรียนรูและฝกปฏิบัติไปดวย) โดยใหผูเรียน

พยายาม คนควาแบบฝกหัดจากแหลงอ่ืนเพ่ิมเติม 

4. การทวนสอบมาตรฐานผลสัมฤทธิ์รายวิชาของนักศึกษา 

      มีการวัดผลคะแนนตามที่ระบุไวในแผนการประเมินผลการเรียนรู  และเมื่อสิ้นสุดภาคการศึกษามีการ

ประเมินความสอดคลองของเนื้อหาที่สอนกับแบบทดสอบโดยนักศึกษาทุกรายวิชา 

5. การดำเนินการทบทวนและการวางแผนปรับปรุงประสิทธิผลของรายวิชา 

     นำขอเสนอแนะของนักศึกษามาพิจารณาและคิดแนวทางในการปรับปรุงปการศึกษาตอไป 
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 1 

 

เนื้อหาประจำบท 

1. เซต 

2. ระบบจำนวนจริง 

3. การไมเทากันในระบบจำนวน 

4. อสมการ 

5. ชวงและการแกอสมการ 

6. คาสัมบูรณ 

7. ความสัมพันธและฟงกชัน 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. เขียนเซตไดทั้งแบบแจกแจงสมาชกิและแบบบอกเงื่อนไข 

2. บอกนิยามและเขียนสัญลักษณของสับเซตได 

3. ดำเนินการกับเซตโดยใชตัวดำเนินการที่กำหนดได 

4. บอกความหมายของจำนวนตาง ๆ ได 

5. สามารถดำเนินการตาง ๆ ตามสมบัติทางพีชคณิตของจำนวนจริง 

6. บอกความหมายของอสมการได 

7. แกอสมการรูปแบบตาง ๆ ได 

8. ใหความหมายคาสัมบูรณของจำนวนจริงได 

9. แกสมการและอสมการคาสมบูรณได 

10. ใหความหมายของผลคูณคารทีเซียน 

11. สามารถสรางความสัมพันธในรูปแบบที่กำหนดให 

12. หาโดเมนและเรนจของความสัมพันธได 

13. ใหนิยามของความสัมพันธผกผันได 

14. ใหนิยามของฟงกชันพรอมทั้งหาโดเมนและเรจนของฟงกชันได 

15. สามารถบอกชนิดของฟงกชันได 

16. ดำเนินการหาฟงกชันกชันผกผันได 

17. ดำเนินการสรางฟงกชันประกอบได 

วธิีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท 
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1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 เซต 

1.2 ระบบจำนวนจริง 

1.3 การไมเทากันในระบบจำนวน 

1.4 อสมการ 

1.5 ชวงและการแกอสมการ 

1.6 คาสัมบูรณ 

1.7 ความสัมพันธและฟงกชัน 

1.8 อสมการ 

1.9 คาสัมบูรณของจำนวนจริง  

1.10 ความสัมพันธ และฟงกชัน 

   

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี ้

 2.1.  ศึกษาขอมูลจาก เก่ียวกับเรื่องลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชันเพ่ิมเติม 

 2.2.  ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน 
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บทที่ 1 

ความรูพื้นฐาน 
 

ในการเรียนการสอนรายวิชาคณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1 นั้นกอนอื่นผูเรียนจะตองมี

ความรูพื้นฐานในเรื่องตาง ๆ ไดแกเรื่องเซต โดยทีเ่ซตนั้นใชแทนกลุมของสิงตาง ๆ ที่สามารถกำหนด

สมาชิกไดอยางชัดเจน เชนเซตของจำนวนตรรกยะ และเซตของจำนวนอตกรรยะ และเมื่อนำเซตทั้ง

สองเซตนีม้ารวมกันจะไดเซตของจำนวนจริง และผูเรียนจะไดศึกษาในเรื่องระบบจำนวนจริง  สำหรับ

การเทากันในระบบจำนวนนั้นทำใหเกิดสมการในรูปแบบตาง ๆ การหาผลเฉลยของสมการ สวนการไม

เทากันในระบบจำนวนนั้นทำใหเกิดอสมการรูปแบบตาง ๆ โดยผูเรียนจะไดศึกษาความหมาย ของคำ

วามากกวา นอยกวา ซึ่งจะเปนพ้ืนฐานในการแกอสมการ การแกปญหาคาสัมบูรณ และเรื่องสุดทายที่

ผูเรียนจะไดศึกษาคือเรื่องความสัมพันธและฟงกชัน โดยเนื้อหาที่กลาวมาขางตนนั้นเปนเรื่องที่

นักศึกษาทุกคนไดเคยเรียนผานมาแลวในระดับมัธยมศึกษา ดังนั้นรายละเอียดเนื้อหาในบทนีจ้ะเปน

เพียงการทบทวนความรูในเรื่องตาง ๆ ที่จำเปนใน การเรียนการสอนรายวิชาคณิตศาสตรสำหรับ

วิทยาศาสตร 1เทานั้น เพ่ือใหผูเรียนไดเขาใจไดดียิ่งข้ึน  

 

1.1 เซต 

 เซตเปนคำหนึ่งซึ่งในทางคณิตศาสตรกำหนดวาเปนคำอนิยาม จะใชเซตเมื่อเราตองการแบงวา

สิ่งตาง ๆ เหลานั้นอยูรวมกันเปนหมวดหมู เปนกลุม ฯลฯ เซตที่เรานำมาศึกษาจะตองเปนเซตที่ทราบ

แนนอนวาสิ่งใดอยูในกลุมหรือไมอยูในกลุม สิ่งท่ีอยูในกลุมเรียกวา สมาชิกของเซต ซึ่งในแตละเซต จะ

มีสมาชิกหรือไมมีสมาชิกก็ได และถาเซตนั้นมีสมาชิกแลวอาจจะมีสมาชิกท่ีมากมายแบบนับไมถวน 

หรือมีจำนวนสมาชิกที่ไมมากสามารถนับได ก็ไดเชนกัน (Combe, H.J., 1971 : 31) 

ตัวอยางเซต เชน 

1.  เซตของจำนวนเต็มบวกที่มากกวา 5 

 เซตนี้มีสมาชิกมากมายนับไมถวนไดแก 6, 7, 8, 9, … 

 2.  เซตของจำนวนเต็มท่ีอยูระหวาง 3 และ6 

 เซตนี้มีสมาชิกอยู 2 ตัว ไดแก 4, 5 

 3.  เซตของจำนวนเต็มบวกที่นอยกวา 100 

 เซตนี้มีสามาชิกอยูทั้งหมด 99 ตัว ไดแก 1, 2, 3, 4, … ,99 

 4. เซตของจำนวนเต็มลบที่มากกวา -1  

 เซตนี้ไมมีสมาชิกอยูเลย 
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เพ่ือความสะดวกนั้นจะแทนเซตดวยอักษรภาษาอังกฤษตัวพิมพใหญ , , ,...A B C  และสมาชิก

ของเซตแทนดวยอักษรภาษาอังกฤษตัวพิมพเล็ก , , ,...a b c  

ถา x  เปนสมาชิกของเซต A  แทนดวย x A  และถา x  ไมเปนสมาชิกของเซต A  แทน

ดวย x A  

 1.1.1 การเขียนเซต 

 การเขียนเซตนั้นมีวิธีการเขียน 2 แบบดังตอไปนี้ (ดวงใจ ลิ้มอำไพ, 2544 : 2) 

 1) แบบแจกแจงสมาชิก คอืเขียนสมาชิกทุกตัวของเซตในวงเล็บปกกาและคั่นระหวางสมาชิก 

ดวยเครื่องหมายจุลภาค 

 เชน  A คือเซตของจำนวนเต็มคี่ทีม่ีคาตั้งแต 3 ถึง 6 

 ดังนั้น  3,5A  

 กรณีที่เขียนสมาชิกจำนวนไมมาก ไมสะดวกในการเขียนอาจเขียนโดยละสมาชิก ซึ่งเราตอง

ทราบวาสมาชิกตัวตอไปเปนอะไร  

 เชน  B คือเซตของจำนวนเต็มบวกที่นอยกวา 100 

 ดังนั้น  1,2,3,4, ,99B    

 เพราะเราทราบวาสมาชิกตัวถัดไปที่ตอจาก 4 คือ 5 ตอจาก 5 คือ 6 ไปเรื่อย ๆ จนถึงตัว

สุดทายคอื 99 

 เชน  C คือเซตของจำนวนเต็มบวกที่มากกวา 5 

 ดังนั้น  6,7,8,9,C    

เชนเดียวกันกับเซต B เพราะเราทราบวาสมาชิกตัวถัดไปที่ตอจาก 9 คือ 10 ตอจาก 10 คือ 

11 ไปเรื่อย ๆ  

 2) แบบกำหนดเง่ือนไขสมาชิก เขียนโดยกำหนดตัวแปรแทนสมาชิกทุกตัวและอาศัยสมบัตทิี่

สมาชิกของเซตทุกตัวมีรวมกันใหอยูในรูป  : ( )x P x  โดยที ่x  เปนตัวแปรที่เปนสมาชิก และมี

คุณสมบัติ ( )P x  รวมกันอยูสวนเครื่องหมาย :ใชแทนคำวา ซึ่ง โดยการกำหนดเซตใดเซตหนึ่งขึ้นนั้น

จะตองตกลงกันวา ในการกลาวถึงสมาชิกของเซตใด ๆ จะไมกลาวถึงสิ่งอ่ืน ๆ นอกจากสมาชิกของเซต

ที่กำหนดข้ึน และเรียกวา เอกภพสัมพัทธ (ราชบัณฑิตยสถาน, 2553 : 255)  

 

 บทนิยาม 1.1 

  เอกภพสัมพัทธ คือ เซตที่กำหนดใหโดยมีขอตกลงวาจะไมกลาวถึงสิ่งใด 

นอกเหนือไปจากสมาชิกของเซตที่กำหนดให  

 

ตัวอยางเอกภพสัมพัทธ 

 เซตของจำนวนธรรมชาติ หรือจำนวนนับคือ  1,2,3,...N    
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เซตของจำนวนเต็มคือ  ..., 2, 1,0,1,2,...I     

เซตของจำนวนเต็มศูนยคอื
  0 0I   

เซตของจำนวนเต็มบวกคือ  1,2,3,...I    

เซตของจำนวนเต็มลบคือ  ..., 3, 2, 1I      

 เซตของจำนวนตรรกยะแทนดวย Q  เปนจำนวนท่ีเขียนไดในรูปเศษสวน p
q

 โดยที่ p  

และ q  เปนจำนวนเต็มที่ 0q   

 เซตของจำนวนอตรรกยะคือจำนวนที่ไมใชจำนวนตรรกยะแทนดวย Q    

 เซตของจำนวนจริง คอืผลผนวกของจำนวนตรรกยะ และจำนวนอตรรกยะ เขียนแทนเซต

จำนวนจริงดวย R  

เมื่อเรามีเอกภพสัมพัทธแลวเราสามารถนำมาเขียนแบบกำหนดเงื่อนไขสมาชิกไดดังนี้ 

 เชน  B  คือเซตของจำนวนเต็มบวกที่นอยกวา 100 

 ดังนั้น { :B x x เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยกวา100}  

 หรือ  { :B x x    และ 10}x   

 

 1.1.2 ชนิดของเซต 

 การพิจารณาสมาชิกของเซตเปนหลักเราแบงเซตออกไดดังนี้ (ประเสริฐ ภูเงิน, 2538 : 5-6) 

1) เซตจำกัด คือเซตท่ีสามารถบอกไดวาเซตนั้นมีจำนวนสมาชิกเทาใด จำนวนสมาชิกของเซต

จำกัดอาจเปนศนูยหรือเปนจำนวนเต็มบวก เชน  

   3,5,7A     เซต A  มีจำนวนสมาชิก 3 ตัว 

   1,2,3,4, ,99B      เซต B  มีจำนวนสมาชิก 99 ตัว 

 :C x x    และ 10x    เซต C  มีจำนวนสมาชิก 9 ตัว 

 :D x x    และ 1x    เซต D  มีจำนวนสมาชิก 0 ตัว 

2) เซตอนันต คือเซตท่ีไมใชเซตจำกัด หมายถึงเซตที่ไมสามารถบอกไดวามีสมาชิกเปนจำนวน

เทาใด เชน  

   3,5,7,...A    

   1,2,3,4,...A  

 :C x x R  และ 10x    
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 3) เซตวาง คือเซตที่ไมมีสมาชิก หรือจำนวนสมาชิกเทากับศูนย ใชสัญลักษณ {}  หรือ  

  {}A      เซต A  มีจำนวนสมาชิก 0 ตัว
 

 :B x x    และ 1x    เซต B  มีจำนวนสมาชิก 0 ตัว 

 จะเห็นวาเซตวางนั้นจะเปนเซตจำกัดดวย  

4) เอกภพสัมพัทธ คือเซตซึ่งทุก ๆ เซตที่จะศึกษาหรือพิจารณาอยูนั้นถาไมใชเซตวางแลว

สมาชิกทุกตัวตองเปนสมาชิกที่อยูในเอกภพสัมพัทธท้ังหมด โดยใชสัญลักษณ U แทนเอกภพสัมพัทธ  

  

1.1.3 ความสัมพันธระหวางเซต  

ความสัมพันธระหวางเซตมีความสัมพันธดังนี ้(ปยรัตน จาตุรันตบุตร., 2547 : 86-88) 

1) เซตยอย  

 

บทนิยาม 1.2 

เซต A  เปนเซตยอยของเซต B  ก็ตอเมื่อสมาชิกทุกตัวของเซต A  เปนสมาชิกของ 

เซต B  เขียนแทนดวย A B  

  

ตัวอยาง 1.1  กำหนดให  {2,3,5}A    

    1,2,3,4,5,6B   

ดังนั้น  A B  

2) เซตยอยแท 

 

บทนิยาม 1.3 

เซต A  เปนเซตยอยแทของเซต B  ก็ตอเม่ือสมาชิกทุกตัวของเซต A  เปนสมาชิก 

ของเซต B  และมีสมาชิกบางตัวของเซต B  ไมเปนสมาชิกของเซต A  เขียนแทนดวย  

A B  
 

ตัวอยาง 1.2  กำหนดให   2,3,5A  

    2,3,5B   

    1,2,3,4,5,6C   

 ดังนั้น A B ,B A ,A C และ B C  
       แต C A (หมายถึงC ไมเปนสับเซตแทของA ) และC B  
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3) การเทากันของเซต  

 

บทนิยาม 1.4 

เซต A  เทากับเซต B  ก็ตอเมื่อ A B  และ B A  เขียนแทนดวย A B  

 

ตัวอยาง 1.3  กำหนดให   2,3,5A  

    2,3,5B   

    1,2,3,4,5,6C   

       เนื่องจาก A B ,B A  ดังนั้น A B  

      เนื่องจาก C A  ดังนั้น A C  

4) เซตกำลัง  

 

บทนิยาม 1.5 

กำหนดให A  เปนเซตใด ๆ เซตกำลังของ A  คือเซตท่ีประกอบดวยทุกเซตท่ีเปน 

เซตยอยของ A  เขียนแทนดวย  P A  

 

ตัวอยาง 1.4  กำหนดให A    

 เซตยอยของ A  มีเพียงเซตเดียว คือ   ดังนั้น    P A    

 

ตัวอยาง 1.5  กำหนดให  1,2,3A  

 เซตยอยของ A คือ            , 1 , 2 , 3 , 1,2 , 1,3 , 2,3 และ 1,2,3  

ดังนั้น                 , 1 , 2 , 3 , 1,2 , 1,3 , 2,3 , 1,2,3P A    

ขอสังเกต 1.1 

ถา  n A  เปนจำนวนสมาชิกของเซตจำกัด A  ดังนั้นจำนวนเซตยอยของ A  เทากับ  2n A
 

เชน จากตัวอยาง 1.5  1,2,3A  จำนวนสมาชิกของเซตกำลังของ A  เทากับ 32 8  แสดงวา 

 P A  มีสมาชิก 8 ตัว 

 

 1.1.4 แผนภาพเวนน – ออยเลอร  

 แผนภาพเวนน – ออยเลอร เปนแผนภาพที่เขียนแสดงความสัมพันธระหวางเซต ออยเลอร 

เลอนฮารด (Euler Leonhard) นักคณิตศาสตรชาวสวิตเซอรแลนดเปนผูนำมาใชเปนครั้งแรก และ
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ตอมามีนักคณิตศาสตรชาวอังกฤษชื่อ เวนน จอหน ( Venn John ) ไดนำมาใชอธิบายแนวคดิตาง ๆ 

ทางคณิตศาสตร (ศุภกิจ เฉลิมวิสุตมกุล, 2553 : 63) 

 การเขียนแผนภาพแสดงความสัมพันธระหวางเซต จะใชรูปสี่เหลี่ยมผืนผาแทนเอกภพสัมพัทธ 

ใชวงกลม แทนเซตที่เรากลาวถึงดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 1.1  แผนภาพแสดงความสัมพันธระหวางเซต 

     ท่ีมา : กานดา ลือสุทธิวิบูลย และยุพิน จิรสุขานนท. 2549 : 13 

 

 จากภาพประกอบ 1.1 ให U  เปนเซตของนักศึกษาคณะวิทยาศาสตร A  และ B  เปนเซต

ของนักศึกษาที่เรียนสาขาวิชาคณิตศาสตรและสาขาวิชาฟสิกสตามลำดับ จะเห็นวาเซต A  และ B   

ตางเปนเซตยอยของ U  

 

 1.1.5 การดำเนินงานบนเซต 

 การดำเนินการของเซต มีการดำเนินการ 4 แบบ ดังนี ้(วิรุฬห บูญสมบัต,ิ 2534 : 41-45) 

1) ยูเนียน 

 

บทนิยาม 1.6 

ยูเนียนของเซต A  และเซต B  คือเซตท่ีประกอบดวยสมาชิกที่อยูในเซต A  

หรืออยูในเซต B  เขียนแทนดวยสัญลักษณ A B  
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ภาพประกอบ 1.2  แผนภาพแสดงสวนที่แรเงา A B  

     ท่ีมา : กานดา ลือสุทธิวิบูลย และยุพิน จิรสุขานนท. 2549 : 14 

 

ตัวอยาง 1.6  กำหนดให   2,3,5A  

    3,5B   

    4,5,6C   

       จะได  2,3,5A B   

    2,3,4,5,6A C   

    3,4,5,6B C   

2) อินเตอรเซกชัน 

 

บทนิยาม 1.7 

อินเตอรเซกชันของเซต A  และเซต B  คือเซตที่ประกอบดวยสมาชิกที่อยูใน 

เซต A  และอยูในเซต B  เขียนแทนดวยสัญลักษณ A B  

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 1.3  แผนภาพแสดงสวนที่แรเงา A B  

     ท่ีมา : กานดา ลือสุทธิวิบูลย และยุพิน จิรสุขานนท. 2549 : 14 

 

  

U  

A  B  
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ตัวอยาง 1.7  กำหนดให   2,3,5A  

    3,5B   

    4,5,6C   

       จะได  3,5A B   

    5A C   

    5B C   

 

3) ผลตาง 

 

บทนิยาม 1.8 

ผลตางของเซต A  และเซต B  คือเซตท่ีประกอบดวยสมาชิกที่อยูในเซต A  

แตไมอยูในเซต B  เขียนแทนดวยสัญลักษณ A B  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 1.4  แผนภาพแสดงสวนที่แรเงา A B  

     ท่ีมา : กานดา ลือสุทธิวิบูลย และยุพิน จิรสุขานนท. 2549 : 15 

 

4) สวนเติมเต็ม 

 

 บทนิยาม 1.9 

สวนเติมเต็มของเซต A  คือเซตที่มีสมาชิกที่อยูใน U  แตไมอยูในเซต A  

เขียนแทนดวยสัญลักษณ A  

 

 

U  

A  B  
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ภาพประกอบ 1.5  แผนภาพแสดงสวนที่แรเงา A  

     ท่ีมา : กานดา ลือสุทธิวิบูลย และยุพิน จิรสุขานนท. 2549 : 15 

 

ตัวอยาง 1.8  กำหนดให   1,2,3,4,5,6U   

    3,5A  

    4,5,6B   

       จะได  1,2,4,6A   

    1,2,3B   

 

 1.1.6 พีชคณิตของเซต  

กำหนด ,AB  และ C  เปนเซตใด ๆ (วิรุฬห บูญสมบัติ, 2534 : 50-51) 

  1. กฎนิจพล 

]
]
]
]
]

A A A

A A

A U U

A A A

A

A U A

 

 

 

 

  

 

 

  2. กฎการเปลี่ยนกลุม 

   
   
   ]
A B C A B C

A B C A B C

    

    
 

U  

A  

A  
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  3. กฎการสลับที่  

   ]
A B B A

A B B A

  

  
 

4. กฎการกระจาย  

     
     ]

A B C A B A C

A B C A B A C

     

     
 

  5. กฎเอกลักษณ  

]
A U A

A A

 

  
 

  6. กฎสวนเติมเต็ม  

   ]
A A U

A A

 
  

 

  7. กฎเดอมอรแกน 

   
 
  ]
A B A B

A B A B

    

   
 

 

1.2 ระบบจำนวนจริง  

 มนุษยมีความคิดเก่ียวกับจำนวนมาต้ังแตสมัยดึกดำบรรพและจำนวนที่มนุษยคดิขึ้นเปนครั้ง

แรกคือจำนวนนับ ซึ่งจำนวนนับประกอบดวย 1,2, 3,...  ใช N  แทนเซตของจำนวนนับ ดังนั้น 

 1,2,3,...N   

ตอมามนุษยรูจักจำนวนนับมาบวก ลบ และคูณกัน สำหรับการบวกและการคูณจะไมมีปญหา

สำหรับจำนวนนับ แตเม่ือมนุษยตองการหาคา x  จากสมการ 7 5x    ทำใหไมสามารถหาคา x  

ไดจึงคิดจำนวนเต็มข้ึนมาและใช I  แทนเซตของจำนวนเต็มจะได 

 ..., 2, 1,0,1,2,...I     

ดังนั้น N I  ถึงแมวาจะไดมีการคิดจำนวนเต็มข้ึนมาแลว แตมนุษยก็ไมสามารถหาคา x  

จาก 2 5x   ไดจึงไดคิดจำนวนตรรกยะขึ้นมา ใช Q  แทนเซตของตำนวนตรรกยะจะได 
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 : pQ x x
q

   เม่ือ ,p q I และ 0q    

จำนวนตรรกยะจึงประกอบไปดวย 

จำนวนเต็ม ไดแก ..., 2, 1,0,1,2,...   ดังนั้น I Q  

จำนวนตรรกยะที่ไมเปนจำนวนเต็ม เชน
 

1 3 7, ,2
2 4 5

  

จำนวนที่เขียนอยูในรูปทศนิยมซ้ำ เชน 

  
75 100 75 1751.75 1 0.75 1
100 100 100 100

        

37 3 34 171.3777... 0.37
90 90 45
     

 

นอกจากจำนวนดังกลาวขางตนแลวมนุษยไดคิดจำนวนอีกชนิดหนึ่ง เพ่ือจะไดสามารถหา

คำตอบของ x  จากสมการ 2 3x   คือจำนวนอตรรกยะ ตอไปนี้เปนตัวอยางจำนวนอตรรกยะ 

32, 3, 5, 0.1261523...,1.4144414444...  เปนตน ใช Q   แทนเซตของจำนวนอตรรกยะ เม่ือ

นำเซตของจำนวนตรรกยะ และเซตของจำนวนอตรรกยะมายูเนียนกันจะไดเวตของจำนวนจริงนั่นคือ 

Q Q R   (คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง, 2542 : 

15-16) 

 

หมายเหตุ 1.1 

 1. จำนวนนับบางครั้งเรียกวาจำนวนเต็มบวกใช I   แทนเซตของจำนวนเต็มบวก ดังนั้น 

 1,2,3,...I N    

 2. เรียก ..., 3, 2, 1    วาจำนวนเต็มลบ ใช I   แทนเซตของจำนวนเต็มลบ ดังนั้น 

 ..., 3, 2, 1I      และ  0I I I     

แผนผังแสดงความสัมพันธของจำนวนชนิดตาง ๆ 
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ภาพประกอบ 1.6  ภาพแสดงโครงสรางของจำนวนจริง 

     ท่ีมา : ปยรัตน จาตุรันตบตุร. 2547 : 177 

 

 1.2.1 การเทากันในระบบจำนวนจริง   

 การเทากันในระบบจำนวนจริงมีสมบัติดังตอไปนี ้(เวชชัย สงัขสาย., 2536 : 103) 

  สมบัติการสะทอน 

สำหรับจำนวนจริง x  ใด ๆ x x ด 

  สมบัติการสมมาตร 

สำหรับจำนวนจริง ,x y  ใด ๆ ถา x y  แลว y x  

  สมบัติการถายทอด  

   สำหรับจำนวนจริง , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  และ y z  แลว x z  

   สมบัติการบวกดวยจำนวนเทากัน 

    สำหรับจำนวนจริง , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  แลว x z y z    

 

จำนวนจริง 

จำนวนเต็มลบ  จำนวนธรรมชาติ 

หรือจำนวนเต็มบวก  

จำนวนอตรรกยะ 

จำนวนเต็มศูนย  

จำนวนตรรกยะ 

จำนวนเต็ม จำนวนตรรกยะ 

ที่ไมเปนจำนวนเต็ม 
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   สมบัติการคูณดวยจำนวนเทากัน 

    สำหรับจำนวนจริง , ,x y z  ใด ๆ ถา x y  แลว xz yz  

 1.2.2 การบวกและการคูณจำนวนจริง 

  การบวกและการคูณจำนวนจริงนั้นจะไดกลาวเปนบทนิยามดังตอไปนี้ (เวชชัย สงัขสาย, 2536 

: 104-109) 

  1) การบวกจำนวนจริง 

 

  บทนิยาม 1.10 

   ในระบบจำนวนจริง เรียกจำนวนจริงท่ีบวกกับจำนวนใด ๆ ก็ตาม ไดผลลัพธ 

  เปนจำนวนจริงจำนวนนั้น วา เอกลักษณการบวก 

 

  นัน่คือถา z  เปนเอกลักษณการบวก และ a  เปนจำนวนจริงใด ๆ แลว z a z a z     

ในระบบจำนวนจริงมีศนูยเปนเอกลักษณการบวก 

 

  บทนิยาม 1.11 

   ในระบบจำนวนจริง ตัวผกผันการบวกของจำนวนจริง a   

  ( ใชแทนดวยสัญลักษณ a  ) หมายถึงจำนวนจริงท่ีบวกกับ a  แลวไดศูนย 

  

 นั่นคอื ( ) 0 ( )a a a a        

 เชน ตัวผกผันการบวกของ 5  คือ 5  เพราะ 5 ( 5) 0 ( 5) 5       

 2) สมบัติของจำนวนจริงเกี่ยวกับการบวก 

1. สมบัติปดของการบวก 

  ถา x  และ y  เปนจำนวนจริงแลว x y  เปนจำนวนจริงดวย 

2. สมบัติการเปลี่ยนหมูของการบวก 

ถา ,x y  และ z  เปนจำนวนจริงแลว    x y z x y z      

 



16 

 

 3. สมบัติการมเีอกลักษณการบวก  

  มีจำนวนจริง 0  ซึ่ง 0 0x x x     สำหรับจำนวนจริง x  ทุกตัว 

4. สมบัติการมผีกผันการบวก  

  สำหรับจำนวนจริง x  แตละจำนวน จะมีจำนวนจริง x  ซึ่ง  

( ) 0x x x x       

5. สมบัติการสลับที่ของการบวก 

 ถา x  และ y  เปนจำนวนจริงแลว x y y x     

 

 3) การคูณจำนวนจริง 

 

  บทนิยาม 1.12 

   ในระบบจำนวนจริง เรียกจำนวนจริงท่ีไมเปนศูนย ซึ่งคูณกับจำนวนจริงใด ๆ  

  ก็ตาม ไดผลลัพธเปนจำนวนจริงจำนวนนั้น วา เอกลักษณการคูณ 

 

  นั่นคือถา x  เปนเอกลักษณการคูณและ x  ไมเปน 0  สำหรับจำนวนจริง a  ใด ๆ แลว 

xa x ax   ในระบบจำนวนจริง 1  เปนเอกลักษณการคูณ 

 

  บทนิยาม 1.13 

   ในระบบจำนวนจริง ตัวผกผันการคูณของจำนวนจริง a  ที่ไมเทากับ 0  

  ( ใชแทนดวยสญัลักษณ 1a  ) หมายถึงจำนวนจริงท่ีคูณกับ a  แลวได 1  

 

  นั่นคือ 1 11aa a a     

เชน ตัวผกผันการบวกของ 5  คือ 1
5

 เพราะ 
1 15 1 5
5 5
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 4) สมบัติของจำนวนจริงเกี่ยวกับการคูณ 

1. สมบัติปดของการคูณ 

  ถา x  และ y  เปนจำนวนจริงแลว xy  เปนจำนวนจริงดวย 

2. สมบัติการเปลี่ยนหมูของการคูณ 

ถา ,x y  และ z  เปนจำนวนจริงแลว    xy z x yz  

 3. สมบัติการมเีอกลักษณการคูณ  

  มีจำนวนจริง 1  ซึ่ง 1 0  และ     1 1x x x   สำหรับจำนวนจริง x  ทุกตัว 

4. สมบัติการมผีกผันการคูณ  

  สำหรับจำนวนจริง x  แตละจำนวนท่ีไมเทากับ 0  จะมีจำนวนจริง 1x  ซึ่ง  

1 11xx x x    ( นิยมเขียนแทน 1x  ดวย 1
x

 ) 

5. สมบัติการสลับที่ของการคูณ 

 ถา x  และ y  เปนจำนวนจริงแลว xy yx   

 6. สมบัติการแจกแจงทางซาย  

  ถา ,x y  และ z  เปนจำนวนจริงแลว
  x y z xy xz    

 นอกจากสมบัตขิองจำนวนจริง เก่ียวกับการบวก และการคูณขางตนแลว ระบบจำนวนจริงยัง

มีระบบยอย R  ซึ่ง R R   เพ่ิมเติมดังตอไปนี้ 

 1. มีสับเซต R  ของเซตของจำนวนจริง R  ซึ่งสำหรับสมาชิกทุกตัวของ R  สมบัติตอไปนี้

จะเปนจริงเพียงของเดียวเทานั้น 

  1)  x  อยูใน R  

  2)  x  เทากับศูนย 

  3)  x  อยูใน R  

 2. ถา x  และ y  อยูใน R  แลว x y  อยูใน R  

 3. ถา x  และ y  อยูใน R  แลว xy  อยูใน R  
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และจากสมบัติของจำนวนจริงเก่ียวกับการบวกและการคูณทั้งหมดยังมีทฤษฎีบทที่สำคัญ ของ

จริงนวนจริงดังตอไปนี้  

 5) ทฤษฎีบทของจำนวนจริงสำหรับการบวกและการคูณ 

กำหนดให , ,x y z  และ a  เปนจำนวนจริง  

1.  ถา x z y z    แลว x y   

 2.  ถา z x z y    แลว x y  

 3.  ถา x a a   แลว 0x    

 4.  ถา a x a   แลว 0x    

 5.  ถา 0x a   แลว x a   

 6.  ถา 0a x   แลว x a   

7.   x x    

8.  0 0x   และ 0 0x   

 9.  ถา xz yz  แลว x y   

 10.  ถา zx zy  แลว x y   

 11.  ถา xa a  โดยที ่ 0a   แลว 1x    

 12.  ถา ax a  โดยที่ 0a   แลว 1x    

 13.  ถา 1xa   แลว 1x a   

 14.  ถา 1ax   แลว 1x a   

  15  ถา x  เปนจำนวนจริงซึ่งไมเทากับศูนยจะไดวา   11x x
   

16.   y z x yx zx    

17.     x y xy   

18.     x y xy   

19.    x y xy    

  20.  ถา 0xy   แลว 0x   หรือ 0y   
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 1.2.3 การลบและการหารจำนวนจริง 

  การลบและการหารจำนวนจริงนั้นจะไดกลาวเปนบทนิยามดังตอไปนี้ (เวชชัย สงัขสาย, 2536 

: 110) 

 

บทนิยาม 1.14  

เมื่อ x  และ y  เปนจำนวนจริงใด ๆ ( )x y x y     

 

บทนิยาม 1.15  การหารจำนวนจริง 

เมื่อ x  และ y  เปนจำนวนจริงใด ๆที่ 0y  , 1( )x x y
y

   

 

สมบัติของจำนวนจริงเก่ียวกับการบวกและการคูณหมดที่ไดกลาวมานั้นยังมีทฤษฎีบทที่

เก่ียวของกับการ ลบ และการหารจำนวนจริงดังตอไปนี้  

ทฤษฎีบทของจำนวนจริงสำหรับการลบ และการหาร 

กำหนดให  , ,w x y  และ z  เปนจำนวนจริง 

1.  w x y z    ก็ตอเม่ือ w z y x    

2.  ถา 0, 0x z   แลว 
w y
x z
  ก็ตอเมื่อ wz yx  สำหรับ  

3.  ถา 0, 0x y   แลว   1 1 1xy x y
    

4.  ถา 0, 0x z   แลว 
 
w y wy
x z xz
    

5.  ถา 0, 0x z   แลว 
y z y
x z x
   

6.  ถา 0, 0x y   แลว 
1

x y
y x

      
 

7.  ถา 0, 0, 0x y z   แลว
 

w
wzx

y xy
z

   

8.  ถา 0, 0x z   แลว 
w y wz yx
x z xz
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1.3 การไมเทากันในระบบจำนวน 

 สำหรับสมบัติของจำนวนจริงท้ังหมดที่กลาวมาใชเปนพื้นฐานในการใหความหมาย การบวก 

การลบ การคูณ การหาร เพ่ือเปนแนวทางในการแกสมการตัวแปรเดียวนั้น สำหรับการใหความหมาย  

“มากกวา” หรือ “นอยกวา” ซึ่งเปนพ้ืนฐานในการแกอสมการดังนี้ (ปยรัตน จาตุรันตบุตร, 2547 : 

151-152) 

 มีระบบจำนวนจริงบวก (R ) ซึง่ R R   มีสมบัติเพ่ิมเติมอีก 3 ประการคือ 

  1. 0 R  และถา x R  ที่ 0x   แลว x R  หรือ x R   

  2. ถา ,x y R  แลว x y R   

  2. ถา ,x y R  แลว xy R  

 

 บทนิยาม 1.16 

  สมาชิกของ R  เรียกวา จำนวนบวก และถา x R   เรียก x  วาจำนวนลบ 

 

 

 บทนิยาม 1.17 

  สำหรับจำนวนจริง ,x y  ใด ๆ 

   x y  หมายความวา y x R   

   x y  หมายความวา x y R   

 

การเปรียบเทียบจำนวนจริงสองจำนวน 

สมบัติไตรวิภาค ถา ,x y  เปนจำนวนจริงแลว , ,x y x y x y    จะเปนจริงเพียงอยาง

ใดอยางหนึ่ง นอกจากสมบัติไตรวิภาคแลวยังมีทฤษฎีบทท่ีเกี่ยวของกับการไมเทากันในระบบจำนวน

ดังตอไปนี้ 

  ทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับการไมเทากันในระบบจำนวน 

กำหนดให ,x y  และ z  เปนจำนวนจริง 

1.  ถา x y  และ y z  แลว x z  

  2.  ถา x y  และ x z y z    เม่ือ z  เปนจำนวนใด ๆ 

3.  x  เปนจำนวนบวก ก็ตอเมื่อ 0x    
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 4.  x  เปนจำนวนลบ ก็ตอเมื่อ 0x    

5.  ถา x y  และ 0z   แลว xz yz   

 6.  ถา x y  และ 0z   แลว xz yz  

 7.  ถา xz yz  และ 0z   แลว x y   

 8.  ถา xz yz และ 0z   แลว x y  

 

1.4 ชวงและการแกอสมการ 

  ถาลากเสนตรงเสนหนึ่งแลวเลือกจุดจุดหนึ่ง เรียกวาจุด 0  ใหจุดนี้แทนจำนวนศูนยเลือก

หนวยความยาวใหจุดทางขวาของ 0  อยูหางจาก 0  เปนระยะ 1,2, 3,...  หนวยแทนจำนวน 

1,2, 3,...  ตามลำดับ และใหจะดทางซายของ0  อยูหางจาก 0  เปนระยะ 1,2, 3,...  หนวยแทน

จำนวน 1, 2, 3,...    ตามลำดับ (จำรัส อินสม และประทีป โรจนวิกาต, 2550 : 1-2) 

 

 
 

ภาพประกอบ 1.7  แสดงเสนจำนวนจริง 

     ท่ีมา : ปยรัตน จาตุรันตบตุร. 2547 : 199 

นักคณติศาสตรถือวา จำนวนจริงทุกจำนวนจะมีจุดบนเสนตรงนี้จับคูดวยเพียงจุดเดียว และ

ในทางตรงกันขามทุกจุดบนเสนตรงนี้จะจับคูกับจำนวนจริงเพียงจำนวนเดียว และเรียกเสนตรงใน 

ภาพประกอบ 1.7 วา เสนจำนวนจริง 

 

บทนิยาม 1.18 

 ถา a  และ b  เปนจำนวนจริงซึ่ง a b  เขียนสัญลักษณตอไปนี้แทนสับเซตของ R  

  ชวงเปด  ,a b    หมายถึง
   :x a x b     

  ชวงปด ,a b      หมายถึง   :x a x b   

  ชวงครึ่งเปด  ,a b  หมายถึง   :x a x b   

  ชวงครึ่งปด ,a b  หมายถึง   :x a x b   

 



22 

 

 

บทนิยาม 1.18 (ตอ) 

  ชวง  ,a    หมายถึง   :x x a  

ชวง ,a    หมายถึง   :x x a  

ชวง  ,a   หมายถึง   :x x a  

ชวง  ,a     หมายถึง   :x x a  

ชวง  ,   หมายถึง  เซตของจำนวนจริง 

 

 

ตัวอยางการเขียนกราฟบนเสนจำนวนจริงแทนชวง 

กราฟของชวง  1,3
 
คือ 

 
 

กราฟของชวง 2,5     คือ 

 
 

กราฟของชวง  ,2
 
คือ 

 

กราฟของชวง  , 1    คือ 
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กราฟของชวง  1,
 
คือ 

 
 

กราฟของชวง 1,   
คือ 

 

 
 

ตัวอยาง 1.9  กำหนด
  1,3A  , 3,6B    และ  ,0C     

จงหาคาของ  A B C   และ  A B C   

วิธีทำ  เสนจำนวนจริงแสดงเซต ,AB  และ C  ไดดังนี้ 

 

 
 

จากรูป    1,0A B C       และ    1,3A B C     

 

 1.4.1 อสมการ 

 อสมการเปนประโยคที่กลาวถึงการไมเทากันและมีตัวแปร ซึ่งอสมการเปนจริงหรือเท็จขึ้นอยู

กับจำนวนจริงท่ีมาแทนตัวแปร (ปยรัตน จาตุรันตบุตร, 2547 : 196-199) 

 เซตคำตอบของอสมการ เปนเซตท่ีมีสามาชิกเปนจำนวนจริงที่เมื่อนำจำนวนเหลานี้มาแทนที่

ตัวแปรแลวทำใหสมการเปนจำนวนจริง 

 การแกอสมการ คือ การหาเซตคำตอบของอสมการ ซึ่งนิยมใชสมบัติของการไมเทากันในการ

แกสมการ 
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ตัวอยาง 1.10  จงแกอสมการ 
4 6

3
x x    

วิธีทำ    
4 6

3
x x    

4 18 3
2 14
2 14

14
2

7

x x
x
x

x

x

  
 

 

 



 

ดังนั้น  เซตของผลเฉลยคอื  : 7x x  หรือ  7,   

หรือแสดงบนเสนจำนวนจริงไดดังนี้  

 
ตัวอยาง 1.11  จงหาเซตคำตอบของอสมการ 2 4 5x x   

วิธีทำ    2 4 5x x   

  

2

2

4 5

4 5 0

5 1 0

]
]

x x

x x

x x

 

  

  

 

 จาก   5 1 0x x   แสดงวา 5x   และ 1x   ตองมีเครื่องหมายตรงขามกัน หรือ

คูณกันเทากับ 0  จึงแยกออกเปน 2 กรณีดังนี้ 

 

กรณีท่ี 1 5 0x     และ  1 0x    

5x     และ  1x   

แสดงบนเสนจำนวนไดดังนี้ 

 

 
ผลเฉลยจากกรณีที่ 1 คือ 5 1x    
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กรณีท่ี 2 5 0x    และ  1 0x    

5x    และ  1x   

แสดงบนเสนจำนวนไดดังนี้ 

 

ผลเฉลยในกรณีที่ 2 คือไมมีจำนวนจริง x  ที่สอดคลองกับอสมการ 

 

ดังนั้น  ผลเฉลยของอสมการ 2 4 5x x  คือ 5 1x    

หรือแสดงบนเสนจำนวนไดดังนี้  

 

 
 

ตัวอยาง 1.12  จงแกอสมการ 
1x
x

  

วิธีทำ  จาก  
1x
x

  

2

2

2 2

1 0

1 0

1 0

1 0

]
]
]

x
x

x
x x
x
x

x
x

 

 

 

 

 

  1 1
0

x x
x

 
  

ดังนั้นอสมการ 
  1 1

0
x x

x
 

  เปนจริงไดจึงแยกออกเปนกรณีทั้งหมด 4 กรณดัีงนี้ 
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กรณีท่ี 1  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได 1x    และ 1x    และ 0x   

แสดงบนเสนจำนวนไดดังนี้ 

 

 
 เซตของผลเฉลยจากกรณีที่ 1 คือ  : 1x x   หรือ  1,  

 

กรณีท่ี 2  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

แสดงบนเสนจำนวนไดดังนี้ 

 
เซตของผลเฉลยในกรณีที่ 2 คือ  หมายถึงไมมีจำนวนจริง x  ที่สอดคลองกับอสมการ 

 

กรณีท่ี 3  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   

จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

แสดงบนเสนจำนวนไดดังนี้ 

 

 
 

เซตของผลเฉลยจากกรณทีี่ 3 คือ  1 0x x    หรอื  1,0  

 

กรณีท่ี 4  1 0x    และ 1 0x    และ 0x   
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จะได      1x    และ      1x   และ 0x   

แสดงบนเสนจำนวนไดดังนี้ 

 

 
 

เซตของผลเฉลยในกรณีที่ 4 คือ    หมายถึงไมมีจำนวนจริง x  ที่สอดคลองกับอสมการ 

 

ดังนั้น  จากทั้ง 4 กรณี จำนวนจริง x  ที่ทำให 
1x
x

  เปนจริงคือ 1x   หรือ 1 0x    

แสดงบนเสนจำนวนไดดังนี้ 

 

 
 

1.5 คาสัมบูรณ  

ถา x  เปนจำนวนจริงใด ๆ เรียก x  วาเปน “จำนวนตรงขาม” ของ x  เพราะเมื่อเรา

พิจารณาเสนจำนวนแลว จะเห็นวาจำนวนจริงใด ๆ x  และ x  จะอยูหางจากจุด 0  เทากันแตใน

ทิศทางตรงขามเชน 2  และ 2  หางจาก 0  เปนระยะทาง 2  หนวยเทากัน โดย 2  หางจาก 0  ไป

ทางขวา และ 2  หางจาก 0  ไปทางซายถา 0x   แลว x  จะอยูทางซายของ 0  หรือไมก็อยู

ทางขวาของ 0  ระยะหางระหวาง x  กับ 0  คือคาสัมบูรณของ x  ซึ่งนิยามไดดังนี ้(Olmsted, 

John. M.H., 1962 : 84-88) 

 

 บทนิยาม 1.19 

ถา x  เปนจำนวนจริงใด ๆ แลวคาสัมบูรณของ x  เขียนแทนดวย x  

ซึ่งใหนิยามคาดังนี้ 
, 0

, 0]
x x

x
x x
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ขอสังเกต 1.2  

 1. ถา x  เปนจำนวนจริงบวกแลว x  จะเปนจำนวนจริงลบ 

 2. ถา x  เปนจำนวนจริงลบแลว x  จะเปนจำนวนจริงบวก 

 3. ในกรณทีี่ 0x   แลว 0x   ดวย หมายถึง 0  จะเปนจำนวนตรงขามกับตัวมันเอง 

 

ตัวอยาง 1.13   

5 5     เพราะ 5 0  

 12 12 12     เพราะ 12 0   

 0 0   

 

 จากบทนิขามจะเห็นไดวาคาสัมบูรณของ x  มีไดคาเดียวซึ่งตองมากกวาหรือเทากับศูนยเสมอ

และเราสามารถใชบทนิยามพิสูจนทฤษฎีบทตอไปนี้ได 

ทฤษฎีบทเกี่ยวกับคาสัมบูรณ 

 กำหนด ,x y  เปนจำนวนจริงใด ๆ และ a  เปนจำนวนจริงบวก 

1.  x a  ก็ตอเม่ือ x a  หรือ x a   

2.  x x   

3.  x y  ก็ตอเม่ือx y  หรือ x y  

4.  2x x  

5.  0x   

6.  x x  

7.  xy x y  

8.  
xx

y y


 

9.  x y y x  
 

  10.  
22 2x x x   

  11.  x y x y    ก็ตอเม่ือ 0xy  

  12.  x a  ก็ตอเม่ือ a x a    
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  13.  x a  ก็ตอเม่ือ x a หรือ x a   

  14.  x y x y    

  15.  x y x y    

 

 การแกสมการคาสัมบูรณ ตองกำจัดคาสัมบูรณออกไปกอน ซึ่งสามารถทำไดโดยใชบทนิยาม

คาสัมบูรณ หรือทฤษฎีบทเก่ียวกับคาสัมบูรณ ดังตัวอยางตอไปนี้ 

  

ตัวอยาง 1.14  จงหาเซตคำตอบของสมการ
 
2 5 7x    

วิธีทำ   
2 5 ; 2 5 0

2 5
2 5 ; 2 5 0]
x x

x
x x

        
 

แยกพิจารณา 2 กรณีดังตอไปนี ้

กรณีที่ 1 2 5 0x    

      

2 5
5
2
2.5

x

x

x

 


 

 

ดังนั้น 2 5 7x    

แทนดวย 2 5 7x    

       

2 7 5
2 2

2
2
1

x
x

x

x

 






 

จาก 2.5x   และ 1x   ดังนั้น 1x   

 

กรณีที่ 2 2 5 0x    

      

2 5
5
2
2.5

x

x

x






 

ดังนั้น 2 5 7x    

แทนดวย  2 5 7x    
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2 5 7
2 12

12
2
6

x
x

x

x

  
 




 

 

จาก 2.5x    และ 6x    ดังนั้น 6x    

ดังนั้น  จากทั้งสองกรณีเซตคำตอบของสมการนี้คือ  6 , 1  

 

ตัวอยาง 1.15  จงหาเซตคำตอบของอสมการ 2 1 3x    

วิธีทำ   
2 1 ; 2 1 0

2 1
2 1 ; 2 1 0]
x x

x
x x

        
 

แยกพิจารณา 2 กรณีดังตอไปนี ้

กรณีที่ 1 2 1 0x    

                

2 1
1
2
0.5

x

x

x







 

ดังนั้น 2 1 3x    

แทนดวย2 1 3x    

                

2 4
4
2
2

x

x

x







 

จาก 0.5x   และ 2x   ดังนั้น 0.5 2x   หรือ 0.5,2 
    

กรณีที่ 2 2 1 0x    

     

2 1
1
2
0.5

x

x

x







 

ดังนั้น 2 1 3x    

แทนดวย  2 1 3x    
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2 1 3

2 2

2 2

1

]
]
]

x

x

x

x

  

 





 

จาก 0.5x   และ 1x    ดังนั้น 1 0.5x    หรือ 1,0.5  

ดังนั้น  จากทั้งสองกรณีเซตคำตอบของอสมการนี้คือ 0.5,2 1,0.5 1 , 2                 

ตัวอยาง 1.16  จงหาเซตคำตอบของอสมการ 2 1 3x    

วิธีทำ  จากคุณสมบัติคาสัมบูรณขอ 2. ถา 0a   จะได x a  ก็ตอเม่ือ a x a    

 ได  2 1 3x    

3 2 1 3

3 1 2 3 1

2 2 4
2 4
2 2
1 2

]
]

]
]

x

x

x

x

x

   

    

  
  

  

 

ดังนั้น  เซตคำตอบของอสมการนี้คือ 1 , 2     

 

1.6 ความสัมพันธ และฟงกชัน  

 กอนที่จะกลาวถึงความสัมพันธ และฟงกชันนั้น เราจะตองศึกษาบทนิยามตาง ๆ ที่เก่ียวของ

เพ่ือเปนขอตกลงในการศึกษาเนื้อหาที่จะกลาวถึงดังนี ้(ศุภกิจ เฉลิมวิสุตมกุล, 2553 : 84-88) 

 

บทนิยาม 1.20 

สำหรับ a  และ b ซึ่งเปนจำนวนจริงใด ๆ คูอันดับ ,a b  เขียนแทนดวยสัญลักษณ

 ,a b
 
เรียก a  วาสวนประกอบท่ีหนึ่งและเรียก b  วาสวนประกอบที่สอง  
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ตัวอยาง 1.17  คูอันดับ  2, 3  

มี  2  เปนสวนประกอบที่หนึ่ง  

และ  3  เปนสวนประกอบที่สอง 

 

 บทนิยาม 1.21 

สำหรับจำนวนจริง , ,a b c  และ d  ใด ๆ เรากลาววาคูอันดับ  ,a b  และ ,c d

เทากันซึ่งแทนดวย    , ,a b c d  นิยามโดย    , ,a b c d  ก็ตอเม่ือ a c  

และ b d  

 

ขอสังเกต 1.3 

สำหรับ ,a b R ถาa b  แลว   , ,a b b a  

 

ตัวอยาง 1.18  คูอันดับ    1,3 6, 4x y    

 จะได 1 6x    และ  4 3y    

    5x   และ        7y   

 

บทนิยาม 1.22 

ถา A  และ B  เปนเซตทีไ่มเปนเซตวางผลคูณคารทีเซียนของ A  และ B  

ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ A B  หมายถึงเซตที่ประกอบดวยคูอันดับ  ,x y  โดยที่ 

x A  และ y B  นั้นคือ   , :A B x y x A   และ y B  

 

ตัวอยาง 1.19  กำหนดให  ,A a b  และ  1,2,3B    

จากบทนิยาม 1.22 จะได 

            ,1 , ,2 , , 3 , ,1 , ,2 , , 3A B a a a b b b   

            1, , 1, , 2, , 2, , 3, , 3,B A a b a b a b   

 สังเกตวา  ,1a A B   แต  ,1a B A   
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ขอสังเกต 1.4 

จากตัวอยาง 1.19 จะไดวา A B B A    ในกรณีทั่ว ๆ ไปถา A B  แลว

A B B A    
 

 1.6.1 ความสัมพันธ 

 ประโยค ตอไปนี้ “x y ” “ นอยเปนพี่สาวของนาง” “ 3 มากกวา 5.” เปนตัวอยางของ

ความสัมพันธซึ่งจะเห็นวาความสัมพันธนั้นเก่ียวของกับของสองสิ่ง (ซึ่งอาจจะเหมือนกัน เทากัน หรือ

ตางกัน) สมการหรืออสมการที่แสดงความสัมพันธระหวางจำนวน x  และ y ใด ๆ ก็เปนตัวอยาง

ความสัมพันธเชนเดียวกัน ดังบทนิยามตอไปนี้ (สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย,ี 

2546 : 122-125) 

 

บทนิยาม 1.23 

ถา r  เปนเซตยอยของ A B  เราจะเรียก r  วาเปนความสัมพันธจาก A  ไปยัง 

B  ถา  ,x y r  เรากลาววา “x  สัมพันธ r  กับ y  ” 

 

 

ตัวอยาง 1.20  กำหนดให  1,2,3A  และ  1,2,3,4B   

1. จงหาความสัมพันธ นอยกวา จาก A  ไปยัง B  

2. จงหาความสัมพันธ เทากับ จาก A  ไปยัง B  

ให 1r  เปนความสัมพันธ นอยกวา จาก A  ไปยัง B  

ดังนั้น             1 1,2 , 1,3 , 1, 4 , 2, 3 , 2, 4 , 3, 4r   

ให 2r  เปนความสัมพันธ เทากับ จาก A  ไปยัง B  

ดังนั้น       2 1,1 , 2,2 , 3,3r   

 

บทนิยาม 1.24 

ถา r  เปนความสัมพันธจาก A  ไปยงัA  จะเรียก r  เปนความสัมพันธใน A  
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ตัวอยาง 1.21  กำหนดให  1,2,3,4A  

และ   , : , ,r x y x y A x y    

ดังนั้น             2,1 , 3,1 , 3,2 , 4,1 , 4,2 , 4, 3r   เปนความสัมพันธใน A 

 

บทนิยาม 1.25 

กำหนดให r  เปนความสัมพันธจาก จาก A  ไปยัง B  

โดเมนของความสัมพันธ r  หมายถึงเซตของสวนประกอบที่หนึ่งของคูอันดับ 

ที่อยูใน r  เขียนแทนดวย rD  

นั่นคือ  :rD x x A   จะมี y  บางตัวใน B  ที่ทำให
   ,x y r  

เรนจ ของความสัมพันธ r  หมายถึงเซตของสวนประกอบท่ีสองของคูอันดับ 

ที่อยูใน r  เขียนแทนดวย rR  

นั่นคือ  :rR y y B   จะม ีx  บางตัวใน A  ที่ทำให   ,x y r  

จะเห็นวา rD A  และ rR B  

 

 

ตัวอยาง 1.22  กำหนดให N  เปนเซตของจำนวนนับ 

 และ   , : , , 3 15r x y x y N x y     

 ดังนั้น         12,1 , 9,2 , 6, 3 , 3,4r   

 จะได  12,9,6,3rD   

 และ   1,2,3,4rR   

 

 การหาโดเมนและเรนจจากตัวอยางที่กลาวมาขางตน เปนการหาโดเมนและเรนจของ

ความสัมพันธที่มีจำนวนสมาชิกจำกัดจึงทำใหสามารถหาไดงาย แตในกรณีที่เปนความสัมพันธ ซึ่งมี

จำนวนสมาชิกไมจำกัด เราจะไมสามารถใชวิธีหาโดเมนและเรนจดวยวิธีการดังท่ีกลาวไดสะดวก แตเรา

จะใชวิธีการดังตอไปนี้ 

 วิธีหาโดเมน เขียน y  ในเทอมของ x  แลวพิจารณาคา x  เปนจำนวนจริงอะไรไดบางจึงจะ

ทำใหคำนวณคา y  ไดเปนจำนวนจริง เซตของคาของ x  ทั้งหมดคือโดเมน  
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วิธีหาเรนจ เขียน x  ในเทอมของ y  แลวพิจารณาคา y  เปนจำนวนจริงอะไรไดบางจึงจะ

ทำใหคำนวณคา x  ไดเปนจำนวนจริง เซตของคาของ y  ทั้งหมดคือเรนจ 

 

ตัวอยาง 1.23  จงหาโดเมนและเรนจของ   1, : , ,
3

r x y x y R y
x

         
 

วิธีทำ พิจารณาสมการ 
1
3

y
x




 

 จะเห็นวา ถา 3x   แลวจะทำให 
1
0

y  ซึ่งเปนไปไมได  

 ดังนั้น จำนวนจริง 3  จึงไมอยูในโดเมนของ r  สวนจำนวนจริงอื่น ๆ จะอยูในโดเมนของ r  

     : , 3 ,3 3,rD x x R x        

 และจาก 
1
3

y
x




 

เขียน x  ในเทอมของ y  ไดดังนี้ 

   

 3 1

3 1

1 3

1 3

]
]
]

y x

yx y

xy y

yx
y

 

 

 



 

 จะเห็นวาถา 0y   แลวจะไมสามารถหาคาของ x  ได ดังนั้น  

     : , 0 ,0 0,rR y y R y        

 

 1.6.2 ความสัมพันธผกผนั 

 กำหนดให  1,2,3A
 
และ  1,2,3,4B   และให r  เปนความสัมพันธจาก A  ไปยัง 

B  โดยกำหนดความสัมพันธ r  ดังนี ้

     , : , ,r x y x A y B x y     

 ซึ่งจะได             1,2 , 1, 3 , 1, 4 , 2, 3 , 2, 4 , 3, 4r   

 และ
    1,2,3rD 

 
และ  2,3,4rR   
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 ถาเราสลับที่กันระหวางสวนประกอบที่หนึ่งและสวนประกอบที่สองของแตละคูอันดับที่อยูใน 

r  จะไดความสัมพันธอันใหม สมมติใหเปน s  นั้นคือ 

            2,1 , 3,1 , 4,1 , 3,2 , 4,2 , 4, 3s   ซึ่งจะไดวา s  เปนความสัมพันธจาก B  ไป

ยัง A  ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธ s  ไดดังนี้  

 

  , : , ,s y x x A y B x y     

หรือ   , : , ,s x y x B y A y x     

จะพบวา  2,3,4sD   และ   1,2,3sR   

เรียกความสัมพันธ s  ที่เกิดข้ึนนี้วา ความสัมพันธผกผันของความสัมพันธ r  

 

บทนิยาม 1.26 

ผกผันของความสัมพันธ r  คือความสัมพันธซึ่งเกิดจากการสลับที่กันระหวาง

สวนประกอบท่ีหนึ่งและสวนประกอบที่สองของแตละคูอันดับใน r  เขียนแทนดวย 

สัญลักษณ 1r   นั้นคือ     1 , : ,r y x x y r    

 

 

ตัวอยาง 1.24  กำหนด   , : ,r x y x y R 
 
และ 5 2y x  จงหา 1r   

วิธีทำ  จากบทนิยาม 1.26 จะได   1 , : ,r y x x y R   และ 5 2y x   

 หรือ     1 , : ,r x y x y R   และ 5 2x y   

       , : ,x y x y R  และ 2
5

xy   

 

 1.6.3 ฟงกชัน 

 โดยทั่วไปเราสนใจความสัมพันธท่ีมีลักษณะพิเศษชนิดหนึ่ง ซึ่งเรียกวาฟงกชัน เราอาจทำ

ความเขาใจอยางงาย ๆ วา จำนวน y  เปนฟงกชันของจำนวน x  ถาสำหรับแตละ x  มีวิธีการ เพ่ือ

หาคาของ y  ไดเพียงหนึ่งคาเทานั้นท่ีสมนัยกับคาของ x  เชนสมการ 1y x   เปนฟงกชัน 

เพราะวาแตละคาของ x  จะหา y  ไดเพียงหนึ่งคาเทานั้น ดังบทนิยามตอไปนี ้(ปราณ ีเหรียญกิติวัฒน 

และลัดดาวัลย เพ็ญสุภา, 2530 : 21-23) 
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 บทนิยาม 1.27 

ฟงกชนัคือความสัมพันธซึ่งสองคูอันดับใด ๆ ที่มีสวนประกอบที่หนึ่ง 

เหมือนกันแลวสวนประกอบท่ีสองตองเหมือนกันดวย นั่นคือ f  เปนฟงกชัน  

ก็ตอเมื่อ f  เปนความสัมพันธที่สำหรับคูอันดับใด ๆ  1 1,x y  และ  2 2,x y f  

ถา 1 2x x  แลว 1 2y y  

 

 

ตัวอยาง 1.25  กำหนด  1,2,3A  และ  , ,B x y z  

 และ          1 1, , 2, , 2, , 3,r x y x y  

      
      

2

3

1, , 2, , 3,
1, , 2, , 3,

r z y x
r y y y



 

จะไดวา 1r  ไมเปนฟงกชัน สวน 2r  และ 3r  เปนฟงกชัน 

 

ตัวอยาง 1.26  กำหนด   , : ,f x y x y R   และ 2 1y x   

จะไดวา f  เปนฟงกชันเพราะ f  เปนความสัมพันธทีส่ำหรับแตละ  1 1,x y , 2 2,x y f  จะได 

ถา 1 2x x  แลว 1 2y y  

 เราสามารถพิสูจนไดดังนี้ 

ให       1 2x x  

จะได      2 2
1 2x x  

ดังนั้น

  

2 2
1 21 1x x     

จาก
  1 1,x y , 2 2,x y f  จะไดวา 

        1 2y y  

นั่นคือคูอันดับ  1 1,x y  และ  2 2,x y
 
ใดๆ ที่เปนสมาชิกของ f  ถา 1 2x x  แลว 1 2y y  
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ตัวอยาง 1.27    , : ,g x y x y R  และ 2 3y x 
  

ไมเปนฟงกชัน เพราะ
  1,2 g

 
และ  1, 2 g   เนื่องจาก 1 1  แต 2 2   

 เนื่องจากฟงกชันเปนความสัมพันธ ดังนั้น โดเมนและเรนจของฟงกชันคือโดเมนและเรนจของ

ความสัมพันธนั่นเองและวิธีการหาโดเมนและเรนจของฟงกชันเชนเดียวกับการหาโดเมน และเรนจของ

ความสัมพันธถา f  เปนฟงกชันจะเขียน fD  และ fR  แทนโดเมนและเรนจของฟงกชัน f  

ตามลำดับ 

 

 1.6.4 ชนิดของฟงกชัน 

 

บทนิยาม 1.28 

ถา f  เปนความสัมพันธจาก A  ไปยัง B  ที่เปนฟงกชันและ fD A  

เรียก f  วาเปนฟงกชันจาก A  ไปยัง B  เขียนแทนดวย :f A B  

 

 ถา  ,x y f
 
เรียก y  วาภาพของ x  ภายใต f  หรือ y  เปนคาของฟงกชัน f  ที่ x

เขียนแทนดวย  y f x  ดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 1.8  แสดงภาพฟงกชัน  y f x  

     ท่ีมา : ดวงใจ ลิ้มอำไพ. 2544 : 121 

 

 จากบทนิยามเซต A  และเซต B  อาจเปนเซตเดียวกัน นั่นคอื A B  และในที่นี้จะ

กลาวถึงเฉพาะกรณีที่เซต A  และเซต B  เปนเซตยอยของ R (เซตของจำนวนจริง) 
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บทนิยาม 1.29 

ถา f เปนฟงกชันจากเซตยอยของ R  ไปยัง R  จะเรียกวา f  เปนฟงกชันคาจริง  

และถา   , : ,f x y x y R  และ  y f x  นิยมเขียนโดยยอวา  y f x  
 

ตัวอยาง 1.28  กำหนดให   3 4f x x   และ   5 3g x x 
 
ดังนั้น 

 1.    1 3 1 4 1f     

 2.     3 3 3 4 5f       

 3.    3 4 3 4f t t t     

 4.     2 5 2 3 7g       

5.    3 5 3 3 18g     

6.            2 5 2 3 5 3 2 4 3 5 2 3 13g f f         

 

บทนิยาม 1.30 

ให :f A B  และถา fR B  จะเรียก f  เปนฟงกชันจาก A  ไปท่ัวถึง B

เขียนแทนดวย : ontof A B  

 

 

บทนิยาม 1.31 

ให :f A B  จะเรียก f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งก็ตอเมื่อถา    1 2f x f x  

แลว 1 2x x  เขียนแทนดวย 1 1:f A B  

 

 

บทนิยาม 1.32 

f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก A  ไปทั่วถึง B  จะเรียก f  วาเปนฟงกชัน 

สมนัยหนึ่งตอหนึ่ง และเรียกเซต A  กับเซต B  วามีการสมนัยหนึ่งตอหนึ่ง 

เขียนแทนดวย 1 1: ontof A B  
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 1.6.5 ฟงกชันผกผัน  

 ในหัวขอที่ผานมานั้น เมื่อใหความสัมพันธใด ๆ มา เราจะสามารถหาความสัมพันธผกผันของ

ความสัมพันธนั้นไดเสมอ และเนื่องจากวาถา f  เปนฟงกชันแลว f  จะตองเปนความสัมพันธดวย 

ดังนั้น จึงสามารถหาความสัมพันธผกผันของ f  ไดเสมอเชนกัน ซึ่งความสัมพันธผกผันของฟงกชัน f

อาจจะเปนหรือไมเปนฟงกชันก็ได (รณชัย มาเจริญทรัพย, 2547 : 45-46) 

 

ตัวอยาง 1.29  กำหนด          1,2 , 2, 4 , 3,6 , 4, 8f   

 ดังนั้น         1 2,1 , 4,2 , 6, 3 , 8, 4f     

 

ตัวอยาง 1.30  กำหนด   , : ,f x y x y R  และ 2y x   จงหา 1r   

วิธีทำ  จากบทนิยามจะได   1 , : ,f y x x y R   และ 2y x   

     1 , : ,y xf x y R   และ 2x y   

 1 , : ,y xf x y R   และ 2y x   

 

ขอสังเกต 1.5 

 จะพบวาถา f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 1f   จะเปนฟงกชันและถา f  เปนฟงกชัน 

หนึ่งตอหนึ่งและทั่วถึงแลว 1f   จะเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและทั่วถึงดวย กลาวคือ ถา f  เปน 

ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก A  ไปทั่วถึง B  แลว 1f   เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก B  ไปทั่วถึง A  

นั่นคือ 1 1: ontof A B  แลวจะได 1 11 : ontof A B   

 

 บทนิยาม 1.33 

ให f  เปนฟงกชัน ฟงกชันผกผันของ f  คือความสัมพันธผกผันของ f  

ที่เปนฟงกชัน  

 

 

 

 

 



41 

ตัวอยาง 1.31  กำหนด   , : ,f x y x y R  และ 2 6y x   

วิธีทำ  จากที่กำหนดให   2 6y f x x    

 จะเห็นวา f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและทั่วถึง 

 ดงันั้น จึงสามารถหาฟงกชันผกผันของ f  ได 

ดังนั้น  1 , : ,f y x x y R    และ 2 6y x   

   1 , : ,x yr x y R    และ 2 6x y   

        , : ,x y x y R   และ 6
2

xy
  

 

 

 1.6.6 ฟงกชันประกอบ 

 พิจารณาฟงกชัน    1002 3 1f x x x    จะเห็นวาในการดำเนินการหรือคำนวณ

เก่ียวกับฟงกชันนี้โดยตรงอาจจะไมสะดวกแตถาเราให   2 3 1F x x x    และ   100G x x  

ดังนั้นจะได      1002 3 1 ( )f x x x G F x   
 
ซึ่งเราเรียกวา  ( )G F x

 
“เปนฟงกชัน

ประกอบระหวางฟงกชัน G กับฟงกชัน F ” ซึ่งทำใหการคำนวณหรือการดำเนินการในบางครั้ง

กระทำไดสะดวกและรวดเร็วยิ่งข้ึน กระบวนการอาจเขียนเปนแผนผังไดดังภาพ (ปยรัตน จาตุรันตบุตร

, 2547 : 116-118) 

 

 

 

ภาพประกอบ 1.9  แสดงแผนผังการประกอบของฟงกชัน 

     ท่ีมา : ดวงใจ ลิ้มอำไพ. 2544 : 125 

 

บทนิยาม 1.34 

ให :f A B  และ :g B C  แลว ฟงกชันประกอบของ f  และ g  

เขียนแทนดวย g f  (อานวา g โอ f  ) คือฟงกชันจาก A  ไป C  นั้นคือ :g f A C   

โดยที่    ( )g f x g f x  สำหรับทุก x A  

 

G  F  
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ภาพประกอบ 1.10  แสดงฟงกชันประกอบ g f  

     ท่ีมา : ปยรัตน จาตุรันตบตุร. 2547 : 162 

 

จากภาพประกอบ 1.10 ถาให x A ,y B  และ z C  แลว f  เปนฟงกชันจาก A  ไป

ยัง B โดยที่  ,x y f  หรือ  y f x  และ g  เปนฟงกชันจาก B  ไปยัง C  โดยที่  ,y z g  

หรือ    ( )z g y g f x 
 
ดังนั้น g f  เปนฟงกชันจาก A  ไปยัง C  โดยที่  ,x z g f   

หรือ  z g f x   ซึ่งจะเห็นวา    ( )g f x g f x z   กลาวคือคาของ g f  ที่ x เทากับ

คาของฟงกชัน g  ที่  f x  ซึ่งมีคาเทากับ z  นั่นเอง 

 

ตัวอยาง 1.32  กำหนด :f R R  และ :g R R  เปนฟงกชันที่นิยามดังนี้   2 3f x x   

และ   2 1g x x   สำหรับ x R  จะสามารถหา g f  และ f g  ไดหรือไม 

วิธีทำ     ( )g f x g f x  

 

   
 

2

2

2

3

2 3 1

2 5

]
]

g g xf

x

x

x  

  

 



 

นั้นคือ   , : ,g f x y x y R  และ 22 5y x   

    
 

 
 

2

2

2

2 1

2 1 3

4 4 1 3

4 4 4

]
]

]
]

f g x f g x

f x

x

x x

x x



 

  

   

  



 

นั้นคือ   , : ,f g x y x y R   และ 24 4 4y x x    

x  y  
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1.7 สรุปทายบทที่ 1 

เซตเปนคำอนิยาม ใชเมื่อเราตองการแบงสิ่งตาง ๆ ใหอยูรวมกันเปนหมวดหมู แลวสมารถ

เขียนเซตทั้งสองรูปแบบนั้นคือแบบบอกเงื่อนไข แบบแจกแจงสมาชิก สำหรับชนิดของเซตนั้นจะ

พิจารณาสมาชิกของเซตเปนหลัก และแผนภาพเวนน – ออยเลอร เปนแผนภาพที่เขียนแสดง

ความสัมพันธระหวางเซต และใชในการดำเนินการระหวางเซตรูปแบบตาง ๆ อีกดวย แลวยังสามารถ

เขียนระบบจำนวนจริง ใหอยูในรูปของเซตได เชน N  แทนเซตของจำนวนนับ I  แทนเซตของจำนวน

เต็ม Q  แทนเซตของตำนวนตรรกยะ เปนตน  

คาสัมบูรณของ x  เขียนแทนดวย x  หมายความวา 
, 0

, 0]
x x

x
x x

   
 การหาเซต

คำตอบของสมการคาสัมบูรณนั้นจะอยูในรูปของอสมการ การหาเซตคำตอบนั้นจะเปนการแกอสมการ 

ซึ่งใชสมบัติของการไมเทากันในการหาเซตของผลเฉลย  

ความสัมพันธที่มีลักษณะพิเศษชนิดหนึ่งซึ่งสองคูอันดับใด ๆ ที่มีสวนประกอบที่หนึ่งเหมือนกัน

แลวสวนประกอบที่สองตองเหมือนกันดวย เรียกวาเปนฟงกชัน  
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คำถามทายบท 

 

1. ขอตอไปนี้ขอใดถูกหรือขอใดผิด 

  1.1   ,x x y  

  1.2   ,x x y  

  1.3     ,   , ,x y x y z  

  1.4     ,   , ,x y x y z  

  1.5      ,   , , ,x y x y z w  

 

2. จงเขียนเซตตอไปนี้ในรูปแจกแจงสมาชิก 

  2.1   :C x x    และ 15x    

  2.2   :D x x    และ 1x    

  2.3   :E x x    และ 1x    

 

3. กำหนดให  :U x x    และ 15x    

  และ  2,3,5,8A  

    3,5B   

    1,2,3,4,5,6C   

  จงหา 

  3.1   A B C   

  3.2   A C B    

  3.3     A C B C     

 

4. กำหนด    , ,A x y z และ    ,B a c  จงหา   P A  และ   P B  
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5. กำหนดให 

 N  เซตของจำนวนธรรมชาติ 

   I   เซตของจำนวนเต็ม 

   Q   เซตของจำนวนตรรกยะ 

   R   เซตของจำนวนจริง 

 แลวขอสรุปใดตอไปนี้ถูกตอง 

  5.1   I N  

  5.2   Q N  

  5.3   I R  

  5.4   I N    

  5.5   Q R   

 

6. จงหาผลเฉลยของอสมการตอไปนี้ 

  6.1   3 1 0x    

  6.2   3 5 13x    

  6.3  2 2 8x x   

  6.4   2  2 1x    

  6.5  
1  1
1

x
x
 


 

 

7. จงหาคา  x  ที่สอดคลองกับสมการ และอสมการตอไปนี้ 

  7.1  2 5 5x    

  7.2  2 8x    

  7.3  2 5 7x    

  7.4  5 7x    

  7.5  1  0
1

x
x
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  7.6  2  2x
x
   

 

 

8. กำหนดให  1,2A  และ  1,2,3B   จงหา A B  และ B A  

9. กำหนดให  1,2,3A และ  1,2,3,4B  จงหาความสัมพันธ มากกวา จาก A       

ไปยัง B  

10. กำหนดให N  เปนเซตของจำนวนนับและ   , : , , 3 18r x y x y N x y   
      

จงหา rD และ rR  

11. จงบอกวาความสัมพันธตอไปนี้เปนฟงกชันหรือไม พรอมทั้งบอกโดเมน และ เรนจ 

  11.1          12,1 , 9,2 , 6, 3 , 3, 4f   

  11.2          1,1 , 1,2 , 6, 3 , 3, 4g   

  11.3    , : , , 3 1h x y x y R y x     

  11.4    2 2, : , , 1i x y x y R x y     

12. กำหนด   , : , , 9 2r x y x y R y x     จงหา 1r   

13. กำหนด   2, : , , 2s x y x y R x y     จงหา 1s  

14. กำหนด   2 1f x x  ,   2 3g x x  , และ   5h x x   จงหา 

  14.1   f g x  

  14.2   h g x  

  14.3   g h x  

  14.4   h f x  

  14.5   1f g x  

  14.6   1g h x  
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 2 

 

เนื้อหาประจำบท 

1. ความหมายและบทนิยามของลิมิต 

2. ทฤษฎีบทของลิมิต 

3. ลิมิตที่เก่ียวของกับอนันต  

4. ความตอเนื่องของฟงกชัน 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. อธิบายและใหความหมายของคำวาลิมิตได 

2. พิสูจนลิมิตโดยใชบทนิยามได 

3. หาคาของลิมิตซายและลิมติขวาได 

4. นำทฤษฎีของลิมิตไปประยุกตใชในการหาคาลิมิตได 

5. หาลิมิต(คาจริง)ที่จุดอนันตได 

6. หาลิมิตที่คาอนันตที่จุด x a  ได 

7. หาลิมิตคาอนันตที่จุดอนันตได 

8. ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันที่จุด x a  ได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

  1.1  ความหมายและบทนิยามของลิมิต 

  1.2  ลิมิตซายและลิมิตขวา 

  1.3  ทฤษฎีบทของลิมิต 

  1.4  ลิมิตท่ีเก่ียวของกับอนันต  

  1.5 ความตอเนื่องของฟงกชัน  

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี ้

  2.1.  ศึกษาขอมูลจาก เกี่ยวกับเรื่องลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชันเพิ่มเติม 

  2.2.  ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให 
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สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน 
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บทที่ 2 

ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน 

  

 เนื้อหาสวนใหญในรายวิชากลาวไดวา แนวคิดหลักประการหนึ่งของแคลคูลัสไดแก การศึกษา

วิเคราะหเก่ียวกับการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน เชน อนุพันธทีผู่เรียนจะไดศึกษาในบทที่ 3 ซึ่งคอื อัตรา

การเปลี่ยนแปลงของฟงกชันที่จุดใดจุดหนึ่งในขณะที่ตัวแปรตนที่จุดนั้นเปลี่ยนไปนอยมาก ๆ นั่นเอง 

นอกจากนี้ปริพันธจำกัดเขต ซึ่งผูเรียนจะไดศกึษาในบทที่ 5 จะเปนผลรวมของคาของฟงกชันใน

สวนยอย ๆ จำนวนมากมายนับไมถวน แลวไดผลลัพธเปนผลรวมของฟงกชันในสวนใหญ สวนหนึ่งจะ

เห็นไดวาทั้งอนุพันธและปริพันธจำกัดเขต ลวนเปนแนวคิดที่เก่ียวของกับคาของฟงกชันและปริมาณที่

นอยมาก ๆ หรือปริมาณที่ใหญมาก ๆ ดังนั้นเพ่ือใหสามารถวิเคราะหคาของฟงกชันที่เกี่ยวของกับ

ปริมาณดงักลาวไดอยางถี่ถวนและชัดเจนนักคณิตศาสตรจึงพัฒนาแนวคิดเก่ียวกับลิมิตขึ้นมา อาจ

กลาวไดวา หากปราศจากแนวคดิเรื่องลิมิตแลว วิชาแคลคูลัสคงไมอาจเกิดขึ้นไดดังนั้นเนื้อหาที่จะได

ศึกษาในบทนี้จะประกอบดวยบทนิยามของลิมิตซึ่งจะแสดงใหรูวาลิมิตนั้นคืออะไรพรอมท้ังแสดงการ

เขียนลิมิต ลิมิตทางซายและลิมิตทางขวา ตลอดจนทฤษฎีบทตางๆ ที่เก่ียวของกับลิมิต เพื่อจะไดหาคา

ลิมิตไดอยางรวดเร็วและถูกตอง และบางครั้งการหาคาลิมิตของฟงกชนันั้นก็ไมจำเปนตองเปนจำนวน

จริงเสมอไปดงันั้นจึงจำเปนท่ีตองศึกษาเรื่องลิมิตที่เก่ียวของกับอนันตดวย 

2.1 บทนยิามของลิมิต 

ลิมิต ถาแปลตามพจนานุกรมศัพทคณิตศาสตรฉบับราชบัณฑิตยสถานศัพทแปลวา ขีดจำกัด  

เมื่อใชศัพทเฉพาะ ในทางคณิตศาสตรแลวนั้นจะทำความเขาใจยากมากพอสมควร ดังนั้นในตอนแรกนี้ 

จะไดใหตัวอยางเพ่ือเปนแนวคิดกับผูเรียนวา เมื่อไรจะใชคำวาลิมิต และจะหาคาลิมิตนั้นโดยคราว ๆ 

ไดอยางไร จากนั้นจึงจะนำเขาสูความหมายที่แทจริงของลิมิตตอไป (ราชบัณฑติยสถาน, 2553 : 351) 

ตัวอยางเชน  

รถยนตคนัหนึ่งวิ่งจากเมือง ก ไปยังเมือง ข ซึ่งหางกัน 50 กิโลเมตร ใชเวลา 30 นาที ถาให s

แทนระยะทางท่ีรถคันนี้วิ่งได หลังจากเวลาผานไป t  นาที จะเห็นวาเม่ือเวลา t  เขาใกล 30 นาที (แต

ยังไมถึง 30 นาที) นั้นระยะทาง s  ที่ไดจะเพ่ิมขึ้นและมีคาเขาใกล 50 กิโลเมตร มากขึ้นลักษณะเชนนี้
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จะกลาวไดวา “ลิมิตของระยะทาง( )s ” ที่รถยนตวิ่งไดเมื่อเวลา( )t  เขาใกล 30 นาที เทากับ 50 

กิโลเมตร และเขียนขอความนี้ดวย
 30
lim 50
t

s


  

ในการศึกษาเกี่ยวกับลิมิตของฟงกชันมีขอสังเกตวาคาลิมิตของฟงกชันนั้นแตกตางกับคาของ

ฟงกชันเชนกำหนดให ( ) 5f x x  คาของฟงกชันที่ 2x  คือการแทนคา 2x  ลงใน 

สมการที่กำหนดใหหรอืคาของ (2)f  นั่นเองนั่นคือ 
 
(2) 2 5 7f     

แตสำหรับลิมิตของฟงกชันหมายถึงเม่ือ x  เขาใกลคา ๆ หนึ่งแลว ( )f x  มีคาเขาใกลคาคงตัว

คาหนึ่งคานั่นคือลิมิตของฟงกชัน ( )f x  เชนจาก ( ) 5f x x   เม่ือ x  มีคาเขาใกล 2  คาลิมิตของ

ฟงกชันเขียนแทนดวย 
2

lim ( )
x

f x


 หรือ 
2

lim( 5)
x

x


  ดังรูป 

 

 

 

 
 

 

ภาพประกอบ 2.1  กราฟของฟงกชัน ( ) 5f x x   

 

 การพิจารณากรณทีี่x มีคาเขาใกล2จะพบวามีไดสองกรณีคือ กรณีท่ีx เขาใกล2ทางที่

มากกวา2  (ทางขวามือ) และกรณีที่x เขาใกล2ทางนอยกวา2  (ทางซายมือ) ซึ่งจะแสดงลักษณะการ

เขาใกลคาคงตัวคาหนึ่งของ ( )f x ดังตารางตอไปนี ้(พัฒนา สีมากุล, 2539 : 3) 

 

 

  

 

 

 
 

 

0 
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ตาราง 2.1  แสดงกรณีx  มีคาเขาใกล 2  ทางซาย ( 2x  และx  เขาใกล2 )  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตาราง 2.2  แสดงกรณีx  มีคาเขาใกล 2  ทางขวา ( 2x  และx  เขาใกล2 )  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 2.1  กำหนดให ( ) 1f x x   จงหาคาของ 
3

lim ( )
x

f x


 

วิธีทำ  แยกพิจารณาเปนสองกรณดีงัตอไปนี้ 

กรณีที่ 1  x มีคาเขาใกล 3 ทางซาย  กรณีที่ 2  x มีคาเขาใกล 3 ทางขวา  

x  ( ) 5f x x   

1.5 6.5 

1.9 6.9 

1.99 6.99 

1.999 6.999 

1.9999 6.9999 

1.99999 6.99999 

x  ( ) 5f x x   

2.5 7.5 

2.1 7.1 

2.01 7.01 

2.001 7.001 

2.0001 7.0001 

2.00001 7.00001 

x  ( ) 1f x x    x  ( ) 1f x x   

2.5 3.5  3.5 4.5 

2.9 3.9  3.1 4.1 

2.99 3.99  3.01 4.01 
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จากตารางจะไดวา 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 3 ทางซายแลว ( )f x มีคาเขาใกล 4 

เมือ่ x มีคาเขาใกล 3 ทางขวาแลว ( )f x มีคาเขาใกล 4 

ดังนั้น  
3

lim ( ) 4
x

f x


  

ตัวอยาง 2.2  กำหนดกำหนดให 
2 2( )

1
x xf x

x
 


 จงหาคาของ 
1

lim ( )
x

f x


 

วิธีทำ สังเกตวา ( )f x  ไมนิยามเมื่อ 1x   พิจารณา x  มีคาเขาใกล 1 

 แยกพิจารณาเปนสองกรณีดังตอไปนี้ 

กรณีที่ 1  x มีคาเขาใกล 1 ทางซาย   กรณีที่ 2  x มีคาเขาใกล 1 ทางขวา  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากตารางจะไดวา 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 1 ทางซายแลว ( )f x มีคาเขาใกล 3 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 1 ทางขวาแลว ( )f x มีคาเขาใกล 3 

ดังนั้น  
1

lim ( ) 3
x

f x


  

2.999 3.999  3.001 4.001 

2.9999 3.9999  3.0001 4.0001 

2.9999 3.99999  3.00001 4.00001 

x  
2 2( )

1
x xf x

x
 


 

 
x  

2 2( )
1

x xf x
x
 


 

0.9 2.9  1.1 3.1 

0.99 2.99  1.01 3.01 

0.999 2.999  1.001 3.001 

0.9999 2.9999  1.0001 3.0001 

0.99999 2.99999  1.00001 3.00001 

0.999999 2.999999  1.000001 3.000001 
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 การหาคาของ lim ( )
x a

f x


 เปนการดูพฤติกรรมของ ( )f x  เมื่อ x  มีคาเขาใกล a  แตx a

ในการหาลิมิตเมื่อ x  เขาใกล a  นั้นไมวาฟงกชัน ( )f x  จะมีคาท่ี x a  หรือไมก็ตามสิ่งที่สนใจก็

คือคาของฟงกชัน ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  เปนอยางไรเทานั้น (กมล เอกไทยเจริญ, 2544 : 16) 

ตัวอยาง 2.3  กำหนดให   xf x
x

  จงหาคาของ  
0

lim
x

f x


 

วิธีทำ  แยกพิจารณาเปนสองกรณดีงัตอไปนี้ 

 กรณีที่ 1  x มีคาเขาใกล 0 ทางซาย   กรณีที่2  x  มีคาเขาใกล 0 ทางขวา  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากตารางจะไดวา 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ทางซายแลว ( )f x  มีคาเขาใกล -1 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ทางขวาแลว ( )f x  มีคาเขาใกล  1 

 จะเห็นวาเมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ( โดยท่ี 0x   ) แลว ( )f x  จะมีคาเขาใกลคาคงตัวสองคา

คือ 1 และ -1 ในกรณีเชนนี้กลาวไดวาฟงกชัน f  นี้ไมมีลิมิตท่ีจุด 0x   หรือ 
0

lim ( )
x

f x


 ไมมี  

 

 

 

 

x    xf x
x

  
 

x    xf x
x

  

-0.1 -1  0.1 1 

-0.01 -1  0.01 1 

-0.001 -1  0.001 1 

-0.0001 -1  0.0001 1 

-0.00001 -1  0.00001 1 

-0.000001 -1  0.000001 1 
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ตัวอยาง 2.4  กำหนดให 1( )f x
x

  จงหาคาของ 
0

lim ( )
x

f x


 

วิธีทำ  แยกพิจารณาเปนสองกรณดีงัตอไปนี้ 

 กรณีที่ 1  x มีคาเขาใกล 0 ทางซาย   กรณีที่2  x  มีคาเขาใกล 0 ทางขวา  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากตารางจะไดวา 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ทางซายแลว ( )f x  มีคาลดลงอยางไมมีขอบเขต 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ทางขวาแลว ( )f x  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมมีขอบเขต 

 จะเห็นวาเมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ( โดยท่ี 0x   ) แลว ( )f x  ไมเขาใกลคาคงตัวใด ๆ เลย

ลักษณะนี้กลาววา f  นี้ไมมีลิมิตที่จุด 0x   หรือ 
0 0

1lim ( ) lim
x x

f x
x 

  ไมมี  

 

 จากตัวอยางที่ไดกลาวมาทั้งหมดนั้น จะเห็นวาในการหาคา lim ( )
x a

f x


 นั้นเราพิจารณาคา 

( )f x  สำหรับ x  ที่อยูใกล ๆ a  ทั้งทางซาย( )x a  และทางขวา( )x a  ของ a  แตถาพิจารณา

คา ( )f x  เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  ทั้งทางซายและทางขวาเพียงทางเดียว แลว ( )f x  มีคาเขาใกลคาคง

ตัวเพียงคาเดียวจะกลาววาฟงกชัน f  มีลิมิตทางซายหรือทางขวาที่จุด x a  ตามลำดับ กลาวคือ 

 เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  โดยที่ x a  แลว ( )f x  มีคาเขาใกลคาคงตัว L  โดยที่ L  เปน

จำนวนจริงจะกลาวไดวา ลิมิตของ
 

( )f x  เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  ทั้งทางซายเทากับ L  เขียนแทนดวย 

lim ( )
x a

f x L


  

x  
1( )f x
x

   
x  

1( )f x
x

  

-0.1 -10  0.1 10 

-0.01 -100  0.01 100 

-0.001 -1000  0.001 1000 

-0.0001 -10000  0.0001 10000 

-0.00001 -100000  0.00001 100000 

-0.000001 -1000000  0.000001 1000000 
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 ในทำนองเดยีวกันเมื่อ x  มีคาเขาใกล a  โดยที่ x a  แลว ( )f x  มีคาเขาใกลคาคงตัว 

M  โดยที่ M  เปนจำนวนจริงจะกลาวไดวา ลิมิตของ
 
( )f x  เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  ทางขวาเทากับ 

M  เม่ือเขียนแทนดวย lim ( )
x a

f x R


  (อุษณีย ลีรวัฒน, 2552 : 21). 

 ใหสังเกตวา lim ( )
x a

f x L


  ก็ตอเม่ือ lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x L
  

    

ในตัวอยาง 2.1 จะเห็นวา 
3

lim( 1) 4
x

x


   และ 
3 3

lim( 1) 4 lim( 1)
x x

x x
  

     

ในตัวอยาง 2.2 จะเห็นวา 
2

1

2lim 3
1x

x x
x

  


 และ  

 
2 2

1 1

2 2lim 3 lim
1 1x x

x x x x
x x  

    
 

 

ในตัวอยาง 2.3 จะเห็นวา 
0

lim
x

x
x

 ไมมี แต 
0

lim 1
x

x
x

  และ 
0

lim 1
x

x
x

  

และในตัวอยาง 2.4 จะเห็นวา 
0

1lim
x x

 ไมมี และ 
0

1lim
x x

 ไมมี และ 
0

1lim
x x

 ไมมี 

 

 จากที่กลาวมาทั้งหมดผูเรียนไดทราบความหมายของ lim ( )
x a

f x L


  โดยท่ี a  และ L  เปน

จำนวนจริง อยางคราว ๆ แลววา สำหรับ fx D  ซึ่ง x a  ถา x  เขาใกล a  แลว ( )f x  จะเขา

ใกล L  แตคำวาเขาใกลนั้นยังไมชัดเจนวาเขาใกลอยางไรเพียงใด ดังนั้นตอไปนี้จะไดกำหนด

ความหมายของลิมิตของฟงกชันใหถูกตองชัดเจนเพ่ือใชอางอิงหรือนำไปพิสูจนลิมิตของฟงกชันตอไป 

 

 จากการสังเกตตัวอยางที่ผานมานั้น ถา lim ( )
x a

f x L


  แลวจะตองมีลักษณะที่สำคัญตอไปนี้

เสมอ คือ สำหรับแตละชวงเปดบนแกน y  ที่มี L  เปนจุดก่ึงกลางรัศมี 0   และเขียนแทนดวย 

( , )L L    ที่กำหนดให จะตองมีชวงเปดบนแกน x  ที่มี a  เปนจุดก่ึงกลางรัศมี 0   เขียน

แทนดวย ( , )a a    อยางนอยหนึ่งชวงเปดซึ่งมีคุณสมบัติวา ทุก ๆ คา 0   (ไมวาจะมาก

หรือนอยเพียงใดก็ตาม) ที่กำหนดให จะตองหาคา 0   ไดเสมอซึ่งมีคณุสมบิตวาถา fx D  และ 

0 x a     แลว ( )f x L    พิจารณารูปดานลางประกอบ (Anton, Howard, 1995 : 

81-83) 
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ภาพประกอบ 2.2  แสดง 0   และ 0   

     ท่ีมา : สมเกียรติ พานอย. 2543 : 8 

 เพ่ือใหเห็นชัดยิ่งกวานั้นใหผูเรียนพิจารณาตัวอยาง 2.1 ประกอบดังนี้จากตัวอยาง 2.1 ไดวา 

3 3
lim ( ) lim( 1) 4
x x

f x x
 

    ในที่นี้ 3a   และ 4L    

 โดยลองกำหนดให 1   จะหาไดวามี 1   ( หรือ 0 1   ก็ได )  

ซึ่งถา 0 3 1x      แลว ( ) ( 1) 4 3 1f x L x x          

 ลองกำหนดให 0.1   จะหาไดวามี 0.1   ( หรือ 0 0.1   ก็ได )  

ซึ่งถา 0 3 0.1x      แลว ( ) ( 1) 4 3 0.1f x L x x          

 ดังนั้นถาสำหรับทุก 0   จะมี    ( หรือ 0     ก็ได )  

ซึ่งถา 0 3x       แลว ( 1) 4x       

 หรือพิจารณาจาก 
2

lim(3 1) 5
x

x


   ซึ่งมี ( ) 2 1, 2, 5f x x a L     จะเห็นวา 

ให 3   จะหาไดวามี 1   ซึ่งถา 0 2 1x       

แลว ( ) (3 1) 5 3 6 3 2 3 3(1) 3f x L x x x               

 ให 1
3

   จะหาไดวามี 1   ซึ่งถา 10 2
9

x       

แลว 
1 1( ) (3 1) 5 3 6 3 2 3 3
9 3

f x L x x x  
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 ให 1
100

   จะหาไดวามี 1   ซึ่งถา 10 2
300

x       

แลว 
1 1( ) (3 1) 5 3 6 3 2 3 3

300 100
f x L x x x  

                
 

 ในกรณีทั่วไป ถาให 0   จะมี 
2
   ซึ่งถา 0 2

3
x       

แลว ( ) 3 2 3 3
3

f x L x  
          

 

 จากลักษณะดังกลาวมาขางตนนั้นจึงกำหนดบทนิยามของลิมิตของฟงกชันไวดังนี ้ 

(เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ, 2553 : 13) 

 

 บทนิยาม 2.1 

  กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง และให a  และ L   

 เปนคาคงตัวที่เปนจำนวนจริง จะกลาวา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  มีคาเขาใกล a  เทากับ L   

 ( เขียนเทนดวย lim ( )
x a

f x L


  ) ก็ตอเม่ือ สำหรับแตละ 0   ที่กำหนดใหจะตองมี 

 0   ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา fx D  และ 0 x a     แลว ( )f x L    

 แลวจะกลาววา ฟงกชนั f  มีลิมิตที่จุด x a   

 

 ในทำนองเดยีวกัน ถาพิจารณาเฉพาะเมื่อ x a  หรือ x a  อยางใดอยางหนึ่งจะได

นิยามของลิมิตทางซายและลิมิตทางขวาดังนี ้(เลิศ สิทธิโกศล, 2541 : 28). 

 

 บทนิยาม 2.2 

  กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง และให ,a M  และ L   

 เปนคาคงตัวที่เปนจำนวนจริงจะกลาววา 

  ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  มีคาเขาใกล a  ทางซายเทากับ L  ( เขียนเทนดวย 
 

 
lim ( )
x a

f x L


  ) ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ 0   ที่กำหนดให จะตองม ี 0    

 ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา fx D  และ a x a    แลว ( )f x L    ในกรณี 

 ท่ีมี L R  ซึ่ง lim ( )
x a

f x L


  เราเรียก L  วาเปนลิมิตทางซายของ f  ที ่x a   
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 บทนิยาม 2.2 (ตอ) 

  ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  มีคาเขาใกล a  ทางขวาเทากับ M  ( เขียนเทนดวย 
 

 
lim ( )
x a

f x M


  ) ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ 0   ที่กำหนดให จะตองม ี 0    

 ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา fx D  และ a x a     แลว ( )f x L    ในกรณี 

 ท่ีมี M R  ซึ่ง lim ( )
x a

f x M


  เราเรียก M  วาเปนลิมิตทางขวาของ f  ที่ x a   

 

จากนิยามของลิมิต สามารถแสดงไดวา ทฤษฎีบท 2.1 เปนจริง 

 

ทฤษฎีบท 2.1 

  ให ( )y f x  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริงและให a  และ L   

 เปนจำนวนจริงจะไดวา  lim
x a

f x L


  ก็ตอเม่ือ
 

   lim lim
x a x a

f x f x L
  

   

 

เพ่ือความเขาใจในบทนิยามของลิมิตของฟงกชันใหมากยิ่งข้ีน ใหผูเรียนสังเกตวิธีการหา 

0   ที่สอดคลองกับ 0   ตามนิยามของลิมิตในตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.5  กำหนดให  
3

lim 4 7 5
x

x


   และให 0.4   จงหา 0   ซึ่งสอดคลองกับ

นิยามของลิมิตนี้  

วิธีทำ  ให  
3

lim 4 7 5
x

x


   โดยนิยามของลิมิต  

 สำหรับทุก ๆ 0   ที่กำหนดให จะมี 0  ซึ่งถา 0 3x      

 แลว  4 7 5x     

 ในท่ีนี้ 0.4   จะไดวามี 0.1   ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา 0 3x     แลวทำให 

   4 7 5 4 12x x     
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4 3
4(0.1)
0.4

x



 




 

ดังนั้น  0.1   เปนคาที่สอดคลองกับนิยามของลิมิตนี้เมื่อ 0.4   

 

ขอสังเกต 2.1 

 วิธีหาคา 0.1   ในตัวอยาง 2.5 ที่ผานมาอาจทำไดโดยการแยกตัวประกอบ 3x   ออก

จาก 4 12x   แลวพิจารณาวา 3x   ควรจะนอยกวาจำนวนจริงบวกคาใดจึงจะทำให 4 12x   

นอยกวา 0.4   ดังนี้
  4 7 5 4 12 4 3x x x       เนื่องจากตองการให

4 3 0.4x    ดังนั้น 0.43 0.1
4

x     เราจึงเลือกใชคา 0.1   

ตัวอยาง 2.6  กำหนดให  
2

lim 3 1 7
x

x


   และ 0   จงหา 0   ซึ่งสอดคลอง 

กับนิยามของลิมิตนี้  

วิธีทำ  ให  
2

lim 3 1 7
x

x


   โดยนิยามของลิมิต  

 สำหรับทุก ๆ 0   ที่กำหนดให จะมี 0   ซึ่งถา 0 2x      

 แลว  3 1 7x     

 กำหนดให 0   จะมี 0   ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา 0 2x     แลวทำให 

   3 1 7 3 6x x     

            

3 2
3

3
3

x





 


      


 

ดังนั้น  
3
   เปนคาที่สอดคลองกับนิยามของลิมิตนี้เมื่อ 0   
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ตัวอยาง 2.7  จงพิสูจนวา  
1

lim 4 7 3
x

x


     

วิธีทำ โดยนิยามของลิมิตเราตองการแสดงวา ทุก ๆ 0   จะมี 0   สำหรับทุก ๆ คา x  

 ถา 0 1x     แลว
    4 7 3x       

  ให 0  เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก 
4
   

 ให
 
0 1x     

 พิจารณา
    4 7 3 4 7 3x x       

           

4 4
4 1
4

4
4

x
x





 
 






 

 นั่นคือ    4 7 3x      

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต  
1

lim 4 7 3
x

x


    เปนจริง 

 

ตัวอยาง 2.8  จงพิสูจนวา  
4

lim 2 1 9
x

x


    

วิธีทำ โดยนิยามของลิมิตเราตองการแสดงวา ทุก ๆ 0  จะมี 0   สำหรับทุก ๆ คา x  

 ถา 0 4x     แลว  2 1 9x     

  ให 0  เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก 
2
   

 ให
 
0 4x     

 พิจาณา  2 1 9 2 1 9x x      

           

2 8
2 4
2

2
2

x
x

 

 
 


 

 

 นั่นคือ  2 1 9x     

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต  
4

lim 2 1 9
x

x


   เปนจริง 
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ตัวอยาง 2.9  จงพิสูจนวา  
2

lim 5 3 7
x

x


    

วิธีทำ โดยนิยามของลิมิตเราตองการแสดงวาทุก ๆ 0  จะมี 0   สำหรับทุก ๆ คา x  

 ถา
  0 2x      แลว    5 3 7x      

  ให 0   เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก
 5

   

 ให  0 2x      

 พิจารณา    5 3 7 5 3 7x x       

         

 

5 10
5 2
5 2
5

5
5

x
x
x





 
 
  






 

 นั่นคือ
    5 3 7x      

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต  
2

lim 5 3 7
x

x


   เปนจริง 

 

ตัวอยาง 2.10  จงพิสูจนวา 2

2
lim 4
x

x


  

วิธีทำ  เราตองการแสดงวา ทุก ๆ 0   จะมี 0   สำหรับทุก ๆ คา x  ถา 0 2x     

 แลว
 

2 4x   ) 

  ให 0  เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก 1   

 ให 0 2x     

 จะได 0 2 1x    

      

1 2 1

1 4 2 4 1 4

3 2 5

]
]

x

x

x

   

      

  

 

 และ 2 5x      
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 พิจารณา   2 4 2 2x x x     

     

   2 2

5 ]
x x



  


 

 กรณี 5   จะมี 1  ซึ่ง0 2x    แลว 2 4x    

 กรณี 5   จะมี 
5
  ซึ่ง0 2x    แลว 2 4 5

5
x      

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต 2

2
lim 4
x

x


  เปนจริง 

 

ตัวอยาง 2.11  จงพิสูจนวา 
7

8lim 2
3x x



  

วิธีทำ  เราตองการแสดงวา ทุก ๆ 0   มี 0  สำหรับทุกคาx ถา 0 7x     

 แลว 
8 2
3x

 


 

  ให 0  เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก 1   

 ให 0 7x     

 จะได 0 7 1x    

 

1 7 1

1 4 7 4 1 4

3 3 5

]
]

x

x

x

   

      

  

 

 และ 3 3x    

 พิจารณา 
 
 

38 82 2
3 3 3

x
x x x


  

  
 

            

 8 2 3
3

2 14
3
]

x
x

x
x
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72
3

2
3
]
]x

x








 

 กรณี 
2
3

   จะมี 1   ซึ่ง
 
0 7x     แลว 

8 2
3x

 


 

 กรณี 
2
3

   จะมี 
3
2

   ซึ่ง 0 7x     แลว 

  

8 72 2
3 3

2 3
3 2

3
3
]

]

]
x

x x







 
 

      

 



 

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต 
7

8lim 2
3x x



 เปนจริง 

 

2.2 ทฤษฎบีทของลมิิต 

 ในหัวขอที่ผานมานั้นเรื่องความหมายและบทนิยามของลิมิตพรอมทั้งไดมีการพิสูจนลิมิตโดยใช

บทนิยามไปแลวนั้น สำหรับฟงกชันนั้นก็ไมเหมาะที่จะหาลิมิต แบบในหัวขอที่ผานมา เราจึงใชทฤษฎี

บทของลิมิตชวยในการหาคาลิมิตนั้นจะทำใหการหาคาลิมิตไดสะดวกรวดเร็วและงายข้ึนดังนั้นในหัวขอ

นี้จะกลาวถึงทฤษฎีบทของลิมิต และการนำทฤษฎีไปใชในการหาคาลิมิตตอไป สำหรับในหัวขอนี้นั้น

ฟงกชันที่กลาวถึงตอไปนี้เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง นอกจากจะระบุเปนอยางอ่ืน (คณาจารย

ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง, 2542 : 32-41) 

 

 ทฤษฎีบท 2.2   

  กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , 1L  และ 2L  เปนจำนวนจริง  

 f  เปนฟงกชันที่นิยามบน I  แตอาจไมนิยามที ่a  ถา   1lim
x a

f x L


  และ  

   2lim
x a

f x L


 แลว 1 2L L  
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 ทฤษฎีบท 2.3 

  ถา a  และ k  เปนจำนวนจริงใด ๆ lim
x a

k k


    

 

 

 ทฤษฎีบท 2.4 

 
 

กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , L  และ M  เปนจำนวนจริง 

 f และ g  เปนฟงกชันที่นิยามบน I  แตอาจไมนิยามที ่a  ถา  lim
x a

f x L


   

 และ  lim
x a

g x M


  แลว        lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
  

         

   

 

 ทฤษฎีบท 2.5 

 
 

กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , c  และ L  เปนจำนวนจริง 

 f  เปนฟงกชันที่นิยามบน I  แตอาจไมนิยามที ่a  ถา  lim
x a

f x L


  

 แลว  lim
x a

cf x cL


  

 

เราสามารถใชทฤษฎีบท 2.2 – ทฤษฎีบท 2.5 สามารถหาลิมิตไดดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.12  จงหาคา
1

lim145
x

 

วิธีทำ 
1

lim145 145
x

  

ดังนั้น  
1

lim145 145
x

  

 

ตัวอยาง 2.13  จงหาคา  
2

lim 5 8
x

x


  

วิธีทำ  
2 2 2

lim 5 8 lim5 lim8
x x x

x x
  

    

 
 

2
lim 5 8 10 8

18]
x

x


 




 

ดังนั้น   
2

lim 5 8 8
x

x
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ตัวอยาง 2.14 จงหาคา  
2

lim 3 5
x

x


  

วิธีทำ  
2 2 2

lim 3 5 3 lim lim5
x x x

x x
  

    

 

 
22 2

3 limlim 3 lim5

6 5

1

5

]
]

xx x
xx

 




 





 

ดังนั้น   
2

lim 3 5 1
x

x


   

 

 ทฤษฎีบท 2.6 

 
 

กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , L  และ M  เปนจำนวนจริง  

 f  และ g  เปนฟงกชันท่ีนิยามบน I  แตอาจไมนิยามที่ a  ถา  lim
x a

f x L


  และ 

 
 lim

x a
g x M


  แลว        lim lim lim

x a x a x a
f x g x f x g x LM

  
       

   

ตัวอยาง 2.15  จงหาคา  2

1
lim 7 5 8
x

x x


   

วิธีทำ  2 2

1
lim 7 5 8 7(1) 5(1) 8
x

x x


      

 

 2

1
7li 5 8

4

m 7 5 8

]
x

x x


  




 

ดังนั้น   2

1
lim 7 5 8 4
x

x x


    

 

ตัวอยาง 2.16  จงหาคา   2

0
lim 2 5 2 1
x

x x x


    

วิธีทำ       2 2

0 0 0
lim 2 5 2 1 lim 2 5 2 lim 1
x x x

x x x x x x
  

        

 

   2

0 0 0 0 0

2

0 0 0 0

2

0

0

lim2 lim5 lim2 lim lim1lim 2 5

2 lim 5lim lim2 lim lim1

(2)( 1

2

1

)

2 ( )( )

( )( )

]
]

]
x x x x x

x x

x

x x x

x x x x x

x x x

x
    

 



  

     

   

 





 

ดังนั้น    2

0
lim 2 5 2 1 2
x

x x x
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 ทฤษฎีบท 2.7 

 
 

กำหนดให  I เปนชวงเปดที่บรรจุ a , M  เปนจำนวนจริงใด ๆ ที่ 0M   

 f  เปนฟงกชันที่นิยามบน I  แตอาจไมนิยามที ่a  ถา  lim
x a

f x M


  

 แลว  
1 1lim

x a Mf x
  

  

ตัวอยาง 2.17  จงหาคา 
0

1lim
2x x 

 

วิธีทำ
  0

0

1 1lim
2 lim 2x

x
x x




 

 

 

0

1lim
2

1
2
1
2
]

x x




 

  

ดังนั้น  
0

1 1lim
2 2x x



 

 

 ทฤษฎีบท 2.8 

 
 

กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , L  และ M  เปนจำนวนจริงที่ 0M   

 f  และ g  เปนฟงกชันท่ีนิยามบน I  แตอาจไมนิยามที่ a  ถา  lim
x a

f x L


  

 และ  lim
x a

g x M


  แลว 
 
 

 
 

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x L
Mg x g x






   

 

ขอสังเกต 2.2 

 กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , 1 2 3, , ,..., nL L L L  และ 1 2 3, , ,..., nk k k k  เปนจำนวน

จริงใด ๆ 1 2 3, , ,..., nf f f f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบน I  แตอาจไมนิยามที่ a  

 1).ผลของทฤษฎีบท 2.4 สามารถขยายใชไดกับฟงกชันจำนวนจำกัดนั่นคือ 

 ถา        1 1 2 2 3 3lim , lim , lim , ..., lim n nx a x a x a x a
f x L f x L f x L f x L

   
     

 แลว      1 1 2 2 1 1 2 2lim n n n nx a
k f x k f x k f x k L k L k L
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 และ       1 2 1 2lim n nx a
f x f x f x L L L


            

 2). เนื่องจาก lim
x a

x a


 (ทฤษฎีบทบท 2.3) 

 ดังนั้นถา   1 0n
nP x a x a x a    เปนฟงกชันพหุนามใด ๆ แลว 

 จากทฤษฎีบท 2.4 และ ทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา    lim
x a

P x P a


  

 

ตัวอยาง 2.18  จงหาคา 
2

0

2 5 2lim
1x

x x
x

 


 

วิธีทำ 
 

 
22

0
0

0

lim 2 5 22 5 2lim
1 lim 1

x
x

x

x xx x
x x






   
 

 

        

22 5 2
1

2l m

2

i
10

]
x x

xx
  



 

  

ดังนัน้  
2

0

2 5 2lim 2
1x

x x
x

   


 

 

 

 บทแทรก 2.1   

  ถา f  และ g  เปนฟงกชัน ซึ่ง ( ) ( )f x g x  ทุก x  ซึ่ง 0 x a r     

 บางคา 0r   และ lim ( )
x a

f x L


  แลวจะไดวา lim ( )
x a

g x L


  

 

และถาแทน x a  ดวย x a  หรือ x a  แลวบทแทรกนี้ยังคงเปนจริง 

 

ตัวอยาง 2.19  จงหาคา 
2

0

2 5lim
x

x x
x


 

วิธีทำ เพราะวา 
 2

0 0

2 52 5lim lim
x x

x xx x
x x 
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0

2

lim 2 5

2 5(0)

2

2 5lim
0

]
]

x

x x
x

x
x 

  






  

ดังนั้น  
2

0

2 5lim 2
x

x x
x

   

ตัวอยาง 2.20  จงหาคา
2

4

7 12lim
4x

x x
x

 


 

วิธีทำ เพราะวา
 

  2

4 4

4 37 12lim lim
4 4x x

x xx x
x x 

   
 

 

   

 
4 4

2 7 12lim
4

lim 3

4 3

1

]
]

x x

x x
x

x


 

 




 

 

ดังนั้น  
2

4

7 12lim 1
4x

x x
x

  


 

 

ตัวอยาง 2.21  จงหาคา 
3

2

8lim
2x

x
x




 

วิธีทำ เพราะวา 
3 3 3

2 2

8 2lim lim
2 2x x

x x
x x 

 
 

 

  

 

3

2

2

2

2

2

2

2 2 4lim
2

lim 2 4

( 2) 2( 2) 4

1

8lim

2

2

( )

( )( )

]

]
]

x

x

x

x x x
x

x

x

x

x






  


  

   









 

ดังนั้น  
3

2

8lim 12
2x

x
x
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ตัวอยาง 2.22  จงหาคา 
2

32

4lim
8x

x
x




 

วิธีทำ พิจารณา
 

2 2 2

3 3 32 2

4 2lim lim
8 2x x

x x
x x 

 
 

 

   

22

22

2

2

32

( 2)( 2)lim
( 2)( 2 4)

( 2)lim
( 2 4)
2 2

2 2(2)

l m

3

8

1

i

4

4

]
]

]

x x

x

x x
x x x

x
x

x

x

x







 
  


 


 






 

ดังนั้น 
2

32

4 1lim
38x

x
x

 


 

 

ตัวอยาง 2.23  จงหาคา 
2

lim ( )
x

f x


 เม่ือกำหนด 
22 , 2

( )
3 , 2
x x

f x
x x

    
 

วิธีทำ หาคา 
2

lim ( )
x

f x


 ตองแยกพิจารณาหาลิมิตซาย และลิมิตขวา 

 พิจารณา
 

2

2 2
lim ( ) lim 2
x x

f x x
  

  

       
22(2)

8]



 

 ได 
2

lim ( ) 8
x

f x


  

 พิจารณา 
2 2

lim ( ) lim(3 )
x x

f x x
  

   

  
 

 
2

3l m 2i

1]
x

f x


 


 

 ได 
2

lim ( ) 1
x

f x


  

 เนื่องจาก 
2 2

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

  

ดังนั้น  
2

lim ( )
x

f x
  

ไมมีลิมิต 
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ตัวอยาง 2.24  จงหาคา 
1

lim ( )
x

f x
  

เมื่อกำหนด 
22 , 2

( )
3 , 2
x x

f x
x x

    
 

วิธีทำ หาคา 
1

lim ( )
x

f x


 แยกพิจารณาหาลิมิตซาย และลิมิตขวา 

 พิจารณา 2

1 1
lim ( ) lim 2
x x

f x x
  

  

   
  2

1
2(1)im

2

l

]
x

f x





 

 ได 
1

lim ( ) 2
x

f x


  

 

 พิจารณา 2

1 1
lim ( ) lim 2
x x

f x x
  

  

  

 

  2

1
2(1)im

2

l

]
x

f x





 

 ได 
1

lim ( ) 2
x

f x


  

 เนื่องจาก 
1 1

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

  

ดังนั้น
  

 
1

lim 2
x

f x


  

 

ตัวอยาง 2.25  จงหาคา 
 3

0

5
lim
x

x x
x


 

วิธีทำ พิจารณา 
, 0
, 0

x x
x x x

   
 

 ดังนั้น การหาคาลิมิตตองแยกพิจารณาหาลิมิตซาย และลิมิตขวา 

 พิจารณา
   3 3

0 0

5 5
lim lim
x x

x x x x
x x  

  
  

  

 
0

3

0

3

3

lim 5

( 5

5

0 )

lim

5

( )

]
]

xx
x

x x
x  
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 ได 
 3

0

5
lim 5
x

x x
x


  

 

 พิจารณา
 

   3 3

0 0

5 5
lim lim
x x

x x x x
x x  

 
     

   

  3

0

3

3

0
li

5
li 5

5

5

m m

0

( )

( )]
]

xx
x

x x
x  












 

 ได 
 3

0

5
lim 5
x

x x
x


  

 

 เนื่องจาก
   3 3

0 0

5 5
lim lim
x x

x x x x
x x  

 
  

 

ดังนั้น  
 3

0

5
lim
x

x x
x


 ไมมีลิมิต 

 

ตัวอยาง 2.26  จงหาคา 
 2

2

2 3 4
lim

2x

x x x
x

  


 

วิธีทำ พิจารณา  
( 2), 2

2
( 2), 2]
x x

x
x x

      
 

 การหาคาลิมิตตองแยกพิจารณาหาลิมิตซายและลิมิตขาว 

 พิจารณา
 

    2 2

2 2

2 3 4 2 3 4
lim lim

2 2x x

x x x x x x
x x  

      


 
 

   

 
 2

2

2

2

2

l
2 3 4

lim
2

im 3 4

2 3(2) 4

2

( )

( )]
]

xx
x

x
x

x x x
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 ได 
 2

2

2 3 4
lim 2

2x

x x x
x

  



 

 

 พิจารณา 
    2 2

2 2

2 3 4 2 3 4
lim lim

2 2x x

x x x x x x
x x  

     


 

 

   

 
   2

2

2

2

2

2 3 4
lim

2
lim 3 4

2 3(2) 4

2

( )]
]

xx
x

x

x
x

x x
 

  


  

   



 

 ดังนั้น 
 2

2

2 3 4
lim 2

2x

x x x
x

  



 

 

 เนื่องจาก
   2 2

2 2

2 3 4 2 3 4
lim lim

2 2x x

x x x x x x
x x  

     


 
 

 

ดังนั้น  
 2

2

2 3 4
lim

2x

x x x
x

  


 ไมมีลิมิต 

 

ตัวอยาง 2.27 จงหาคา 
 2

21

1 3 4
lim

3 2x

x x x

x x

  

 
 

วิธีทำ พิจารณา  
( 1), 1

1
( 1), 1]
x x

x
x x

      
 

 ดังนั้นการหาคาลิมิตตองแยกพิจารณาหาลิมิตซายและลิมิตขวา 

 พิจารณา 
   2 2

2 21 1

1 3 4 1 3 4
lim lim

3 2 3 2

( )
x x

x x x x x x

x x x x  

      


   
 

   

   2

12

2

1

2

1

1 3 4
lim

3

1 3 4
lim

( 2)( 1)

3 4lim
2

2

2

( )

( )

]
]

x

x

x

x x x

x x

x x x
x x

x x
x
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 ได 
 2

21

1 3 4
lim 2

3 2x

x x x

x x

  


 
 

 

 พิจารณา 
   2 2

2 21 1

1 3 4 1 3 4
lim lim

3 2 3 2

( )
x x

x x x x x x

x x x x  

     


   
 

    

   2

1

2

1

2

21

1 3 4
lim

3

1 3 4
lim

( 2)( 1)

3 4lim
2

2

2

( )

( )

]
]

x

x

x

x x x
x x

x x
x

x x x

x x 



 



   

 




 

 


 

 

 ได 
 2

21

1 3 4
lim 2

3 2x

x x x

x x

  


 
 

 เนื่องจาก
 

   2 2

2 21 1

1 3 4 1 3 4
lim lim

3 2 3 2x x

x x x x x x

x x x x  

     


   
 

 

ดังนั้น
  

 2

21

1 3 4
lim

3 2x

x x x

x x

  

 
 ไมมีลิมิต 

 

ตัวอยาง 2.28  จงหาคา 
  
21

1 2
lim

3 2x

x x

x x



 
 

วิธีทำ พิจารณา 
1, 1

1
( 1), 1]
x x

x
x x

      
 

 และ      
2 , 0

2
2 , 0]
x x

x
x x

   
 

 การหาคาลิมิตตองแยกพิจารณาหาลิมิตซายและลิมิตขวา 

 พิจารณา
 

  
2 21 1

1 2 1 2
lim lim

3 2 3 2x x

x x x x
x x x x  
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1

1

2 1

1 (2 )lim
( 2)( 1)

(2 )lim

1 2
lim

3 2

2
2

( )

]
]

x

x x

x xx
x x

x
x

x

x x 



 



 
 








 

 

 ได 
 

21

1 2
lim 2

3 2

( )
x

x x

x x




 
 

 พิจารณา
 

  
2 21 1

1 2 1 2
lim lim

3 2 3 2x x

x x x x
x x x x  

 


   
 

   

  
1

1

21

1 2
lim

3
1 (2 )lim

( 2)( 1)

2lim
2

2

2
( )

]
]

xx

x

x x

x x
x x

x x

x
x











 
 












 

 ได 
  
21

1 2
lim 2

3 2x

x x

x x




 
 

 เนื่องจาก 
     
2 21 1

1 2 1 2
lim lim

3 2 3 2x x

x x x x

x x x x  

 


   
 

ดังนั้น  
  
21

1 2
lim

3 2x

x x

x x



 
 ไมมีลิมิต 

 

2.3 ลิมิตที่เกี่ยวของกับอนันต 

 กอนที่จะศึกษาลิมิตที่เก่ียวของกับอนันคนั้นกอนอื่นตองรูจักความหมายของคำวา อนันต 

เสียกอน อนันต แทนดวยสัญลักษณ   ไมใชจำนวนจริง แตใชแทนจำนวนที่มีคามากกวาทุกจำนวน

จริง กลาวคือสำหรับทุก ๆ r R   

   
r   

 และในทางตรงกันขาม ลบอนันต แทนดวยสัญลักษณ   ก็จะใชแทนจำนวนท่ีนอยกวา 

ทุก ๆ จำนวนจริง กลาวคือทุก ๆ r R   

   r  
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ดังบทนิยามตอไปนี้ (สุรวิทย ตันแตงผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ, 2537 : 20-21). 

 

 บทนิยาม 2.3 

  จะกลาววาจำนวนจริง x  เขาสูอนันต (เขียนแทนดวย x   )  

 ถา x M  ทุก ๆ จำนวนจิง 0M   (กลาวคือ x  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมมีขอบเขต) 

  จะกลาววาจำนวนจริง x  เขาสูลบอนันต (เขียนแทนดวย x   )  

 ถา x M  ทุก ๆ จำนวนจิง 0M   (กลาวคือ x  มีคาลดลงอยางไมมีขอบเขต) 

 

ในที่นี้จะแบงการกลาวถึงลิมิตท่ีเก่ียวของกับอนันตเปน 3 ประเภทดงัตอไปนี้ 

 1. ลิมิต (คาจริง) ที่จุดอนันต 

  ฟงกชัน f  มีลิมิตที่   และคาลมิิตเปนจำนวนจริงมี 2 ลักษณะคือ 

   lim ( )
x

f x L


  และ lim ( )
x

f x L


  โดยที่ L  เปนจำนวนจริง 

 2. ลิมิตคาอนันตที่จุด x a  ( a  เปนจำนวนจริง) 

  ให a  เปนจำนวนจริงฟงกชัน f  ไมมีลิมิตที่จุด x a  โดยที่ถา x  เขาใกล a   

 แลวคา ( )f x  เพ่ิมข้ึนหรือลดลงอยางไมจำกัด (นั่นคือ ( )f x   หรือ ( )f x  )  

 มี 6 ลักษณะคือ 

   lim ( )
x a

f x


 , lim ( )
x a

f x


  

   lim ( )
x a

f x


 , lim ( )
x a

f x


  

   lim ( )
x a

f x


 , lim ( )
x a

f x


  

  

 3. ลิมิตคาอนันตที่จุดอนันต 

  ฟงกชัน f  ไมมีลิมิตที่จุดอนันตโดยที่เมื่อ x    หรือ x    แลว
 

 
( )f x   หรือ ( )f x  ) มี 4 ลักษณะคือ 

   lim ( )
x

f x


  

   lim ( )
x

f x


  

          
lim ( )
x

f x


  

          
lim ( )
x

f x
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  กอนที่จะศึกษาลิมิตท่ีเกี่ยวของกับอนันตทั้ง 3 ประเภทอยางละเอียดนั้นจะขอกลาวถึงนิยามที่

สำคัญและจำเปนตองทราบกอนดังนี ้(ทัศนีย อารยะตระกูลลิขิต และคณะ, 2539 : 25) 

 

 บทนิยาม 2.4 

 ฟงกชัน ( )f x  เปนฟงกชันซึ่งเมื่อ x  เขาใกล a  แลว ( )f x  อยูในรูปแบบใด 

รูปแบบหนึ่งดังตอไปนี้ คือ 0 00 , , 0 , , 0 ,
0

   


 หรือ 1  แลวจะไดวา
 
lim ( )
x a

f x


ม ีรูปแบบท่ีไมกำหนด ที่ x a  

 

 2.3.1 ลิมิต (คาจริง) ที่จุดอนันต 

 พิจารณาฟงกชัน 
2

2

3( )
1
xf x
x




 ไดตารางดังตอไปนี้ 

ตาราง 2.3  คาของ 
2

2

3( )
1
xf x
x




เมื่อ x  มีคาเขาใกล   และ   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x  
2

2

3( )
1
xf x
x




  x  
2

2

3( )
1
xf x
x




 

1  3
2

  1  3
2

 

10  300
101

  10  300
101

 

100  30000
10001

  100  30000
10001

 

1000  3000000
1000001

  1000  3000000
1000001

 

… …  … … 
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 พิจารณากราฟฟงกชัน 
2

2

3( )
1
xf x
x




 ดังตอไปนี้ 

 

 

 

 
 

ภาพประกอบ 2.3  กราฟของฟงกชัน 
2

2

3( )
1
xf x
x




 

  

 จากตารางหรือจากกราฟของฟงกชัน 
2

2

3( )
1
xf x
x




 จะเห็นวา เม่ือ x    แลว คา

ของฟงกชัน ( )f x  มีคาเขาใกล 3  นั่นคอื 
2

2

3lim 3
1x

x
x




 และในทำนองเดียวกัน เมื่อ x    

แลว คาของฟงกชัน ( )f x  มีคาเขาใกล 3  จะได 
2

2

3lim 3
1x

x
x




  

 ในกรณทีั่วไป lim ( )
x

f x L


  หมายความวา เมื่อ x  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมจำกัดแลวคา 

( )f x  มีคาเขาใกลจำนวนจริง
 
L  และในทำนองเดยีวกัน lim ( )

x
f x L


  หมายความวา เมื่อ x  มี

คาลดลงอยางไมจำกัดแลวคา ( )f x  เขาใกลจำนวนจริง
 
L  เขียนเปนบทนิยามไดดังนี ้(เฟองฟา ศรี

จันทพงศ และคณะ, 2553 : 26-27) 

 

 

 

 

 

 

0 
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 บทนยิาม 2.5  

  ให f  เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามบนบางชวงเปด ( , )a  กำหนดให L   

 เปนจำนวนจริง  lim
x

f x L


  (อานวา ลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาสู   เทากับ L  )  

 ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวนจริง 0   จะมีจำนวนจริง 0M   ซึ่ง  f x L     

 ทุก ๆ x M  ให f  เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามบนบางชวงเปด ( , )b  

  
 lim

x
f x L




 
(อานวา ลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาสู   เทากับ L  )  

 ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวนจริง 0   จะมีจำนวนจริง 0M   ซึ่ง  f x L     

 ทุก ๆ x M   

 

 ทฤษฎีบทตาง ๆ เก่ียวกับการมีคาเดียวของลิมิต ลิมิตของฟงกชันคงตัว ลิมิต ผลบวก ผลคูณ 

และผลหาร ของฟงกชันยังคงเปนจริงในกรณีที่ x  มีคาเขาใกลอนันตดวย นอกจากนี้ยังพบความจริง

ที่วาถาให c  เปนจำนวนจริง แลว lim 0
x

c
x
  และ lim 0

x

c
x
  จากบทนิยามดังกลาวสามารถหา

คาลิมิตท่ีอนันตไดดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยาง 2.29  จงหาคา 3 2lim
5 4x

x
x




 

วิธีทำ 

23
3 2lim lim
5 4 45

x x

x
xx

x
x

x
 

             

 

 

23
lim

45

2lim 3

l

4lim

3 2

5

im
5 4 x

x

x

x x

x
x

x

x

x
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2lim 3 lim

4lim 5 lim

3 0
5 0

3
5
}

x x

x x

x

x

 

 











 

ดังนั้น  3 2 3lim
5 4 5x

x
x

 


 

 

ตัวอยาง 2.30  จงหาคา
2

3

2 7 5lim
5 2 1x

x x
x x

 
 

 

วิธีทำ 

3
2 32

3
3

2 3

2 7 5
2 7 5lim lim
5 2 1 2 15

x x

x
x x xx x

x x x
x x

 

                 

 

 

2
3

2 3

3
2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

3

2 7 5

lim
2 15

2 7 5

lim
2 15

2 7 5lim lim lim

2 1lim 5 li

2 7 5lim
5 2

m lim

0 0 0
5 0 1

0
5
0

1

}

}
}

}
}

x x

x

x x x

x x x

x
x x x

x
x x

x x x

x x

x x x

x x

x x
x x 



  

  



             

 


 

 


 

 







 



 

 

ดังนั้น  
2

3

2 7 5lim 0
5 2 1x

x x
x x
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ตัวอยาง 2.31  จงหาคา
6 2

3

3 6 1lim
2x

x x
x x

 


 

วิธีทำ 

6
4 66 2

3
3

2

6 13
3 6 1lim lim
2 12

x x

x
x xx x

x x x
x

 

               

 

 

3
4 6

3
2

3
4 6

3
2

4

6 2

6

2

4 6

3

6 13
lim

12

6 13
lim

12

6 1lim 3

1lim 2

6 1lim 3 lim lim

li

3 6 1lim

m

2

m 2 li

x

x

x

x

x x x

x

x

x

x
x x

x
x

x
x x

x
x

x x
x x

x x

x

x x









  









      
      

            

      




 




 


2
1

3 0 0
2 0

3
2

}
}

x

 




 

ดังนั้น  
4 2

2

3 6 1 3lim
22x

x x
x x
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ตัวอยาง 2.32  จงหาคา
6 2

3

3 6 1lim
2x

x x
x x

 


 

วิธีทำ 

6
4 66 2

3
3

2

6 13
3 6 1lim lim
2 12

x x

x
x xx x

x x x
x

 

               

 

 

3
4 6

3
2

3

6 2

3

4 6

3
2

4 6

2

4 6

6 13
lim

12

6 13
lim

12

6 13
lim

12

6 1lim 3 li

3 6 1lim

m lim

lim 2

2 x

x

x

x x x

x

x

x
x x

x
x

x
x x

x
x

x x

x

x x

x x
x x 





  





      
      

       
      

       




  


 


2
1lim

3 0 0
2 0

3
2

}
}

x x


  


 

 

   

 

ดังนั้น  
4 2

2

3 6 1 3lim
22x

x x
x x
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ตัวอยาง 2.33  จงหาคา
5 3

3

5 2 7lim
2 1x

x x
x

 


 

วิธีทำ 

6
3 65 3

3
3

3

5 2 7
5 2 7lim lim

2 1 12
x x

x
x x xx x

x x
x

 

               

 

 

6
3 6

3
3

3
3 6

3
3

3 6

3

3 6

5 3

3

5 2 7

lim
12

5 2 7

lim
12

5 2 7

lim
12

5 2 7lim lim lim

1

5

lim 2 li

2 7lim
2 1

m

x

x

x

x x x

x

x

x

x
x

x x x

x
x

x
x x x

x
x

x x x

x

x x x

x
x  





  

 

      
      

      
      

      




 




 


3

0 0 0
2 0

0
2

0

}
}
}

x

 





 

 

ดังนั้น  
5 3

3

5 2 7lim 0
2 1x

x x
x
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ขอสังเกต 2.3 

  จากตัวอยางที่ผานมาจะสังเกตไดวาถา 0 1( ) n
nP x a a x a x     และ 

0 1( ) m
mQ x b b x b x     เปนฟงกชันพหุนามโดยท่ี 0na   และ 0mb  แลว  

   

,( )lim
( ) 0,

n

mx

a
n mP x b

Q x n m


   

  และ 
,( )lim

( ) 0,

n

mx

a
n mP x b

Q x n m


   

 

  

 2.3.2 ลิมิตคาอนันตท่ีจุด x a  

 พิจารณาฟงกชัน ( )
1

xf x
x




 ไดตารางดังตอไปนี้ 

 

ตาราง 2.4  คาของ ( )
1

xf x
x




 เม่ือ x  มีคาเขาใกล 1   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

x  ( )
1

xf x
x




  x  ( )
1

xf x
x




 

0.5 -1  1.5 3 

0.9 -9  1.1 11 

0.99 -99  1.01 101 

0.999 -999  1.001 1001 

0.9999 -9999  1.0001 10001 

… …  … … 
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พิจารณากราฟฟงกชัน ( )
1

xf x
x




 ดังตอไปนี้ 

 

 

 
 

 

ภาพประกอบ 2.4  กราฟของฟงกชัน ( )
1

xf x
x




 

  

 จากตารางหรือจากกราฟของฟงกชัน ( )
1

xf x
x




 จะเห็นวา เม่ือ x  เขาใกล 1 ทางขวา

( 1)x   นั้น คาของ ( )f x  เขาสู อนันต( )  และเมื่อ x  เขาใกล 1 ทางซาย( 1)x   นั้นคาของ 

( )f x  เขาสู ลบอนันต( )  ในกรณีเชนนี้เราไดวา  

   
1

lim
1x

x
x

 


 และ 
1

lim
1x

x
x

 


 

ในทำนองเดียวกันจะไดวา 

   
1

lim
1x

x
x

       
 และ 

1
lim

1x

x
x

       
 

และ 

   
2

1
lim

1x

x
x

        
 และ 

2

1
lim

1x

x
x

        
 

 

 

 

0 
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 ในกรณทีั่ว ๆ ไปถา  lim
x a

f x


   ( หรือ   ) และ  lim
x a

f x


   ( หรือ   ) มี

ความหมายดังบทนิยามตอไปนี ้(สมเกียรติ พานอย และคณะ, 2543 : 31-33) 

 

 บทนิยาม 2.6 

  lim
x a

f x


  (อานวาลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางขวาเทากับ   ) 

ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา a x a     แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  (อานวาลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางขวา 

เทากับ   ) ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา a x a      

แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  (อานวาลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางซายเทากับ   ) 

ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา a x a    แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  (อานวาลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางซาย 

เทากับ   ) ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา a x a     

แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  ก็ตอเมื่อ    lim lim
x a x a

f x f x
  

    หรือ ทุก ๆ  

จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา 0 x a     แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  ก็ตอเมื่อ    lim lim
x a x a

f x f x
  

    หรือ ทุก ๆ 

จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา 0 x a     แลว ( )f x M  

 

 

 ทฤษฎีบท 2.9 

  1.  
1lim

( )nx a x a



 

  2.  
,1lim ,( )nx a x a

  
 

 

 

n  เปนเลขคู 
n  เปนเลขคี่ 
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ตัวอยาง 2.34  จงหาคา
 23

1lim
( 3)x x 

  

วิธีทำ เนื่องจาก 23

1lim
( 3)x x




 

 และ 23

1lim
( 3)x x




 

ดังนั้น
  23

1lim
( 3)x x




 

 

ตัวอยาง 2.35  จงหาคา 32

1lim
( 2)x x 

  

วิธีทำ เนื่องจาก 32

1lim
( 2)x x




 

 และ 32

1lim
( 2)x x




 

ดังนั้น
  32

1lim
( 2)x x 

 ไมมีลิมิต 

 

ตัวอยาง 2.36  จงหาคา 
0

1lim
x x

  

วิธีทำ เนื่องจาก 
0

1lim
x x

   

 และ 
0

1lim
x x

   

ดงันั้น
  0

1lim
x x

 ไมมีลิมิต 

 

 ทฤษฎีบท 2.10   

  ให lim ( )
x a

f x L


  และ lim ( )
x a

g x I


  เม่ือ L R  และ 

  I  หรือ   จะไดวา  

  1. lim ( ) ( )
x a

g x f x I
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 ทฤษฎีบท 2.10(ตอ) 

 

  2. 
, 0

lim ( ) ( ) , 0
, 0

x a

I L
f x g x L

L


         

     

          ( )lim 0
( )x

f x
g x

    เมื่อ 0L   

  3. ( )lim 0
( )x a

f x
g x

  

  4. 
,

lim ( ) ,
n

x a

I
g x



 
 

  5. 
,

lim ( ) ,
n

x a

I
g x



 
 

 

 

ขอสังเกต 2.4 

 1. ทฤษฎีบท 2.10 ยังคงเปนจริงสำหรับกรณีลิมิตทางซาย และลิมิตทางขวาของ f  และ g   

 2. ถา 0L   แลว lim ( ) ( )
x a

f x g x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด แลวลิมิตนี้อาจจะหาคาไดหรือ

หาคาไมได ตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.37  จงหาคา
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


  เม่ือกำหนด 
2

1( )f x
x

 และ ( )g x x  

วิธีทำ พิจารณา
20 0

1lim ( ) lim
x x

f x
x  

    

 และ 
0 0

lim ( ) lim 0
x x

g x x
  

   

 จะไดวา 
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด ( 0 ) 

 แต
 

23 3
lim ( ) ( ) lim
x x

xf x g x
x  

   

 เปนเลขค่ี 

 เปนเลขคู และ  

 เปนเลขค่ี 
 เปนเลขคู 

และ I   
และ I   



90 

 

  0

1lim

]
x x




 

ดังนั้น  
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


    

 

ตัวอยาง 2.38  จงหาคา
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


  เม่ือกำหนด 
1( )f x
x

 และ ( )g x x  

วิธีทำ พิจารณา
0 0

1lim ( ) lim
x x

f x
x  

   

 และ 
0 0

lim ( ) lim 0
x x

g x x
  

   

 จะไดวา 
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด ( 0 ) 

 แต
 3 3
lim ( ) ( ) lim
x x

xf x g x
x  

   

            0
lim 1

1]
x 




 

ดังนั้น  
0

lim ( ) ( ) 1
x

f x g x


   

 

ตัวอยาง 2.39  จงหาคา
3

lim ( ) ( )
x

f x g x


  เม่ือกำหนด 
1( )
3

f x
x




และ 2( ) ( 3)g x x   

วิธีทำ พิจารณา
3 3

1lim ( ) lim
3x x

f x
x  

 


 

 และ 2

3 3
lim ( ) lim( 3) 0
x x

g x x
  

    

 จะไดวา 
3

lim ( ) ( )
x

f x g x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด ( 0 ) 

 แต
 

2

3 3

( 3)lim ( ) ( ) lim
3x x

xf x g x
x  

 


 

     3 3
lim ( lim() 3

0

( ))

]
x x

f x g x x
 

 




 

ดังนั้น  
3

lim ( ) ( ) 0
x

f x g x
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 ดังนั้นการหาคาลิมิตนั้นไมมีหลักเกณฑตายตัวท้ังนี้ตองอาศัย นิยาม ทฤษฎีบทตาง ๆ รวมทั้ง

ขอสังเกตุเพ่ือจะตรวจสอบวาลิมิตนั้นหาคาไดหรือหาคาไมไดดังตัวอยางตอไปนี้ (Ross, F.L. 

Maurice,.W.D. and Frank, G.R., 2001 : 46) 

 

ตัวอยาง 2.40  จงหาคาของ
 32

1lim 5
( 2)x x

 
   

  

วิธีทำ จาก 
3 32 2 2

1 1lim 5 lim lim 5
( 2) ( 2)x x xx x    

 
      

 

 และ 32

1lim
( 2)x x




, 
2

lim 5 5
x 

  

 โดยทฤษฎีบท 2.10 ขอ 1  

ดังนั้น  
32

1lim 5
( 2)x x

 
     

 

 

ตัวอยาง 2.41  จงหาคาของ
 21

1lim
1x x 

  

วิธีทำ จาก 21 1

1 1lim lim
( 1)( 1)1x x x xx  


 

 

    
1

1 1

1 1lim
( 1) ( 1)

1 1lim lim
( 1) ( 1)

x

x x

x x

x x



 



 

 
     

 
 

 

 และ 
1

1lim
( 1)x x

 


, 
1

1 1lim
( 1) 2x x




 

 

 โดยทฤษฎีบท 2.10 ขอ 2  

ดังนั้น  
21

1lim
1x x
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ตัวอยาง 2.42  จงหาคาของ
 23

5lim
3x x x 

  

วิธีทำ จาก 23 3

5 5lim lim
( 3)3x x x xx x  




 

       3

3 3

5 1lim
3

5 1lim lim
3

x

x x

x x

x x



 



 

 
    

 


 

 และ 
3

5 5lim
3x x

 , 
3

1lim
3x x



 

 

 โดยทฤษฎีบท 2.10 ขอ 2  

ดังนั้น  
23

5lim
3x x x




 

 

ตัวอยาง 2.43  จงหาคาของ
 

2

2
lim 5( 2)
x

x


   

วิธีทำ จาก 2

2 2

2

5lim 5( 2) lim
1

( 2)

x x
x

x

 
   

 
  

 

        

2

2

2

22

5lim
1

( 2)

lim 5

1lim
( 2)

]
x

x

x

x

x







  
 
  





 

 และ 
2

lim 5 5
x

 , 22

1lim
( 2)x x




 

 โดยทฤษฎีบท 2.10 ขอ 3  

ดงันั้น  2

2
lim 5( 2) 0
x

x
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ตัวอยาง 2.44  จงหาคา 
23

1lim
7 12x x x  

 

วิธีทำ จาก 23 3

1 1lim lim
( 3)( 4)7 12x x x xx x  


  

 

                  
3

3 3

1 1lim
( 3) ( 4)

1 1lim lim
( 3) ( 4)

x

x x

x x

x x



 



 

 
     

 
 

 

 และ 
3

1lim
( 3)x x




, 
3

1lim 1
( 4)x x




 

 

 โดยทฤษฎีบท 2.10 ขอ 2  

ดงันั้น
 

23

1lim
7 12x x x

 
 

 

 

ตัวอยาง 2.45  จงหาคา 
2

1lim
2x

x
x




 

วิธีทำ พิจารณา 
2 2

1
1 2lim lim
2 1

1
x x

x x
x

x
  

 
 
    
   
  

 

         
2

2

1lim
2

1lim
1

x

x

x

x













  

  และ 
2

1lim
2x x



, 

2

1 1lim
1 3x x



 

 โดยทฤษฎีบท 2.10 ขอ 2   

  ได 
2

1lim
2x

x
x

 


 

 พิจารณา 
2 2

1
1 2lim lim
2 1

1
x x

x x
x

x
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2

2

1lim
2

1lim
1

x

x

x

x













  

  และ 
2

1lim
2x x



, 

2

1 1lim
1 3x x



 

 โดยทฤษฎีบท 2.10 ขอ 2  

  ได 
2

1lim
2x

x
x

 


 

 เนื่องจาก
2 2

1 1lim lim
2 2x x

x x
x x  

 
 

 

ดงันั้น  
2

1lim
2x

x
x




 ไมมีลิมิต 

 

 2.3.3 ลิมิตคาอนันตท่ีจุดอนันต 

 พิจารณาฟงกชัน 3( )f x x  ไดตารางดังตอไปนี้ 

ตาราง 2.5  คาของ 3( )f x x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

x  
3( )f x x   x  

3( )f x x  

1 1  -1 -1 

2 8  -2 -8 

3 27  -3 -27 

4 64  -4 -64 

5 125  -5 -125 

10 1000  -10 -1000 

… …  … … 
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 พิจารณากราฟฟงกชัน 3( )f x x  ดังตอไปนี้ 

 

 

 
 

 

ภาพประกอบ 2.5  กราฟของฟงกชัน 3( )f x x  

 

 จากตารางและรูปภาพจะเห็นวาเมื่อ x  จะทำให 3( )f x x    นั้นหมายความ

วา 3lim
x

x


   ในทำนองเดียวกัน x  จะทำให 3( )f x x    ก็หมายความวา 

3lim
x

x


   ในกรณีทั่ว ๆ ไป ลิมิตคาอนันตที่จุดอนันต นั้นมีความหมายดังบทนิยามตอไปนี้ 

(เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ, 2553 : 35-40) 

 

 บทนิยาม 2.7  

  1. lim ( )
x

f x


  ก็ตอเม่ือ ทุก ๆ คา 0M   จะมีคา 0N    

 ซึ่งถา x N แลว ( )f x M  

  2. lim ( )
x

f x


  ก็ตอเม่ือ ทุก ๆ คา 0M   จะมีคา 0N    

 ซึ่งถา x N แลว ( )f x M  

 

 

 

0 
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 บทนิยาม 2.7(ตอ)  

  3. lim ( )
x

f x


  ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ คา 0M   จะมีคา 0N    

 ซึ่งถา x N  แลว ( )f x M  

  4. lim ( )
x

f x


  ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ คา 0M   จะมีคา 0N    

 ซึ่งถา x N  แลว ( )f x M  

 

 

 ทฤษฎีบท 2.11 

  ให n N  จะไดวา  

   1.

 

lim n

x
x


   

   2. 
,

lim
,

n

x
x



 
 

 

ตัวอยาง 2.46   

 
lim
x

x


  

 
lim
x

x


  

 
2lim

x
x


  

 
5lim

x
x


   

 
4lim

x
x


   

 

 ทฤษฎีบท 2.12 

  ให lim ( )
x

f x L


  และ lim ( )
x

g x I


  โดยที่ L R   

 และ I (หรือ) 

   1. lim ( ) ( )
x

g x f x I


      
 

 เปนเลขค่ี 
 เปนเลขคู 
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 ทฤษฎีบท 2.12(ตอ) 

   2. ถา 0L   แลว 

    2.1 
,( )lim ( ) ( ) lim
,( )x x

Ig xf x g x
If x 

       
  

    2.2 ( )lim 0
( )x

f x
g x

   

   3. 
,

lim ( )
,x

I
g x



 
 

 

   4. 
,

lim ( )
,

n

x

I
g x



 
 

 

 

 ทฤษฎีบท 2.13 

  ให lim ( )
x

f x I


  และ lim ( )
x

g x J


  โดยที่ I  (หรือ) 

 และ J   (หรือ) จะไดวา 

   1. 
,

lim ( ) ( )
,x

f x g x


      
 

   2. 
,

lim ( ) ( )
,x

f x g x


      
 

 

 

 ทฤษฎีบท 2.14 

  ให 0 1( ) n
nP x a a x a x     และ 0 1( ) m

mQ x b b x b x      

 เปนฟงกชันพหุนามระดับขั้น n  และ m  ตามลำดับ ถา n m  แลวจะไดวา  

  ( )lim lim
( )

n mn
x x

m

aP x x
Q x b



 

 
     

 

 
 

 เปนเลขค่ี 

 เปนเลขคู 

 เปนเลขค่ี 
 เปนเลขคู และ  

 
 

 และ  มีเครือ่งหมายเหมือนกัน 
 และ  มีเครื่องหมายตางกัน 
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หมายเหตุ 

 1. เมื่อเราแทน x    ดวย x    ในทฤษฎีบท 2.12, 2.13 และ 2.14 จะไดวา

ทฤษฎียังคงเปนจริง 

 2. 
( )

( )lim
( )x

x

f x
g x



 จะเรียกวาอยูในรูปแบบไมกำหนด 



 และ 
( )

lim ( ) ( )
x
x

f x g x



     ซึ่ง

ถา I J  ก็อยูในรูปแบบไมกำหนด , และในทฤษฎีบท 2.12 เมื่อ 0L   

( )

lim ( ) ( )
x
x

f x g x



     อยูในรูปแบบไมกำหนด 0 ,0 ( )    

 

 เม่ือเราทราบทฤษฎีบทตาง ๆ ที่เก่ียวของกับลิมิตที่จุดอนันตที่กลาวมาแลวเราสามารถหาคา

ลิมิตไดดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.47  จงหาคาของ
 

3lim( 2)
x

x


   

วิธทีำ จาก 3 3lim( 2) lim lim2
x x x

x x
  

    

 และ 3lim
x

x


 , lim 2 2
x

  

 

 โดยทฤษฎีบท 2.12 ขอ 1  

ดังนั้น  3lim( 2)
x

x


   

 

ตัวอยาง 2.48  จงหาคาของ
 

3lim ( 5)
x

x


   

วิธีทำ จาก 3 3lim ( 5) lim lim 5
x x x

x x
  

    

 และ 3lim
x

x


 , lim 5 5
x

  

 

 โดยทฤษฎีบท 2.12 ขอ 1  

ดังนั้น  3lim ( 5)
x

x
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ตัวอยาง 2.49  จงหาคาของ
 

2lim (3 4 )
x

x


   

วิธีทำ จาก 2 2lim (3 4 ) lim 3 lim ( 4 )
x x x

x x
  

     

 จากทฤฎบีท 2.12 ขอ 2.1 ได 2lim ( 4 )
x

x


   

 เพราะ 2lim
x

x


  และ lim 4 4
x

   

 และ lim 3 3
x

 ,  

 โดยทฤษฎีบท 2.12 ขอ 1  

ดังนั้น  2lim (3 4 )
x

x


   

 

ตัวอยาง 2.50  จงหาคาของ
 3

2lim
x x

  

วิธีทำ จาก 3 3

lim 22lim
lim
x

x
x

x x





  

 และ lim 2 2
x

 , 3lim
x

x


  

 โดยทฤษฎีบท 2.12 ขอ 2.2  

ดังนั้น  
3

2lim 0
x x

  

 

ตัวอยาง 2.51  จงหาคาของ
 

2lim(3 1)
x

x x


    

วิธีทำ จาก 2 2lim(3 1) lim 3 lim lim1
x x x x

x x x x
   

      

 และ 2lim3
x

x


, lim
x

x


 , lim1 1
x

  

 โดยทฤษฎีบท 2.13 ขอ 1 และ 2.12 ขอ 1 

ดังนั้น  2lim(3 1)
x

x x
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ตัวอยาง 2.52  จงหาคาของ
 

3lim ( )
x

x x


   

วิธีทำ จาก 3 3lim ( ) lim lim
x x x

x x x x
  

    

 และ 3lim
x

x


 , lim
x

x


  

 โดยทฤษฎีบท 2.13 ขอ 1  

ดังนั้น  3lim ( )
x

x x


   

 

ตัวอยาง 2.53  จงหาคาของ
 

2lim( )
x

x x


   

วิธีทำ  เนื่องจาก 2lim( )
x

x x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด ทำไดดังตอไปนี ้ 

 
2lim( ) lim ( 1) lim lim( 1)

x x x x
x x x x x x

   
       

 และ lim
x

x


 , lim( 1)
x

x


   

 โดยทฤษฎีบท 2.13 ขอ 2 

ดังนั้น  2lim( )
x

x x


   

 

ตัวอยาง 2.54  จงหาคาของ
 

3 2lim (1 )
x

x x


   

วิธีทำ จาก 3 2 3 2lim (1 ) lim lim (1 )
x x x

x x x x
  

     

 และ 3lim
x

x


 , 2lim (1 )
x

x


   

 โดยทฤษฎีบท 2.13 ขอ 2  

ดังนั้น  3 2lim (1 )
x

x x


   

 

ตัวอยาง 2.55  จงหาคาของ
 

23 1lim
2 1x

x x
x

  


  

วิธีทำ เนื่องจาก 
23 1lim
2 1x

x x
x

  


 อยูในรูปแบบไมกำหนด ทำไดดังตอไปนี้ 
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2
22

2

2

1 13
3 1lim lim
2 1 12

1 13
lim

12

1 13
lim lim

12

x x

x

x x

x
x xx x

x x
x

x
x x

x

x xx

x

 



 

                 
       



  
 



 

 และ lim
x

x


 , 
2

1 13 3lim
1 22

x

x x

x


  
 


 โดยทฤษฎีบท 2.12 ขอ 2 

ดังนั้น  
23 1lim
2 1x

x x
x

    


 

 

2.4 ความตอเนื่องของฟงกชัน 

 พิจารณากราฟฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x    

 

 
 

ภาพประกอบ 2.6  กราฟของฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x    

 

0  
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 จากภาพประกอบ 2.6  กราฟของฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x    นั้นไมมีการขาดตอน แตถา

หากเราพิจารณาที่จุดหนึ่ง ๆ เชนพิจารณากรณีท่ี 2x   ก็จะเห็นวา กราฟของฟงกชันนั้นก็ไมขาด

ตอนที่จุดดังกลาว ดังนั้นจึงกลาวไดวาฟงกชัน ( )f x  ตอเนื่องที่จุด 2x  นั่นเอง แตถาหากเรา

ตองการตรวจสอบวา ( )f x  นั้นตอเนื่องที่จุด 100x   หรือไม ก็เปนการยากที่เราจะสามารถเขียน

กราฟของฟงกชันเพ่ือที่จะตรวจสอบจุดที่ตองการไดทุกจุด ดังนั้นการจะตรวจสอบวาฟงกชันตอเนื่อง

หรือไมตอเนื่องตรวจสอบเพ่ือความงายสะดวกและรวดเร็วจะใชนิยามตอไปนี้ในการตรวจสอบ (ชัย

สงคราม เครือหงส, 2544 : 41-42) 

 

 บทนิยาม 2.8 

  กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง และ a R   

 จะกลาววา f  ตอเนื่องที่จุด x a  ก็ตอเม่ือ 

   1. ( )f a  หาคาได 

   2. lim ( )
x a

f x


หาคาได 

   3. ( ) lim ( )
x a

f a f x


   

 ถา  f  ไมสอดคลองกับเงื่อนไขขอใดขอหนึ่งขางบนนี้ ก็แสดงวา f  ไมตออเนื่องที่จุด x a  

 

 จากบทนิยาม 2.8 นั้นเราสามารถตรวจสอบฟงกชันวาตอเนื่องหรือไมตอเนื่องนั้นเปนการงาย

โดยเราไมตองวาดกราฟของฟงกชันใหเสียเวลา ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.56  จงพิจารณาวาฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x    ตอเนื่องที่ 2x   หรือไม 

วิธีทำ เนื่องจาก 3(2) 2 5(2) 1 1f       หาคาได 

 และ 3

2
lim( 5 1) 1
x

x x


    

 ได 3

2
lim( 5 1) (2)
x

x x f


    

ดังนั้น  ฟงกชัน 3(2) 5 1f x x   ตอเนื่องที่ 2x   
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ตัวอยาง 2.57  กำหนดให 

 
2

3

4, 2
( )

, 2]
x x

f x
x x

    
 

จงตรวจสอบวา ( )f x  ตอเนื่องที่ 2x   หรือไม 

วิธีทำ 1.  3(2) 2 8f    หาคาได 

 2.  
2

lim ( ) 8
x

f x


  เพราะวา  

  
3

2 2
lim ( ) lim 4 8
x x

f x x
  

    

  3

2 2
lim ( ) lim 8
x x

f x x
  

   

 3.  เนื่องจาก 
2

lim ( ) (2)
x

f x f


  

ดังนั้น  ฟงกชัน ( )f x ตอเนื่องที่ 2x   

 

ตัวอยาง 2.58  กำหนดให

 

 

2

3

4, 2

( ) 5, 2

, 2

]
]

x x

f x x

x x

    

 

จงตรวจสอบวา ( )f x ตอเนื่องที่ 2x  หรือไม 

วิธีทำ 1.  (2) 5f   หาคาได 

 2.  
2

lim ( ) 8
x

f x


  เพราะวา 

  2

2 2
lim ( ) lim 4 8
x x

f x x
  

    

  3

2 2
lim ( ) lim 8
x x

f x x
  

   

 3.  เนื่องจาก 
2

lim ( ) (2)
x

f x f


  

ดังนั้น  ฟงกชัน ( )f x  ตอเนื่องที่ 2x   
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ตัวอยาง 2.59  กำหนดให 

 
2 20( )

5
x xf x

x
 


 

จงตรวจสอบวา ( )f x  ตอเนื่องที่ 5x   หรือไม 

วิธีทำ เนื่องจาก  
2( 5) ( 5) 20 05
( 5 5) 0

f      
 

 หาคาไมได 

 จึงไมตองพิจารณาขอที่ 2 และ 3 ตอ 

ดังนั้น  ฟงกชัน ( )f x  ไมตอเนื่องที่ 5x   

 

ตัวอยาง 2.60  กำหนดให 

 

2 3, 3
( )

2 1, 3]
x x

f x
x x

     
 

จงตรวจสอบวา ( )f x  ตอเนื่องที่ 3x  หรือไม 

วิธีทำ 1.  2(3) 3 3 12f     

 2.  
3

lim ( )
x

f x


 ไมมีลิมิตเพราะวา 

  
3 3

lim ( ) lim 2 1 2(3) 1 5
x x

f x x
  

      

  2 2

3 3
lim ( ) lim 3 (3) 3 12
x x

f x x
  

      

 ไมตองพิจารณาขอ 3 ตอ 

ดังนั้น  ฟงกชัน ( )f x  ไมตอเนื่องที่ 3x   

 

2.5 สรุปทายบทที่ 2 

 ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชันนั้นเปนพื้นฐานที่สำคัญอยางยิ่งในการศึกษาเนื้อหาตาง ๆ

ในบทถัดไป จากการที่ไดศึกษาเรื่องลิมิตนั้นทำใหเห็นถึงความหมายของลิมิตไดอยางชัดเจนมากยิ่งข้ึน 

ดังนั้นเมื่อเราไดรูความหมายของลิมิตแลวนั้นเราก็จะสามารถพิสูจนลิมิตโดยใชบทนิยามของลิมิตได ซึ่ง

จะแสดงใหเห็นไดอยางชัดเจนวาลิมิตนั้นคืออะไร และทำใหสามารถแสดงการเขียนลิมิต พรอมทั้ง
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ตรวจสอบวาแตละฟงกชันนั้นมีหรอืไมมีลิมิตก็ไดโดยใชทฤษฎีตาง ๆ ที่เก่ียวของ โดยหลักที่สำคัญตอง

พิจารณาการหาคาลิมิตนั้นก็คือตองพิจารณาลิมิตทางซายและลิมิตทางขวากอนเสมอ ยกเวนกรณลีิมิต 

(คาจริง) ที่จุดอนันต และลิมิตคาอนันตที่จุดอนันต สวนการพิจารณาวาฟงกชันที่กำหนดใหนั้นตอเนือ่ง

หรือไมตอเนื่อง ณ จุดใดx a  หรือไมนั้น ก็ตรวจสอบแควา ( ) lim ( )
x a

f a f x


  หรอืไมถาเปนจริง

แสดงวาฟงกชัน ( )f x  ตอเนื่องที่จุด x a  
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คำถามทายบท 

 

1. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

1.1 
 

 
2

lim 3
x

x


   1.2   2

5
lim 5
x

x


  

  1.3  
2

1

1lim
1x

x
x




  1.4  
 

2

2
lim

2x

x x
x




 

  1.5  
 

0

2
lim
x

x x
x


 

 

2. จงใชบทนิยามพิสูจนลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ 

 2.1   
2

lim 1 3
x

x


     2.2   
3

lim 8 5
x

x


   

  2.3  2

3
lim 9
x

x


    2.4  
1

1 1lim
2 3x x



 

 

3. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

 3.1 
 

 
2

lim 3
x

x


    3.2   
2

lim 3
x

x


  

  3.3   2

5
lim 5
x

x


    3.4   2

5
lim 5
x

x


  

  3.5  
1

2lim
1x x 

   3.6  
1

2lim
1x x 

 

  3.7  
 

22

2
lim
x

x x
x


   3.8  

 
22

2
lim
x

x x
x


 

  3.9  
 2

0

2
lim
x

x x
x


   3.10  

 2

0

2
lim
x

x x
x


 

 

4. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

  4.1  
5

lim 6
x

x


    4.2   2

3
lim 3
x

x


    

  4.3  
 

21

2
lim
x

x x
x


   4.4  

 
2

2
lim
x

x x
x
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  4.5  
1

2lim
x

x x
x


   4.6  

  2

21

1 2 3
lim

1x

x x x

x

  


 

  4.7  
3

lim 3
x

x


    4.8  
7

3lim
1x

x x
x




 

  4.9  
 2

21

1 2 3
lim

1x

x x x

x

  


  4.10  

2

2
lim

2x

x
x




 

  4.11 
 2

2 5
lim

2x

x x
x

 


  4.12  
 2

1

2 1
lim

1x

x x

x

 


 

  4.13  
2

1

3 2lim
1x

x x
x

 


  4.14  
2

1

3 2
lim

1x

x x

x

 


  

 

5. กำหนดให 

2, 0

( ) 3, 0

1, 0

]
]

x

f x x

x

   

 จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

  1. 
 1
lim ( )
x

f x


 

  2.  
0

lim ( )
x

f x


 

  3. 
 3
lim ( )
x

f x


 

 

6. กำหนดให 
2 3, 4

( )
3 1, 4]
x x

f x
x x

     
จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี ้(ถาลิมิตหาคาได) 

 1 
 3
lim ( )
x

f x


 

 2 
 4
lim ( )
x

f x


 

3 
 5
lim ( )
x

f x
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7. กำหนดให 2

2 3, 3

( ) 1, 3

3 2, 3

]
]

x x

f x x x

x x

      

จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี ้(ถาลิมิตหาคาได) 

 1  
1

lim ( )
x

f x


 

2 
 3
lim ( )
x

f x


 

3  
5

lim ( )
x

f x


 

 

8. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

 8.1 
 3

1lim
3x x 

    8.2  
 22

lim
2x

x

x 
 

  8.3  
 23

1lim
3x x 

   8.4  
23

lim
3x

x
x x 

 

8.5  
27

1lim
5 14x x x  

   8.6  
22

lim
5 14x

x
x x  

 

8.7  
 
2

21

6 7lim
1x

x x

x

 


   8.8  

2

7

6 7lim
7x

x x
x

 


 

 

9. จงหาคา
1

lim ( )
x

f x


 เม่ือกำหนดให 

2

1 , 1
1( )

2 , 1
( 1)

]
x

xf x
x

x

     

 (ถาลิมิตหาคาได) 

 

10. จงหาคา 
7

lim ( )
x

f x


 เม่ือกำหนดให 
2

2

1 , 7
5 14

( )
2 , 7

5 14
]

x
x x

f x
x x

x x

        

(ถาลิมิตหาคาได) 
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11. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

11.1  
5

3lim
x x    

 11.2  7 3lim
2x

x
x




 

  11.3  
4 2

4

2 3 3lim
2 1x

x x
x x

 
 

  11.4  
3 2

4

2 8lim
3 5x

x x
x x

 
 

 

 11.5  
4 2

5

2 2 7lim
3 5x

x x
x x

 
 

  11.6  
2

2 8lim
3x

x
x x


 

 

 11.7  
2

2 1lim
3x

x
x x


 

  11.8  
2

4 2

3 1lim
3x

x
x x


 

 

11.9  
2

4 2

3 1lim
3x

x
x x


 

  11.10  4 2lim 3
x

x x


   

 

 

12. จงพิจารณาวาฟงกชันแตละขอตอไปนี้ตอเนื่องที่จดุที่กำหนดหรือไม 

  12.1  ( ) 3f x x     ที ่ 1x   

  12.2  
2 3, 4

( )
3 1, 4]
x x

f x
x x

     
 ที ่ 4x   

  12.3  

2, 0

( ) 3, 0

1, 0

]
]

x

f x x

x

   

  ที ่ 0x   

  12.4  2

2 3, 3

( ) 1, 3

3 2, 3

]
]

x x

f x x x

x x

      

 ที ่ 3x   

  12.5  

2 4, 2

( ) 5 , 2

2, 2

]
]

x x

f x x

x x

     

 ที ่ 2x   
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  12.6  

2 4, 3

( ) 5 , 3

2, 3

]
]

x x

f x x

x x

       

 ที่ 3x   

  12.7  

22 2, 4

( ) , 4

5, 4

]
]

x x

f x x x

x x

     

 ที่ 4x   

 

13. กำหนด

 

2 1, 1

( ) 2 1, 1 3

2, 3

]
]

x x

f x x x

x x

       

 

จงพิจารณาวาฟงกชัน  f x ตอเนื่องที่จุดที่กำหนดใหหรือไม 

   1  0x   

2  1x   

3  2x   

4  3x   

5  4x   
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5. การหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ  

6. การหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลัง 

7. การหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย 

8. อนุพันธอันดับสูง 
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6. สามารถหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลังได 

7. สามารถหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยายได 

8. สามารถหาอนุพันธอันดับสูงได 
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1.3 การหาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิต  
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สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 
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3. แบบทดสอบ 

4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน 
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บทที่ 3 

อนุพันธของฟงกชัน 

 

 คณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1 นั้นเปนสวนหนึง่ของวิชาที่เรียกวา แคลคูลัส ซึ่งแคลคูลัส

นั้นเปนคณติศาสตรแขนงหนึ่งที่มี ไอแซก นิวตัน นักคณิตศาสตรชาวอังกฤษ และ กอตตฟรีด วิลเฮลม 

ไลบนิตซ นักคณิตศาสตรชาวเยอรมัน เปนผูใหกำเนิด ซึ่งมีประโยชนตอวิทยาการในสาขาตาง ๆ 

มากมาย เชน ฟสิกส เคมี ชีววิทยา วิศวกรรมศาสตร ดาราศาสตร เศรษฐศาสตร สังคมวิทยา และ

พฤติกรรมทางจิตวิทยา ตลอดจนเปนพ่ืนฐานของการศกึษาคณติศาสตรสาขาอื่น ๆ แทบทุกสาขา 

ดังนั้นสำหรับเรื่องอนุพันธของฟงกชัน ก็เปนสวนหนึ่งของรายวิชาคณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1

เชนกัน โดยกลาวถึงอัตราการแปรคา อัตราการแปรคาชั่วขณะ สวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการ

เปลี่ยนแปลงเฉลี่ย ซึ่งมีประโยชนอยางกวางขวางในการแกปญหาตาง ๆ ซึ่งจะกลาวในบทที่ 4 เรื่อง

การประยุกตอนุพันธ และจากบทที่ 2 เรื่องลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชันที่ผูเรียนไดศกึษาผานมา

นั้นเปนการหาเฉพาะลิมิตของฟงกชันพีชคณิตเทานั้น สวนในบทนี้จะแบงการหาอนุพันธออกเปน 2 

ประเภท คืออนุพันธของฟงกชันพีชคณติ และอนุพันธของฟงกชันอดิศัย กอนที่จะศึกษาอนุพันธของ

ฟงกชันนั้น เราจะศึกษาสวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของฟงกชันเพ่ือนใหผูเรียนได

ศึกษาเรื่องอนุพันธไดเขาใจดียิ่งข้ึนน 

 

3.1 สวนเปลีย่นแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ย 

โดยทั่ว ๆ ไปสำหรับ ( )y f x  จะไดวาเมื่อ x  มีคาเปลี่ยนไปคาของฟงกชัน ( )f x  ก็

เปลี่ยนไปดวยคอืเมื่อ x  เปลี่ยนจาก x  ไปเปน x x  คาของฟงกชันจะเปลี่ยนจาก ( )f x   

ไปเปน ( )f x x  ดังนั้นปริมาณการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนี้คือ ( ) ( )f x x f x   ในขณะ

ที่ปริมาณเปลี่ยนแปลงของ x  คือ x  และเรียกอัตราสวน ( ) ( )f x x f x
x

  


 วา อัตราการ

เปล่ียนแปลงเฉลี่ย (เฟองฟา ศรจีันทพงศ และคณะ, 2553 : 53) 

พิจารณา 2( ) 1f x x   ถา x  เปลี่ยนจาก 2  ไปเปน 5  คา 3x   จะไดอัตราการ

เปลี่ยนแปลงเฉลี่ยเทากับ 21  ถา x  เปลี่ยนจาก 2  ไปเปน 3  คา 1x   อัตราการเปลี่ยนแปลง

เฉลี่ยมีคาเทากับ 5  ถา x  เปลี่ยนจาก 2  ไปเปน 2.1  คา 0.1x   อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยมี

 



118 

คาเทากับ 4.1  และถา x  เปลี่ยนจาก 2  ไปเปน 2.01  คา 0.01x   จะไดอัตราการ

เปลี่ยนแปลงเฉลี่ยเทากับ 4.01  ตอไปเรื่อย ๆ 

 

 จะเห็นไดวาอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ ( )y f x  ขึ้นอยูกับ x  ถาให x  มีคาเขา

ใกล 6  แลวอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยมีคาเขาใกลคาคงตัวคาหนึ่ง เราเรียกอัตราการเปลี่ยนแปลง

เฉลี่ยเมื่อ x  เขาใกลศนูยนี้วาอัตราการเปล่ียนแปลงชั่วขณะ ของ ( )y f x  ในทางคณิตศาสตร

เราเรียกอัตราการเปลี่ยนแปลงของ ( )y f x  ที่ x  ใด ๆ วา อนุพันธ ของ ( )y f x   

 

3.2 อนุพันธของฟงกชัน 

 เลิศ สิทธิโกศล (2541 : 32-33) ไดใหรายระเอียดไวดังตอไปนี ้

กำหนดให ( )y f x  ซึ่งหมายถึง y  เปนฟงกชันที่ขึ้นอยูกับตัวแปร x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.1.  กราฟแสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของฟงกชัน ( )f x  

     ท่ีมา : เลิศ สิทธโิกศล. 2541 : 32  

 

0 
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ถา ( )f x  มีความตอเนื่องทุก ๆ คาของ x  อัตราการเปลี่ยนแปลงของ ( )f x  ในชวง 1x   

ถึง 1( )f x h  คือ 1 1( ) ( )f x h f x
h

 
 อัตราการเปลี่ยนแปลงนี้เรียกวาความชัน กรณทีี่กราฟเปน

เสนตรงหรือ ( )f x  มีการเปลี่ยนแปลงเปนเชิงเสนกับคา x  ความชันจะคงที่ แตถา ( )f x  ไมเปนเชิง

เสนกับ x  หรือกราฟเปนเสนโคงดังรูปอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  หรือ ( )f x  ในชวง 1x  ถึง 

1x h  เปนอัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ย 

 แตถาใหชวงจาก 1x  ถึง 1x h  แคบเขานั่นคอืให h  เขาใกล 0  อัตราการเปลี่ยนแปลง

ดังกลาวก็จะเขาใกลอัตราการเปลี่ยนแปลง ณ ตำแหนง 1x x  นั่นคือ 1 1
0

( ) ( )
lim
h

f x h f x
h

 
 

อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  หรือ ( )f x  ณ 1x x  กรณีทั่วไป 
0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h

    

คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  หรือ ( )f x  ณ คา x  ใด ๆ ซึ่งหมายถึงความชันของกราฟหรือความ

ชันของฟงกชันท่ีจุด x  ใด ๆ นั่นเอง  

 

 บทนิยาม  3.1 

กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชนัท่ีหาอนุพันธไดที ่x a   

ถา 
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
x x x

y f a x f x f x f a
x x x a    

    
  

 หาคาได  

และเขียนแทนคาที่ไดนี้ววา ( )f a  และเรียกวา อนุพันธของ f  ที่ a  นั่นคือ 

0

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
x a x

f x f a f a x f af a
x a x  

    
 

       
    

        0

( ) ( )lim
h

f a h f a
h

   เม่ือกำหนด x h   

 

หมายเหตุ 3.1 

 1. ถา 
0

( ) ( )lim
x

f x f a
x a 




 หาคาไมไดเราจะกลาววาฟงกชัน f  ไมสามารถหาอนุพันธไดท่ี 

x a  
 2. สัญลักษณท่ีใชแทนอนุพันธของ f  ที่ x  ใด ๆ คือ ( )f x  ซึ่งจะเทากับ 

0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h

   และจะเขียนเทนดวย , ( )dy d f x
dx dx

 หรือ y  

 



120 

จากบทนิยาม 3.1 

( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 หาคาไดก็ตอเมื่อ ( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x a x a

f x f a f x f a
x a x a  

 
 

 และจาก 

บทที่ผานมานั้นเราเรียก ( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 วาเปนลิมิตทางขวาของฟงกชัน ( ) ( )f x f a
x a



 และใน

ทำนองเดียวกันก็เรียก ( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 วาเปนลิมิตทางซายของฟงกชัน ( ) ( )f x f a
x a



 ตอไปนี้เรา

จะนิยาม ( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 และ ( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 ในรูปของอนุพันธดังตอไปนี้ 

 

 

 บทนิยาม  3.2 

  ฟงกชัน ( )y f x  เปนฟงกชนัท่ีหาอนุพันธดานขวาไดท่ี x a  ถา 

( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 หาคาได และจะเรียกลิมตินี้วา อนุพันธดานขวา ของ f  ที่ a   

เขียนแทนดวย ( )f a
  

 

 

 บทนิยาม  3.3 

  ฟงกชัน ( )y f x  เปนฟงกชนัท่ีหาอนุพันธดานซายไดท่ี x a  ถา 

( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 หาคาได และจะเรียกลิมตินี้วา อนุพันธดานซาย ของ f  ที่ a   

เขียนแทนดวย ( )f a
  

 

หมายเหตุ 3.2 

0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x a h

f x f a f a h f a
x a h  

  


 

0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x a h

f x f a f a h f a
x a h  
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ตัวอยาง 3.1  จงหาอนุพันธของ 2( ) 2f x x x   

1)  ที่จุด x  ใด ๆ 

2)  ที่จุด 1x   

3)  ที่จุด 2x    

วิธีทำ 1) อนุพันธของ 2( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ คือ 

 

2 2

0 0

2 2 2

0

2 2 2

0

2

0

0

( ) 2( ) 2( ) ( )lim lim

2 2 2 2
lim

2 2 2 2lim

2 2lim

(2 2)lim

]
]

]
]

h h

h

h

h

h

x h x h x xf x h f x
h h

x xh h x h x x
h

x xh h x h x x
h

xh h h
h

x h h
h

 









               

              

     

 

 

 

0
lim(2 2)

2 0 2

2 2]

]
]

h
x h

x

x


  

  

 

 

ดังนั้น  อนุพันธของ 
2( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ คือ 2 2x    

 

วิธีทำ 2) อนุพันธของ 2( ) 2f x x x   ที่จุด 1x    

 จาก ( ) 2 2f x x    

 จะไดวา (1) 2(1) 2 0f      

ดังนั้น  อนุพันธของ 
2( ) 2f x x x  ที่จุด 1x   คือ 0  

 

วิธีทำ 3) อนุพันธของ 2( ) 2f x x x   ที่จุด 2x     

 จาก ( ) 2 2f x x    

 จะไดวา ( 2) 2( 2) 2 6f         

ดังนั้น  อนุพันธของ 
2( ) 2f x x x  ที่จุด 2x    คือ 6  
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ตัวอยาง 3.2  จงหาอนุพันธของ 3( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ 

วิธีทำ อนุพันธของ 3( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ  

3 3

0 0

3 2 2 3 3

0

3 2 2 3 3

0

3 2 2 3 3

0

0

( ) 2( ) 2( ) ( )lim lim

( 3 3 ) (2 2 ) 2
lim

3 3 2 2 2
lim

3 3 2 2 2lim

lim

]
]
]

h h

h

h

h

h

x h x h x xf x h f x
h h

x x h xh h x h x x
h

x x h xh h x h x x
h

x x h xh h x h x x
h

 









               

               

               

      


2 2 3

2 2

0

2 2

0

2

3 3 2

(3 3 2)lim

lim(3 3 2)

3 2

]
]

]
]

h

h

x h xh h h
h

x xh h h
h

x xh h

x





  

  

   

 

ดังนั้น  อนุพันธของ 3( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ คือ 
23 2x   

 

ตัวอยาง 3.3  กำหนด ( )f x x  จงหาคาตอไปนี้ ถาหาคาได 

1)  อนุพันธดานซายของ f  ที่ 0  

2)  อนุพันธดานขวาของ f  ที่ 0  

3)  อนุพันธของ f  ที่ 0  

วิธีทำ 1) อนุพันธดานซายของ f  ที่ 0  คือ 

0

0

0

( ) (0)(0 ) lim
0

0
lim

lim

1]

]
]

x

x

x

f x ff
x

x
x

x
x
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วิธีทำ 2) อนุพันธดานขวาของ f  ที่ 0  คือ 

0

0

0

0

( ) (0)(0 ) lim
0

0
lim

lim

lim

1]

]
]
]

x

x

x

x

f x ff
x

x
x

x
x
x
x



















 











 

เนื่องจาก 
0 0

( ) (0) ( ) (0)lim lim
0 0x x

f x f f x f
x x  

 
 

 จะไดวา 
0

( ) (0)lim
0x

f x f
x




 หาคาไมได 

ดังนั้น  อนุพันธของ f  ที่ 0  หาคาไมได 

 

ตัวอยาง 3.4  กำหนด 3

3 1, 1
( )

1, 1
x x

f x
x x

     
 จงหาคา ( )f x  

วิธีทำ  เราจะแยกพิจารณาเปน 3 กรณีดังตอไปนี้ 

กรณีท่ี 1 1x   

0

0

( ) ( )( ) lim

3( ) 1 3 1
lim ]
h

h

f x h f xf x
h

x h x
h





  

            
 

0

0

0

0

3 3 1 3 1
lim

3 3 1 3 1lim

3lim

lim 3

3

]
]

]
]

h

h

h

h

x h x
h

x h x
h

h
h
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กรณีท่ี 2 1x   

  

0

3 3

0

3 2 2 3 3

0

3 2 2 3 3

0

2 2 3

0

2 2

0

2 2

0

2

( ) ( )( ) lim

( ) 1 1
lim

3 3 1 1
lim

3 3 1 1lim

3 3lim

(3 3 )lim

lim 3 3

3 ]

]
]
]

]
]

]

h

h

h

h

h

h

h

f x h f xf x
h

x h x
h

x x h xh h x
h

x x h xh h x
h

x h xh h
h

x xh h h
h

x xh h

x















  

            

              

     

 

 

  

  

 

กรณีท่ี 3 1x   เนื่องจาก 1x   คาทางซายและทางขวาของฟงกชันตางกันดังนั้นเราจึงตอง

พิจารณาอนุพันธดานซายและอนุพันธดานขวาดังตอไปนี้ 

1
3

1

3

1

( ) (1)(1 ) lim
1

1 3(1) 1
lim

1
1 2lim
1

]
]

x

x

x

f x ff
x

x
x

x
x















 


          


 


 

3

1

2

1

2

1

1lim
1

( 1)( 1)lim
1

lim( 1)

3

]
]

]
x

x

x

x
x
x x x

x

x x
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1

1

1

1

1

1

( ) (1)(1 ) lim
1

3 1 3(1) 1
lim

1
3 1 2lim

1
3 3lim

1
3( 1)lim

1

lim 3

3

]
]

]
]

]
]

x

x

x

x

x

x

f x ff
x
x

x
x
x

x
x
x
x



























 


           


 











 

ดังนั้น  จากทั้งสามกรณสีรุปไดวา 2

3, 1
( )

3 , 1
x

f x
x x

    
 

 

3.3 การหาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิต  

จะเห็นวาการใชนยิามเพ่ือหาคาอนุพันธนั้น จะมีความยุงยากและสับสนเพราะตองอาศัยเรื่อง

ลิมิตในการหาคาซึ่งเสียเวลามากในการคำนวณ โดยการหาอนุพันธนั้นจะสะดวกและรวดเร็วยิ่งข้ึนนั้น

จึงมีการสรางสูตรสำหรับการหาอนุพันธขึ้นมาโดยจะไดกลาวเปนทฤษฎีบทตอ ๆ ไปนี ้(สุรวิทย ตันแตง

ผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ, 2557 : 41) 

 

หมายเหตุ 3.3 

การเขียนอนุพันธของฟงกชัน ( )y f x  สามารถแทนดวย ( )f x , y , dy
dx

 หรือ
 

( )
d

f x
dx

 

 

 ทฤษฎบีท 3.1 

ถา ( )y f x c   เม่ือ c  คือคาคงตัว แลว ( ) 0
d

f x
dx
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ตัวอยาง 3.5  กำหนด 3y  จงหา dy
dx

 

วิธีทำ (3)dy d
dx dx

  

    0   

ดังนัน้ 0dy
dx

  

 

 ทฤษฎบีท 3.2 

ถา ( ) ny f x x   แลว 1( ) n nd df x x nx
dx dx

    

เมื่อ n  เปนจำนวนเต็มบวก 

 

ตัวอยาง 3.6  กำหนด 3y x จงหา dy
dx

 

วิธีทำ  3dy d x
dx dx

  

    23x   

ดังนั้น  23dy x
dx

  

 

ตัวอยาง 3.7  กำหนด 100( )f x x จงหา ( )d f x
dx

  

วิธีทำ    100( )d df x x
dx dx

  

  99100x  

ดังนั้น
  

99100dy x
dx

  

 

 ทฤษฎีบท 3.3 

กำหนดให c  เปนคาคงตัวถา ( ) ( )y f x cu x   เม่ือ ( )u x  เปนฟงกชันที่มี

อนุพันธที ่x  แลว ( ) ( ) ( )d d df x c u x c u x
dx dx dx
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 ทฤษฎีบท 3.4 

ถา ( ), ( )u x v x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( ), ( )u x v x  มีอนุพันธที่ x   

แลว
 

( ) ( ) ( ) ( )d d du x v x u x v x
dx dx dx

       

 

 

 สำหรับทฤษฎีบท 3.1 – 3.4 กลาวถึงการหาอนุพันธของฟงกชันพหุนามโดยใชสูตรอยางงาย 

1n nd cx cnx
dx

  และสูตรเก่ียวกับการหาอนุพันธของผลบวกของฟงกชัน ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 3.8  กำหนด 3 4 5y x x    จงหา dy
dx

 

วิธีทำ 3 4 5( )dy d x x
dx dx

    

3

2

2

4 5

3 4 0

3 4]
]

d d dx x
dx dx dx

dxx
dx

y
dx

x

d   

  

 

 

ดังนั้น  23 4dy x
dx

   

 

ตัวอยาง 3.9  กำหนด 
10 2 1y x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ  10( ) 2 1df x x x
dx

     

  10

9

9

2 1

10 2 0

10 2

]
]

d d dx x
dx dx dx
x

x

f x   







 



 

ดังนั้น 9( ) 10 2f x x    

 

 



128 

ตอไปจะกลาวถึงการหาอนุพันธของผลคณู ผลหารและตัวยกกำลังดังทฤษฎบีทตอไปนี้ 

(ไมตรี ปชาเดชสุวัฒน, 2532 : 31-33) 

 

 ทฤษฎีบท 3.5 

ถา ( ), ( )u x v x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( ), ( )u x v x  มีอนุพันธที่ x  

แลว ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d du x v x u x v x v x u x
dx dx dx

       

 

 

ตัวอยาง 3.10  กำหนด 3 2( ) ( 4)(6 5 )f x x x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ 3 2( ) 4 6 5( )( )df x x x x
dx

     

  3 2 2 3

3 2 2

4 3 4 3

4 3

4 6 5 6 5 4

4 12 5 6 5 3

12 5 48 20 18 15

30 20 48 20

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )]
]

]

d dx x x x x x
dx dx

x x x x x

x x x x x

x x

f

x

x      

    

     

   



 

ดังนั้น  4 3( ) 30 20 48 20f x x x x      

 

ตัวอยาง 3.11  กำหนด 20( ) ( 1)( 5 )f x x x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ   20( ) ( 1)( 5 )df x x x x
dx

     

20 20

19 20

19 20

20 19

( ) ( 1) ( 5 ) ( 5 ) ( 1)

1 20 5 5 (1)

1 20 5 5

20 20 10 5

( )( ) ( )

( )( ) ( )

]
]

]

d dx x x x x x
dx dx

x x x x

x x x x

x x x

f x      

    



    

   

 

ดังนั้น  20 19( ) 20 20 10 5f x x x x      
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ตัวอยาง 3.12  กำหนด 3( ) ( 1)(3 5)f x x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ 3( ) ( 1)(3 5)df x x x
dx

     

  3 3

3 2

3 3 2

3 2

( 1) (3 5) (3 5) ( 1)

1 (3) 3 5 3

3 3 9 15

12 15 3

( ) ( )( )

( ) ( )

]
]

]

d dx x x x
dx dx

x x x

x x x

x x

f x      

   

   

  



 

ดังนั้น
  

3 2( ) 12 15 3f x x x     

 

 ทฤษฎีบท 3.6 

ถา ( ), ( )u x v x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( ), ( )u x v x  มีอนุพันธที่ x  

และ
 
( ) 0v x   แลว 2

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

d dv x u x u x v xd u x dx dx
dx v x v x

 
         

 

 

 

ตัวอยาง 3.13  กำหนด 
3

2

4
6 5
xy
x x




 จงหา dy
dx

 

วิธีทำ 
3

2

4
6 5

dy d x
dx dx x x

        
 

2 3 3 2

2 2

2 2 3

2 2

4 3

2 2

6 5 4) 4 6 5

6 5

6 5 3 4 12 5
6 5

6 10 48 20
6 5

( ) ( ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

]
]

d dx x x x x x
dx dx

x x

x x

d

x x x
x x

x x x
x x

y
dx

    




   


  


 

ดังนั้น  
4 3

2 2

6 10 48 20
6 5( )

dy x x x
dx x x
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ตัวอยาง 3.14  กำหนด 
5

1
3

xy
x x




 จงหา dy
dx

 

วิธีทำ   5

1
3

dy d x
dx dx x x

        
 

5 5

5 2

5 4

5 2

5 4

5 2

3 1 1 3

3

3 1 1 1 15
3

12 15 1
3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

]
]

d dx x x x x x
dx dx

x x

x x

d

x x
x x

x x

x

x

y

x

d

    




   


 


 

ดังนั้น  
5 4

5 2

12 15 1
3( )

dy x x
dx x x

 


 

 

 ทฤษฎีบท 3.7 

ถา ( )u x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( )u x  มีอนุพันธที่ x  

 แลว
 

1[ ( )] [ ( )] ( )n nd du x n u x u x
dx dx

  เม่ือ n  เปนจำนวนเต็ม 

 

 

ตัวอยาง 3.15  กำหนด 5 10( ) ( 4 )f x x x   จงหา ( )f x  

วิธีทำ 5 10( ) ( 4 )df x x x
dx

    

  5 9 5

5 9 4

10( 4 ) ( 4 )

10( 4 ) (5 4)]
dx x x x
dx

x x x

f x 

  

  
 

ดังนั้น  5 9 4( ) 10( 4 ) (5 4)f x x x x     
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ตัวอยาง 3.16  กำหนด 6 101( ) ( 3 1)f x x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ    1016( ) 3 1df x x x
dx

     

6 100 6

6 100 5

101( 3 1) ( 3 1)

101( 3 1) (6

(

3)

)

]
dx x x x
dx

x x x

f x     

 



 
 

ดังนั้น  6 100 5( ) 101( 3 1) (6 3)f x x x x       

 

ตัวอยาง 3.17  กำหนด  
 116

1

3 1
f x

x x


 
 จงหา  f x  

วิธีทำ     116 3 1df x x x
dx


     

     126 6

6 12 5

11 3 1 3 1

11( 3 1) (6 3)]
dx xf x x
dx

x x

x

x





    

   


 

ดังนั้น     126 5( ) 11 3 1 6 3f x x x x


       

 

ทฤษฎีบท 3.8 

สำหรับจำนวนเต็มบวก n  ใด ๆ และ ( ) 0u x   มีอนุพันธที่ x   

แลว 
1 1 11( ) ( ) ( )n nd du x u x u x

dx n dx
           

 

 

 ทฤษฎีบท 3.9 

สำหรับจำนวนตรรกยะ r  ใด ๆ และ   0u x   มีอนุพันธที่ x  

 แลว
 

1[ ( )] [ ( )] ( )r rd du x r u x u x
dx dx
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ตัวอยาง 3.18  กำหนด 2 35( ) ( 4 )f x x x   จงหา ( )f x  

วิธีทำ 2 35( ) ( 4 )df x x x
dx

    

     1 35 5

1 35 4

2 4 4
3

2 ( 4 ) (5 4)
3

]
dx x x x
dx

x x

f x

x





  

  


 

ดังนั้น  1 35 42( ) ( 4 ) (5 4)
3

f x x x x     

 

ตัวอยาง 3.19  กำหนดให 53 2 8y x x    จงหา dy
dx

 

วิธีทำ 53 2 8dy d x x
dx dx

    

1 25

1 25 5

(3 2 8)

1 (3 2 8) (3 2 8)
2

]
d x x
dx

dx x x x
dx

dy
dx



  

    

 

1 25 4

4

1 25

1 (3 2 8) (15 2)
2

15 2
2(3 2 8)

]
x x x

x
x x

   


 

 

ดังนั้น  
4

1 25

15 2
2(3 2 8)

dy x
dx x x


 

 

 

ตัวอยาง 3.20  กำหนดให 
122

3

4
5 2
x xy
x

        
 จงหา y   

วิธีทำ 
122

3

4
5 2

d x xy
dx x

         
 

112 2

3 3

4 412
5 2 5 2
x x d xy x

dxx x
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3 2 2 3
112

3 3 2

(5 2) (4 ) (4 ) (5 2)
412
5 2 (5 2)

d dx x x x x x
dx dxx x

x x
y

 
               




 

112 3 4

3 3 2

4 (2 16 10 20 )12
5 2 (5 2)
x x x x x

x
y

x

        


   
 

ดังนั้น  
112 3 4

3 3 2

4 (2 16 10 20 )12
5 2 (5 2)
x x x x xy
x x

            
 

 

ตัวอยาง 3.21  กำหนดให  3 5(2 ) 3 2 8y x x x x     จงหา dy
dx

 

วิธีทำ 3 5(2 ) 3 2 8dy d x x x x
dx dx

     

1 23 5

1 2 1 23 5 5 3

1 23 5 5

1 25 3

(2 )(3 2 8)

(2 ) (3 2 8) (3 2 8) (2 )

1(2 ) (3 2 8) (3 2 8)
2

3 2 8 2( ) ( )

]
]

d x x x x
dx

d dx x x x x x x x
dx dx

dx x x x x x
dx

dx x

dy
dx

dy
dx

d

x
x

dx

x
d

y 

   

   
                
 
        
 
      

 

1 23 5 4

1 25 2

1 25 3 4 5 2

1 25 7 5 3 2

1(2 ) (3 2 8) (15 2)
2

(3 2 8) (6 1)

1 (3 2 8) (2 )(15 2) 2(3 2 8)(6 1)
2

(3 2 8) (66 21 28 96 16)

]
]

x x x x x

x x x

x x x x x x x x

x x x

dy
dx

x x x







 
       
      

           

      

 

ดังนั้น
  

1 25 7 5 3 2(3 2 8) (66 21 28 96 16)dy x x x x x x
dx
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ตัวอยาง 3.22  กำหนดให  
 223

1

2
f x

x x



 และ 0x   จงหาคาของ  f x  

วิธีทำ 

 223

1( )
2

df x
dx x x

 
 
    
   

 

  2 32

2 32

5 32 2

5 32

1
(2 )

(2 )

2 (2 ) (2 )
3

2 2 4 1
3
( ) ( )

]
]

]

d
dx x x

d x x
dx

dx x x x
d

x

x

x

f

x x







 
     

 

   

  





 

ดังนั้น
  

5 322( ) 2 4 1
3
( ) ( )f x x x x      

 

3.4 การหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ  

 ในหัวขอที่ผานมานั้นเราไดสูตรในการหาอนุพันธของ ผลบวก ผลคูณ และผลหารของฟงกชัน

แลว แตการกระทำของฟงกชัน 2 ฟงกชันที่สำคัญอีกอยางก็คือ การนำมาประกอบซึ่งจะไดเปนฟงกชัน

ขึ้นใหม เรียกวา ฟงกชันประกอบ ซึ่งในที่นี้เราจะหาสูตรอนุพันของฟงกชนัประกอบซึง่จะมีประโยชน

มากในการหาอนุพันธของฟงกชันท่ีสลับซับซอน (Wright,D.F. and New, B.D., 1992 : 85-86) 

 

 

 บทนิยาม  3.4 

ให :f A B  และ :g B C  เปนฟงกชันแลว ฟงกชนัประกอบ 

ของ f  และ g  เขียนแทนดวย g f  และ
 

( , ) :g f x z A C    มี y B  ซึ่ง

( , )x y f  และ ( , )y z g  หรือ  ( ) ( )g f x g f x  
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 กำหนด u  เปนฟงของ x  นิยามโดย ( )u f x  และ y  เปนฟงกชันของ u  นิยามโดย 

( )y g u  แลว y  จะเปนฟงกชันของ x  นิยามโดย  ( )y g f x  นั่นคือ y  เปนฟงกชันประกอบ

ของ f  และ g  ดังบทนิยาม 3.4 

 

 ทฤษฎีบท 3.10 

f  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธที่ u  และให g  เปนฟงกชันนิยามโดย 

    
( ) ( ) ( ), 0

0, 0

f u h f u f u hg h h
h

      

 

 แลว g  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ 0h   และ
 

( ) ( ) ( ) ( )f u h f u f u g h h        

 

 

 ทฤษฎีบท 3.11  กฎลูกโซ 

ถา ( )y g u  และเปนฟงกชันที่มีอนุพันธที่ u  และ ( )u f x  เปนฟงกชันที่มี 

อนุพันธที่ x  แลว  ( )y g f x  จะเปนฟงกชันที่มีอนุพันธที่ x  และ  

   dy dy du
dx du dx

   

  หรือ  ( ) ( )dy g u f x
dx

    

 

 

 ทฤษฎีบท 3.12 

ให ( )y f x  เปนฟงกชันตอเนื่อง และมีฟงกชันผกผันซึ่งตอเนื่องบนโดเมน ,a b     

โดย 1( ) ( )x f y g y   แลว 
1( )
( )

g y
f u

    หรือ 1dx
dy dy

dx

  เม่ือ ( )f x  หาคาได 

และ ( ) 0f x   

 

 



136 

ตัวอยาง 3.23  กำหนดให 3y u  และ 2 2 5u x x    จงหา dy
dx

 

วิธีที่ 1 ใชกฎลูกโซ   

 จาก  3y u    จะได 23dy u
du

  

และ 2 2 5u x x    จะได 2 2du x
dx

   

เนื่องจาก  dy dy du
dx du dx

   

 จะได 
 

23 (2 2)dy u x
dx

    

   2 23( 2 5) (2 2)dy x x x
dx

     

ดังนั้น  2 23 2 5 2 2( ) ( )dy x x x
dx

     

 

วิธีที่ 2 วิธีการแทนคา 

 จาก  3y u    

และ 2 2 5u x x    

 จะได 2 3( 2 5)y x x    

        

2 3

2 2 2

2 2

( 2 5)

3( 2 5) ( 2 5)

3( 2 5) (2 2)

]
]

dy d x x
dx dx

dx x x x
dx

x x x

  

    

   

 

ดังนั้น  2 23 2 5 2 2( ) ( )dy x x x
dx

     

 

ตัวอยาง 3.24  กำหนดให 5(2 3)y t   และ 2 2 5t x x    จงหา dy
dx

 

วธิีที่ 1 ใชกฎลูกโซ   

 จาก  52 3( )y t     จะได 410 2 3( )dy t
dt

   

และ 2 2 5t x x     จะได 2 2dt x
dx
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เนื่องจาก  dy dy dt
dx dt dx

   

 จะได 
 

410 2 3 2 2( ) ( )dy t x
dx

    

       

42

2 4

10 2 2 5 3 2 2

10 2 4 10 3 2 2

( ) ( )
( ) ( )]

x x x

x x x

       
    

 

   

2 4

2 4

2 4

10 2 4 7 2 2

10 2 4 7 2 1

20 2 4 7 1

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

]
]
]

x x x

x x x

x x x

   

   

   

 

ดังนั้น 2 420 2 4 7 1( ) ( )dy x x x
dx

     

วิธีที่ 2 วิธีการแทนคา   

 จาก  2 3y t     

และ 2 2 5t x x     

 จะได 
5

22 2 5 3( )y x x        

 และ   

2 5

2 5

2 5

2 4 2

2 4

2 4 10 3

2 4 7

2 4 7

5 2 4 7 2 4 7

5 2 4 7 4 4

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

]
]

]
]

x x

x x

dy d x x
dx dx

dx x x x
d

x

y

x

x x

   

  

  

    

   

 

2 420 2 4 4 1( ) ( )x xdy
dx

x     

ดังนั้น  2 420 2 4 4 1( ) ( )dy x x x
dx
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ตัวอยาง 3.25  กำหนดให 5 32y x x x    จงหา 
dx
dy

 

วิธีทำ จาก    
5 32y x x x    

5 3

4 2

( 2 )

5 6 1]
dy d x x x
dx dx
dy x x
dx

  

  
 

จาก 1dx
dy dy

dx

  

4 2

1
5 6 1x

dx
dy x


 

 

ดังนั้น  4 2

1
5 6 1

dx
dy x x


 

 

 

ตัวอยาง 3.26  กำหนดให 
 105 3

1

2 5
y

x x x


 
 จงหา dy

dx
 

วิธีทำ ให 
10

1y
u

  โดยที่ 5 32 5u x x x    

 ดังนั้น 
10

1dy d
du du u

      
 

  
10

1110

d d u
du

y
dx

u








 

 และ 5 32 5( )du d x x x
dx dx

    

4 210 3 5xdu
dx

x    

จาก dy dy du
dx du dx

   

 
   

11 4 2

115 3 4 2

10 10 3 5

10 2 5 10 3 5 ]
u x x

x x x x

y
dx

x

d 



  

    
 

ดังนั้น     115 3 4 210 2 5 10 3 5dy x x x x x
dx
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3.5 การหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ  

 ในหัวขอที่ผานมา ไดกลาวถึงการหาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิตแตในหัวขอนี้จะศึกษา

อนุพันธของฟงกชันที่ไมใชฟงกชันพีชคณติ โดยจะเรียกวาฟงกชันอดิศัย ซึ่งในฟงกชันอดิศัยนี้ก็จะ

ประกอบดวยหลาย ๆ ฟงกชันไดแก ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันตีโกณมิติผกผัน ฟงกชันลอการิทึม 

ฟงกชันชี้กำลัง ฟงกชันไฮเพอรโบลิก และฟงกชันในรูป ua  และ vu  ซึ่งในหัวขอนี้จะไดกลาวถึง

ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 กอนจะศึกษาการหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณ เพื่อเปนการทบทวนจะกลาวถึงนยิามพ้ืนฐาน

และเอกลักษณตรโีกณมิติที่นักศึกษาตองทราบกอนดังตอไปนี้ กำหนดวงกลมรัศมี r  จุดศูนยกลางที่จุด

กำเนิดในระบบพิกัดฉาก   เปนมุมตรงจุดศนูยกลางวัดจากแกน x  ดานบวกในทิศทวนเข็มนาิกา 

( , )x y  เปนจุดตัดของดานประกอบมุม   นี้กับวงกลม ดังรูป (คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะ

วิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง, 2542 : 61) 

 

 

 

 

  

 

 

 

ภาพประกอบ 3.2  วิธีการวัดมุม   

     ท่ีมา : รณชัย มาเจริญทรัพย. 2551 : 163  

 

 บทนิยาม  3.5   

ฟงกชันไซน และโคไซน ของมุม   นิยามดังนี ้ sin y
r

   และ cos x
r

   

 เม่ือ 2 2r x y   
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 นิยามของ sin   และ cos   นั้นจะไมข้ึนอยูกับขนาดของวงกลมหรือ รัศมีของวงกลม แต

ขึ้นอยูกับมุม   เทานั้นและหนวยที่ใชวัดมุมท่ัวไปคือ องศา ซึ่งมีมุมรอบศูนยกลางของวงกลมเทากับ 

360 องศา แตในนิยามของฟงกชันตรีโกณมิตินั้นเปนฟงกชันของจำนวนจริง ดังนั้นจึงใชหนวยวัดเปน

มุมเรเดียน ฉะนั้นจึงไดความสัมพันธดังนี้ 

  360 องศา  = 2  เรเดียน 

 หรือ 180 องศา =     เรเดียน 

 มุมลบคือมุมที่วัดจากแกน x  ดานบวกในทิศตามเข็มนาิกาดังรูป 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.3  มุม   และมุม   

     ท่ีมา : รณชัย มาเจริญทรัพย. 2551 : 164  

 

ดังนั้นโดยนิยามของไซน และโคไซนได sin( ) sin     และ cos( ) cos    

 

บทนิยาม  3.6 

ฟงกชันแทนเจนต มีบทนิยามดังนี ้

  sintan
cos

xx
x

  เมื่อ cos 0x   

  coscot
sin

xx
x

  เมื่อ sin 0x   

1sec
cos

x
x

   เมื่อ cos 0x   

1cosec
sin

x
x

  เมื่อ sin 0x   
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เอกลักษณท่ีสำคัญทางตรีโกณมิตมิีดังตอไปนี้ 

1.  2 2sin cos 1A A   

2.  2 21 tan secA A   

3.  2 21 cot cosA ec A   

4.   sin sin cos cos sinA B A B A B    

5.   sin sin cos cos sinA B A B A B    

6.   cos cos cos sin sinA B A B A B    

7.   cos cos cos sin sinA B A B A B    

8.    an tantan
1 tan tan
t A BA B

A B
 


 

9.    an tantan
1 tan tan
t A BA B

A B
 


 

10. sin 2 2 sin cosA A A  

11. 2 2cos2 cos sinA A A   

     
2

2

2cos 1
1 2sin

A
A

 
 

 

10. 
2

2 tantan2
1 tan

AA
A




 

11. sin sin 2sin cos
2 2

A B A BA B
                 

 

14. sin sin 2cos sin
2 2

A B A BA B
                 

 

15. cos cos 2cos cos
2 2

A B A BA B
                 

 

16. cos cos 2sin sin
2 2

A B A BA B
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 3.5.1  ทฤษฎีบทของอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ  

ให ( )u u x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( )u x  มีอนุพนัธที่ x  สำหรับการหาอนุพันธ

ของฟงกชันตรีโกณมิตินั้นอาศัยทฤษฎีบทตาง ๆ แตจะเวนการพิสูจนทฤษฎีบท ดังตอไปนี้ (จันทนีย 

กาญจนะโรจน และชุลี โชติกประคัลภ, 2557 : 52-54) 

 

ทฤษฎีบท 3.13  

ถา siny x  แลว cosy x   หรือ
 

sin cosdy d x x
dx dx

   

 

ขอสังเกต 3.1  

ถา u  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งหาอนุพันธไดแลวโดยกฎลูกโซจะได sin cosd duu u
dx dx

   

 

ทฤษฎีบท 3.14 

ถา cosy x  แลว siny x    หรือ cos sindy d x x
dx dx

    

 

 

ขอสังเกต 3.2  

ถา u  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งหาอนุพันธไดแลวโดยกฎลูกโซจะได cos sind duu u
dx dx

    

ตัวอยาง 3.27  กำหนด sin 2( )y x  จงหา y  

วิธีทำ sin 2( )y x  

  sin 2( )dy x
dx

   

cos 2 2

cos 2 2

2cos2

( ) ( )

( ) ]
]

dx x
dx

x

x

y
          

       




  

ดังนั้น  2 cos2y x   
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ตัวอยาง 3.28  กำหนด 5 3sin 5 3( )y x x    จงหา y  

วิธีทำ   5 3sin 5 3( )y x x    

  

5 3

5 3 5 3

5 3 4 2

sin 5 3

cos 5 3 5 3

cos 5 3 5 15

( )

( ) ( )

( ) ]
]

dy x x
dx

dx x x x
dx

x x x x

   

 
       

            

 

ดังนั้น  4 2 5 35 15 cos 5 3( ) ( )y x x x x      

ตัวอยาง 3.29  กำหนด tan3y x  จงหา y  

วิธีทำ  tan3y x  

  

2

2

2

2 2

2

2

2

tan 3

sin 3
cos 3

cos 3 sin 3 sin 3 cos 3

cos 3

cos 3 cos 3 3 sin 3 sin 3 3

cos 3

cos 3 cos 3 3 sin 3 sin 3 3
cos 3

3 cos 3 sin 3
cos 3

3
cos 3
3 sec 3

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

]
]

]

]
]

]
]

dy x
dx
d x
dx x

d dx x x x
dx dx

x
d dx x x x x x
dx dx

x

x x x x
x

x x
x

x
x

 















  

ดังนั้น  23sec 3y x   

ตัวอยาง 3.30  กำหนด  5 3cos 1y x  จงหาy  

วิธีทำ    5 3cos 1y x   

5 3cos 1( )dy x
dx

    



144 

  

3 5

3 4 3

3 4 3 3

3 4 3 2

2 3 4 3

cos 1

5 cos 1 cos 1

5 cos 1 sin 1 1

5 cos( 1) sin( 1) 3

15 sin( 1)cos ( 1)

[ ( )]

[ ( )] ( )

[ ( )] [ ( )] ( )

[ ] [ ]( )

]
]

]
]

d x
dx

dx x
dx

dx x x
dx

x x x

x x x

y  

  

    

  

  





 

ดังนั้น  2 3 4 315 sin( 1)cos ( 1)y x x x      

 3.5.2 อนุพันธของฟงกชนัตรีโกณมิตอิื่น ๆ  

 สูตรอนุพันธของ tan , cot , secx x x  และ cosecx  หาไดโดยเขียนฟงกชันตรีโกณเหลานี้

ในรูปของ sin x  และ cosx  ดังแสดงในตัวอยางจะได 

2

2

tan sec

sec sec tan

cot cosec

cosec cosec cot

d x x
dx
d x x x
dx
d x x
dx
d x x x
dx





 

 

    

สรุปสูตรอนุพันธของฟงกชันตรีโกนมิติไดดังนี ้กำหนดให ( )u u x เปนฟงกชันของ x  ซึ่ง

หาอนุพันธได (ชัยสงคราม เครือหงส, 2544 : 39) 

1.  sin cosd duu u
dx dx

  

2.  cos sind duu u
dx dx

   

3.  2tan secd duu u
dx dx

   

4.  sec sec tand duu u u
dx dx

  

5.  2cot cosecd duu u
dx dx

   

6.  cosec cosec cotd duu u u
dx dx
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เมื่อมีสูตรอนุพันธและของฟงกชันตรีโกนมิติท้ัง 6 สูตรแลวเราก็จะสามารถหาอนุพันธของ

ฟงกชันตรีโกณมิติไดงายข้ึนดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 3.31  กำหนด 
2 21tan 2( )y x x   จงหา y  

วิธีทำ   2 21tan 2( )y x x   

2 21

2 2 21 2 21

tan 2

sec 2 2

( )

( ) ( ) ]
dy x x
dx

dx x x x
dx

  

     

 

       

2 2 21 2 20 2

2 2 21 2 20

2 2 21 2 20

2 20 2 2 21

sec 2 21 2 2

sec 2 21 2 2 2

42 sec 2 2 1

42 1 2 sec 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

]
]
]
]

dx x x x x x
dx

x x x x x

x x x x x

x x x x x

      

      
      

   

 

ดังนั้น  2 20 2 2 2142 1 2 sec 2( )( ) ( )y x x x x x      

 

ตัวอยาง 3.32  กำหนด  3cot 5y x   จงหา y  

วิธีทำ    3cot 5y x   

  

3

2 3 3

2 3 2

2 2 3

cot 5

cosec 5 5

cosec 5 3

3 cosec 5

( )

[ ( )] ( )

[ ( )]( )

( ) ( )

]
]
]

dy x
dx

dx x
dx

x x

x x

  

   

  

  

 

ดังนั้น  2 2 33 cosec 5( ) ( )y x x     
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ตัวอยาง 3.33  กำหนด  2 3sec 3 5y x   จงหา y  

วิธีทำ  
  2 3sec 3 5y x   

 2 3

3 2

3 3

3 3 3 3

2 2 3 3

sec 3 5

sec 3 5

2 sec 3 5 sec 3 5

2 sec 3 5 sec 3 5 tan 3 5 3 5

2 9 sec 3 5 tan 3 5

[ ( )]

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[
]

]
]

y

dy x
dx
d x
dx

dx x
dx

dx x x x
dx

x x x

  

 

  

    

  

  

 2 2 3 318 sec 3 5 tan 3 5( ) ( )]x x x    

ดังนั้น  2 2 3 318 sec 3 5 tan 3 5( ) ( )y x x x     

 

ตัวอยาง 3.34  กำหนด  cosec 3y x   จงหา y  

วิธีทำ    cosec 3y x   

  

 cosec 3

cosec 3 cot 3 3

cosec 3 cot 3 1

cosec 3 cot 3

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )]( )

( ) ( )

]
]

]

dy x
dx

dx x x
dx

x x

x x

  

    

    

  

 

ดังนั้น  cosec 3 cot 3[ ( )][ ( )]y x x     
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ตัวอยาง 3.35  กำหนด    2cot 6 5 cos 3y x x    จงหา y  

วิธีทำ
     2cot 6 5 cos 3y x x  

 

2

2 2

2 2

2 2

cot 6 5 cos 3

cot 6 5 cos 3 cos 3 cot 6 5

cot 6 5 sin 3 3

cos 3 cosec 6 5 6 5

[ ( ) ( )]

[ ( )] ( ) ( ) ( )

( )[ ( )] ( )

( )[ ( )] ( )]

]
]

dy x x
dx

d dx x x x
dx dx

dx x x
dx

dx x x
dx

   

     

    

    

 

       

2

2 2

2 2 2

cot 6 5 sin 3 2

cos 3 cosec 6 5 6

2 cot 6 5 sin 3 6cos 3 cosec 6 5

( )[ ( )]( )

( )[ ( )]

( ) ( ) ( ) ( )

]
]

x x x

x x

x x x x x

   

   

      

 

ดังนั้น  2 2 22 cot 6 5 sin 3 6cos 3 cosec 6 5( ) ( ) ( ) ( )y x x x x x        

 

ตัวอยาง 3.36  กำหนด 
 

 

3

5

sin 7

3

x
y

x





 จงหา y  

วิธีทำ  
 

 
 

3

5

sin 7

3

x
y

x





 

 
 

3

5

5 3 3 5

10

5 3 3 3 4

10

sin 7

3

3 sin 7 sin 7 3

3

3 cos 7 7 sin 7 5 3 3

3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

[( ) ( )] ( ) [ ( )][ ( ) ] ( )
( ) ]

]
xdy

dx x

d dx x x x
dx dx

x
d dx x x x x x
dx dx

x
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5 3 2 3 4

10

2 5 3 4 3

10

3 cos 7 3 sin 7 5 3 1
3

3 3 cos 7 5 3 sin 7
3

[( ) ( )]( ) [ ( )][ ( ) ]( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ]

]x x x x x
x

x x x x x
x

    


    


 

ดังนั้น
  

2 5 3 4 3

10

3 3 cos 7 5 3 sin 7
3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

x x x x xy
x

     


 

 

ตัวอยาง 3.37  กำหนด  2cosec sin 3 1 3y x x x     จงหาy  

วิธีทำ    2cosec sin 3 1 3y x x x      

2

2

2 2

2

2

cosec sin 3 1 3

cosec sin 3 1 3

cosec cot cos 3 1 3 1 1 0

cosec cot cos 3 1 6 1

cosec cot 6 cos 3 1 1

[ ( ) ]

( )

( ) ( )

[ ( )]( )

( )

]
]

]
]

dy x x x
dx
d d d dx x x
dx dx dx dx

dx x x x
dx

x x x x

x x x x

     

    

     

   

   

 

ดังนั้น  2cosec cot 6 cos 3 1 1( )y x x x x      

 

3.6 การหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลัง 

 กำหนดให a  เปนจำนวนจริงที่ 0a   และ 1a   ฟงกชัน  ( , ) : xf x y y a 

เรียกวาฟงกชันเลขชี้กำลังสวนอินเวอรสฟงกชันเลขชี้กำลังคือ  1 ( , ) : yf x y x a    เรียกวา

ฟงกชันลอการิทึม ดังนั้นจะมีสมการเปน yx a  หรือ logay x  โดยที ่ 0, 1a a    

การหาอนุพันธนี้อาจเริ่มจากฟงกชันใดฟงกชันใดกอนก็ไดแตเพื่อความสะดวกจะเริ่มจากฟงกชัน

ลอการิทึมฐาน e  คือ log lney x x   หรือ yx e  โดยที่ e  มีนิยามดังนี้ (สุกัญญา สนทิวงศ 

ณ อยุธยา และคณะ, 2556 : 61) 
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 บทนิยาม  3.7. 

 

1lim 1
n

n
e

n

      
 หรือ  

1

0

1lim 1 ,s
x

e s s
n

    

 

หมายเหตุ 3.4  

e  เปนคาคงตัวที่เปนจำนวนอตรรกยะมีคาประมาณ 2.71828  

เพ่ืองายในการหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมจึงกลาวถึงคุณสมบัติที่สำคัญของลอการิทึม

ดังตอไปนี้ เม่ือ 0a  , 1a  , 0b  , 1b  , 0M  , 0N   และ nM  เปนจำนวนจริง 

 

1.  log log loga a aMN M N   

2.  log log loga a a
M M N
N

   

3.  log logn
a aM n M  

4.  log 1a a   

5.  log 1 0a   

6.  loga Ma M  

7.  1log logn aa
M M

n
  เม่ือ 0n   

8.  
log

log
log

b
a

b

M
M

a
  

9.  1log
loga

b

b
a

  

 

 3.6.1 ทฤษฎีบทของอนุพันธฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลัง 

ให ( )u u x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( )u x  มีอนุพันธที่ x  และ a  เปนคาคงตัว 

ใด ๆ ที่ 0a  , 1a   สำหรับการหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลังนั้นอาศัย

ทฤษฎีบทดังตอไปนี้ (พัฒนา สีมากุล, 2539 : 40-42) 
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ทฤษฎีบท 3.15 

ถา logay u  เม่ือ ( )u u x  เปนฟงกชันของ x  โดยที่ ( ) 0u x    

และ a  เปนจำนวนจริงที่ 0a   , 1a   แลว 1
ln

duy
u a dx

   นั้นคือ 

1log
lna

dy d duu
dx dx u a dx

   

 

 

ทฤษฎีบท 3.16 

ถา lny u  เม่ือ ( )u u x  เปนฟงกชันของ x  โดยที่ ( ) 0u x   แลว 

1 duy
u dx

   นั้นคือ
 

1lndy d duu
dx dx u dx

   

 

 

ตัวอยาง 3.38  กำหนดให 3
2log ( 1)y x   จงหา y  

วิธีทำ   
3

2log ( 1)y x   

 

 

ดังนั้น  
2

3

3
1 ln2( )
xy

x
 


 

 

ตัวอยาง 3.39  กำหนดให 2lny x  จงหา y  

วิธีทำ  2lny x  

3
2

3
3

2
3

2

3

log 1

1 1
1 ln2
1 3
1 ln2

3
1 ln2

( )

( )( )

( )( )

( )

]
]

]

dy x
dx

d x
dxx

x
x

x
x
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2ln( )dy x
dx

   

2
2

1 d x
dxx

 สำหรับ 0x   

2

1 2

2

( )

]
x

x

x




 

ดังนั้น  2y
x

   สำหรับ 0x   

จากตัวอยางที่ผานมาเปนการใชทฤษฎีบท 3.16 ในการหาอนุพันธของฟงกชันโดยตรงและ

สำหรับทฤษฎีดังกลาวนั้นมีประโยชนอยางมากในการหาอนุพันธของฟงกชันที่อยูในรูปผลคูณ ผลหาร 

และฟงกชันที่มีเลขชี้กำลังเปนฟงกชันพีชคณิตดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยาง 3.40  กำหนดให 3 252( )y x x   จงหา y  

วิธีทำ            
3 252( )y x x   

   

3 25

3 25

3 25

3

3
3

2
3

2
3

2 3 25
3

2

ln ln 2

ln ln 2

ln 25 ln 2

1 25 2
2

1 25 3 2
2

25 3 2
2

25 3 2 2
2

25

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )( )

(

]
]
]
]

]
]

]

y x x

y x x

d dy x x
dx dx
d dy x x
dx dx

dy d x x
y dx dxx x
dy x

y dx x x
dy x y
dx x x
dy x x x
dx x x
dy
dx

 

 

         
         

 


 


 


  


 3 24 22 3 2) ( )]x x x 
 

ดังนัน้  3 24 225 2 3 2( ) ( )y x x x     
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ตัวอยาง 3.41  กำหนดให    2 53 3 21 2 1y x x x x      จงหา y  

วิธีทำ             2 53 3 21 2 1y x x x x      

3 2 3 2 5

3 2 3 2 5

3 2 3 2 5

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3
3

1 2 1

ln ln 1 2 1

ln ln 1 ln 2 1

ln 2 ln 1 5 ln 2 1

ln 2 ln 1 5 ln 2 1

1 2 ln 1 5 ln 2 1

1 12 1
1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(

]
]
]
]
]

y x x x x

y x x x x

y x x x x

y x x x x

d dy x x x x
dx dx

dy d dx x x x
y dx dx dx
dy d x

y dx dxx

    

    

     

     

        

     

  


 

3 2
3 2

2 2
3 3 2

22

3 3 2

22

3 3 2

2 2

3 3 2

2 2

3

15 2 1
2 1

1 1 12 (3 ) 5 3 4 1
1 2 1

5 3 4 11 6
1 2 1

5 3 4 11 6
1 2 1

1 6 15 20 5
1 2 1

6 15 20
1

( )

( )

( )

]
]

]
]

d x x x
dxx x x

dy x x x
y dx x x x x

x xdy x
y dx x x x x

x xdy x
y dx x x x x

dy x x x
y dx x x x x

dy x x xy
dx x

  
  

   
   

  
   

  
   

  
   

  
 3 2

5 4 3 2
3 2 3 2 5

3 3 2

3 5 4 3 2 3 2 4

5
2 1

21 22 11 21 20 51 2 1
( 1)( 2 1)

1 21 22 11 21 20 5 2 1

( ) ( )

( )( )( )

]
]
]

x x x

dy x x x x xx x x x
dx x x x x

y x x x x x x x x x

 
 
    

                

          

ดังนัน้  3 5 4 3 2 3 2 41 21 22 11 21 20 5 2 1( )( )( ) ]y x x x x x x x x x            
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ตัวอยาง 3.42  กำหนดให 
2 5xy x   จงหา dy

dx
 

วิธีทำ ให      
2 5xy x   

 
 

   

2

2

2

5

5

5

2

2

2 2

2

2

2

ln ln

ln 5 ln

ln 5 ln

1 5 ln ln 5

1 5 2 ln

5 2 ln

5 2 ln

]
]
]

]
]
]
]

x

x

x

y x

y x

y x x

d dy x x
dx dx

dy d dx x x x
y dx dx dx
dy x x x

y dx x
dy xy x x
dx x
dy xx x x
dx x











 

 

   

 

      
      

 

ดังนัน้  
2 5

2 5 2 lnxdy xx x x
dx x


      

 

 

ทฤษฎีบท  3.17 

กำหนดให ( )u u x  ฟงกชันของ x  ถา uy e  แลว u duy e
dx

    

นั้นคือ u udy d due e
dx dx dx

   

 

ทฤษฎีบท  3.18 

กำหนดให ( )u u x  ฟงกชันของ x  ถา uy a  ; 0a   แลว 

lnu duy a a
dx

   นั้นคือ
 

lnu udy d dua a a
dx dx dx

   

 

สรุปสูตรอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชีก้ำลังไดดงันี ้กำหนดให  u u x

เปนฟงกชันของ x  ซึ่งหาอนุพันธได (สุกัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และคณะ, 2556 : 68) 
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 1.  1lnd duu
dx x dx

      

2.  1log
lna

d duu
dx u a dx

  

3.  u ud due e
dx dx

      

4.  lnu ud dua a a
dx dx

  

ตัวอยาง 3.43  กำหนดให 3 22 5lnxy e x   จงหา y  

วิธีทำ   3 22 5lnxy e x   

 

3 2

3 2

3 2
2

3
2

2 5 ln

2 5 ln

52 3

52 (3) (2 )

( )

]
]

]

x

x

x

x

dy e x
dx
d de x
dx dx

d de x x
dx dxx

e x
x

  

 

 

 

 

ดังนั้น  3 106 xy e
x

    

ตัวอยาง 3.44  กำหนดให 5
2logxy e x  จงหา y  

วิธีทำ   
5

2logxy e x  

 

5
2

5 5
2 2

5 5
2

log

log log

1 log 5
ln2

]
]

x

x x

x x

dy e x
dx

d de x x e
dx dx

de x e x
x dx



 

 

     

 

 
     

 

 5 5
2

5 5
2

1 log 5
ln2
1 5 log
ln2

]
x x

x x

e xy e
x

e e x
x

 

 

    

 

 
 

ดังนั้น  5 5
2

1 5 log
ln 2

x xy e e x
x
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ตัวอยาง 3.45  กำหนดให 6

10( )
ln

x

f x
x

  จงหา ( )f x  

วิธทีำ  
 6

10( )
ln

x

f x
x

  

6

6 6

2 6

6 6
6

2 6

5
6

6

2 6

6

2 2

10( )
ln

ln 10 10 ln

ln
1(ln )(10 ln10) 10

ln
10 610 ln ln10

ln

10 ln10 ln 6(10)
ln

]
]

]
]

x

x x

x x

x
x

x x

df x
dx x

d dx x
dx dx

x
dx x
dxx

x
xx

x
x

x x
x x

 













 

ดังนั้น  
6

2 2

10 ln10 ln 6(10)
( )

ln

x xx x
f x

x x


   

 

ตัวอยาง 3.46  กำหนดให 3 10( ) sin lnf x x x  จงหา ( )f x  

วิธีทำ  
 

3 10( ) sin lnf x x x  

3 10

3 10 10 3

( ) sin ln

sin ln ln sin ]
df x x x
dx

d dx x x x
dx dx

 

 
 

3 9 10 3 3

3 9 9 10 3 2

9 3 2 10 3

sin 10 ln ln ln cos

1sin 10 ln (ln ) (ln ) (cos ) 3

10 ln sin 3 ln cos

]
]

d dx x x x x x
dx dx

x x x x x x
x

x x x x x
x

   
          

      

 

 

ดังนั้น  9 3 2 10 310( ) ln sin 3 ln cosf x x x x x x
x
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ตัวอยาง 3.47  กำหนดให   sin 3 lnx xf x e   จงหา  f x  

วิธีทำ   
sin3 ln( ) x xf x e   

sin 3 ln

sin 3 ln

sin 3 ln

sin 3 ln

sin 3 ln

sin 3 ln

( )

sin 3 ln

sin 3 ln

1cos 3 3

1cos 3 3

13cos 3

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )

]
]
]

]
]

x x

x x

x x

x x

x x

x x

df x e
dx

de x x
dx
d de x x
dx dx

de x x
dx x

e x
x

e x
x













 

 

 
    
 
    
 
    
 
    

 

ดังนั้น  sin3 ln 1( ) 3cos3( )x xf x e x
x


 
     

 

3.7 การหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย 

 สำหรับฟงกชันที่กำหนดโดยสมการที่แสดงถึงความสัมพันธระหวาง x  กับ y  นั้นพบวาบาง

ฟงกชันสามารถเขียนแสดงคา y  ในพจน x  เชน 3y x   หรือ 
2 1

3 1
xy
x



 เปนตน ซึ่งฟงกชัน

ที่สามารถเขียนใหอยูในรูป ( )y f x  ดังกลาวขางตนนั้นเรียกวาเปนฟงกชนัชัดแจง ฟงกชันชนิดนี้

สามารถหาอนุพันธไดทันที โดยอาศัยสูตรอนุพันธหรือทฤษฎีของอนุพันธตาง ๆ ที่ไดกลาวมาแลวใน

หัวขอที่ผานมา แตสำหรับบางฟงกชันที่กำหนดโดยสมการที่แสดงถึงความสัมพันธระหวางนั้นพบวา

บางฟงกชันสามารถเขียนในรูป ( , )f x y c เชน 
2 2 9x y xy   เรียกวา ฟงกชนัโดยปริยาย 

วิธีการหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยายทำตามข้ันตอนโดยสรุปดังตอไปนี ้(ธีระศักดิ์ อุรัจนานนท, 

2546 : 87-88) 

 1. หาอนุพันธเทียบตัวแปร x  ทั้งสองขางของสมการฟงกชันโดยปริยาย 

 2. หาอนุพันธแตละพจน  

 3. แกสมการหา dy
dx
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ตัวอยาง 3.48  ให y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งสอดคลองกับสมการ 2 2 9x y   จงหา dy
dx

 

วิธีทำ  2 2 9x y   

      2 2 9d dx y
dx dx

   

 

2 2 0

2 2 0

2 2

2
2

]
]
]
]

d dx y
dx dx

dyx y
dx
dyy x
dx
dy x
dx y
dy x
dx y

 

 







 

ดังนั้น  
dy x
dx y

  

 

ตัวอยาง 3.49  ให y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งสอดคลองกับสมการ 3 5 6 3x y y x    จงหา y  

วิธีทำ        3 5 6 3x y y x    

     

3 5 6

3 5 6

3 5 6

3

3

0

( ) ( )

( )

]
]

x y y x

d dx y y x
dx dx

d d dx y y x
dx dx dx

  

   

  

 

 

3 3 4 5

3 2 4 5

3 4 5 2

3 4 5 2

5 2

3 4

5 6 0

3 5 6 0

5 6 3

5 6 3

6 3
5

( )

]
]
]
]

d d dyx y y x y x
dx dx dx

dy dyx y x y x
dx dx

dy dyx y x x y
dx dx

dyx y x x y
dx
dy x x y
dx x y
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ดังนั้น  
5 2

3 4

6 3
5

x x yy
x y

 


 

ตัวอยาง 3.50  ให y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งสอดคลองกลับสมการ 4 3sin 0x y x     

จงหา y  

วิธีทำ     4 3sin 0x y x    

 

4 3

4 3

3
3 3

3 3 2

3

2 3

sin 0

sin 0

4 cos 1 0

4 cos 3 1 0

1 4
3 cos

( )

( )

]
]
]

d dx y x
dx dx

d d d dx y x
dx dx dx dx

dyx y
dx
dyx y y
dx

dy x
dx y y

  

  

  

  



 

ดังนั้น  
3

2 3

1 4
3 cos

xy
y y
   

 

3.8 อนุพันธอันดับสงู 

 อนุพันธของฟงกชันที่กลาวมาแลวในขางตน อาจเรียกวาอนุพันธอันดับที่หนึ่งของฟงกชันเขียน

แทนดวย ( )f x , y , dy
dx

หรือ ( )d f x
dx

 (Ross, F.L. Maurice,.W.D. and Frank, G.R., 2001 : 98) 

 

 

 บทนิยาม  3.8 

ให ( )f x  เปนอนุพันธของฟงกชัน ( )f x  แลวถา
 

   
0

lim
h

f x h f x
h

  
 

 หาคาได เรียกคาของลิมิตนี้วาอนุพันธอันดับท่ีสองของ ( )f x  เทียบกับ x  

 อนุพันธอันดับที่สองของฟงกชันเขียนแทนดวย ( )f x , y  , 
2

2

d y
dx

 หรือ 
2

2
( )d f x

dx  
ในทำนองเดียวกันถา ( )f x  มีอนุพันธเทียบกับ x  เรียกอนุพันธนี้วาอนุพันธอันดับท่ีสาม 

 



159 

 

 

 บทนิยาม  3.8 ฺ(ตอ) 

ของ
 

( )f x เทียบกับ x  และเขียนแทนดวย ( )f x , y  , 
3

3

d y
dx

 หรือ 
3

3
( )d f x

dx
 และถา 

( )f x  มีอนุพันธเทียบกับ x  เรียกอนุพันธนี้วาอนุพันธอันดับท่ีสี่ของ ( )f x  เทียบกับ x  

และเขียนแทนดวย (4)( )f x , (4)y , 
4

4

d y
dx

 หรือ 
4

4
( )d f x

dx
 ในทำนองเดียวกันผลลัพธจากการ

หาอนุพันธ n  ครั้งติดตอกันไปเมือ่ n  เปนจำนวนเต็มบวกก็จะเรียกกวาอนุพันธอันดับที่ n  

ของ ( )f x  ซึ่งเขียนแทนดวย ( )( )nf x , ( )ny , 
n

n

d y
dx

 หรือ  
n

n

d f x
dx

 ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

 

ตัวอยาง 3.51  กำหนดให   53 2 3f x x x    จงหา  f x  

วิธีทำ  5( ) 3 2 3f x x x    

 

5

4

4

3

( ) (3 2 3)

15 2

( ) (15 2)

60

]
]

]

df x x x
dx

x

df x x
dx

x

   

 

  



 

ดังนั้น  
3( ) 60f x x   

 

ตัวอยาง 3.52  กำหนดให 5( ) sin2f x x  จงหา ( )f x  

วิธีทำ  5( ) sin2f x x  

 

5

5 5

5 4

( ) sin2

cos2 2

cos2 10( )( )

]
]

df x x
dx

dx x
dx

x x
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  5 4

5 4 4 5

5 3 4 5 5

5 3 4 5 4

3 5 8 5

cos2 10

cos2 10 10 cos2

cos2 40 10 sin2 2

cos2 40 10 sin2 10

40 cos2 100 sin2

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

( ) ( )

]
]
]
]

]

df x x x
dx

d dx x x x
dx dx

dx x x x x
dx

x x x x x

x x x x

 

 

  

  

 

 

ดังนั้น    3 5 8 540 cos2 100 sin2( ) ( )f x x x x x    

 

ตัวอยาง 3.53  ให   4 5 2f x x x    จงหาคา n  ที่มคีานอยที่สุดที่ทำให     0nf x    

วิธีทำ    
4( ) 5 2f x x x     

 

4

3

3

2

2

4

( ) 5 2

4 5

( ) (4 5)

12

( ) 12

24

( ) 24

24

]
]

]
]

]
]

]

df x x x
dx
x
df x x
dx
x

df x x
dx
x

df x x
dx

   

 

  



 







 

 5 ( ) 24

0

]
]
df x
dx




 

เนื่องจาก  5 ( ) 0f x   และ  4 ( ) 0f x   ดังนั้น 5n   
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3.9 สรุปทายบทที่ 3 

 กอนที่เราจะหาอนุพันธของฟงกชันนั้น กอนอ่ืนเราตองตรวจสอบกอนเสมอวาฟงกชันท่ีเราจะ

หาอนุพันธนั้นมีอนุพันธหรือไม ซึ่งถาหากฟงกชันนั้นมีอนุพันธแลวเราสามารถหาอนุพันธของฟงกชันได

เลยอาจจะหาอนุพันธของฟงกชันแบบใชนิยามก็ได แตถาบางฟงกชันไมเหมาะกับการหาโดยใชนิยาม

เราสามารถแบงฟงกชันที่เราจะหาอนุพันธในรูปแบบตาง ๆ ที่ไดกลาวมา เชนการหาอนุพันธของ

ฟงกชันพีชคณิต การหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ การหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ การหา

อนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชีก้ำลัง การหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย และการ

หาอนุพันธอันดับสูง ซึ่งเราไดรูความหมายของอนุพันธไปแลวนั้นแลวเราก็จะสามารถนำอนุพันธนั้นไป

แกปญหาตาง ๆ ไดอยางถูกตองและเหมาะสมตอไป 
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คำถามทายบท 

 

1. จงหาอนพัุนธของ 2( ) 5f x x x   

1.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

1.2  ที่จุด 1x   

1.3  ที่จุด 0x   

 

2. จงหาอนุพันธของ 2( ) 3 5f x x x    

      2.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

      2.2  ที่จุด 3x   

      2.3  ที่จุด 2x   

 

3. จงหาอนุพันธของ 2 2( ) (3 5)f x x   

      3.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

      3.2  ที่จุด 0x   

      3.3  ที่จุด 2x   

 

4. จงหาอนุพันธของ 2( ) ( 3)f x x x    

      4.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

      4.2  ที่จุด 1x    

      4.3  ที่จุด 0x   

 

5. จงหาอนุพันธของ 3( ) ( 2)f x x x    

      5.1  ทีจุ่ด x  ใด ๆ 

      5.2  ที่จุด 1x   

      5.3  ที่จุด 10x   
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6. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้

     6.1  
3 6 1y x x      6.2  

106 12y x x    

     6.3 
  123( ) 5 1f x x x     6.4  2103 2 3 5y x x    

     6.5 
   6( ) 3 5f x x x x     6.6 

   6 22 3 4y x x x x    

     6.7  
6 20( ) 3 5( ) ( )f x x x x    6.8  

 

 56

2

2

3 4

x x
y

x x





 

     6.9 

 

 126

2

2

3 4

x x
y

x x





   6.10 

 

 206 3
( )

5
x x

f x
x





 

     6.11 
 56

2

2

3 4

x x
y

x x





   6.12  

6 12 2

2

2 3 4
3 4

( )x x x xy
x x

 


 

 

7. จงหา dy
dx

 เม่ือกำหนดให 

     7.1. 3y u   และ 2 5 1u x x    

     7.2. 10y u   และ 3 5u x   

     7.3. 42y u   และ 5 23 11u x x    

 

8. จงหาอนุพันธของฟงกชันท่ีกำหนดใหตอไปนี้และตรวจสอบวาอนุพันธเทากันหรือไม 

     8.1.  3 2sin 5y x    และ  32sin 5y x   

     8.2. 
 
 

sin 2
cos 2

x
y

x





  และ  tan 2y x   

     8.3.  sin 2 1y x    และ  
1

cosec 2 1
y

x



 

 

9. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้

     9.1   10sin 6 12y x x     9.2 
  5cos 3y x x   

     9.3   10tan 1y x     9.4   20cot 3 4y x   
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     9.5   5 2cosex 3y x x    9.6   10sec 21y x   

     9.7     5cos 3 tan 3y x x x    9.8   19 5tan 1y x   

     9.9  
 20

3

cot 3 4

5

x
y

x x





  9.10     12 5 10cos 3 tan 3 4y x x    

     9.11    2 2cos tan 3 9y x x x x    

 

10. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้

     10.1  10ln 6 12y x x     10.2  5
2log 3y x x   

     10.3 
10 1xy e     10.4 

35 712 x xy   

     10.5 3
5ln 3 logy x x x     10.6 3 sinln xy x e   

     10.7  3ln cosy x    10.8   20
5ln 1y x      

     10.9 
 20

3

ln 3 4

5

x
y

x x





  10.10  5 cot5ln xy x e  

 

11. ให y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งสอดคลองกลับสมการดังตอไปนี้ จงหา dy
dx

 

     11.1 
2 5xy x     11.2 5 23y x x   

     11.3 
53 2yx x     11.4 

5 6 23y x x x   

     11.5 
5 sin 1y x y     11.6 

3 2 5ye x    

     11.7 
5 6 2siny x x y    11.8 

2 10 2y x y x   

     11.9 sin 2ye x y     11.10 
6 2tan 3y x x y    

 

12.  กำหนด   3 26 4f x x x    จงหาคา
  f x  

13.  กำหนด   10 23 4 1f x x x x     จงหาคา
 

   4f x  

14.  กำหนด cot5y x  จงหาคา y   

15.  กำหนด 3 2xy e   จงหาคา y   
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16.  ให   3 22 5f x x x   จงหาคา n  ที่นอยที่สุดที่ทำให     0nf x   

17.  ให   5 3 1f x x x    จงหาคา n  ที่นอยที่สุดที่ทำให     0nf x   
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 4 

 

เนื้อหาประจำบท 

1. ความเร็ว และ ความเรง  

2. อัตราสัมพัทธ 

3. สมการเสนสัมผัสและเสนปกต ิ

4. คาสูงสุดคาต่ำสุด และกราฟ 

5. หลักเกณฑโลปตาล 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. สามารถนำเรื่องอนุพันธมาประยุกต เพื่อหาความเร็ว และความเรง ได  

2. สามารถนำเรื่องอนุพันธมาประยุกต เพื่อแกโจทยปญหาเกี่ยวกับอัตราสัมพัทธได  

3. สามารถนำเรื่องอนุพันธมาประยุกต เพื่อหาสมการเสนสัมผัสและเสนปกติได 

4. ใหความหมายของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลดได 

5. สามารถนำเรื่องอนุพันธมาประยุกตการตรวจสอบฟงกชันเพ่ิมฟงกชันลดได 

6. สามารถนำเรื่องอนุพันธมาประยุกตการตรวจสอบจุดวิกฤตได 

7. ใหความหมายของคาสูงสุดสัมพัทธ คาต่ำสุดสัมพัทธ คาสูงสุดสัมบูรณ และคาต่ำสุด

สัมบูรณได 

8. ใชอนุพันธเพ่ือตรวจสอบหาคาสูงสุดสัมพัทธ คาต่ำสุดสัมพัทธ คาสูงสุดสัมบูรณ และคา

ต่ำสุดสัมบูรณได 

9. บอกความหมายของกราฟเวาคว่ำ เวาหงาย และจุดเปลี่ยนเวาได 

10. ใชอนุพันธตรวจสอบจุดเปลี่ยนเวา เวาคว่ำและ เวาหงาย ได 

11. เมื่อตรวจสอบฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด คาสูงสุดสัมบูรณ คาต่ำสุดสัมบูรณ จุดวิกฤต จุด

เปลี่ยนเวา การเวาของกราฟแลว สามารถนำไปชวยในการเขียนกราฟของฟงกชันได 

12. สามารถใชหลักเกณฑโลปตาลหาคาลิมิตได 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

 



170 

 

1.1 ความเร็ว และความเรง  

1.2 อัตราสัมพัทธ 

1.3 สมการเสนสัมผัสและเสนปกต ิ

1.4 คาสูงสุดคาต่ำสุด และกราฟ 

1.5 หลักเกณฑโลปตาล 

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้ 

 2.1. ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส เก่ียวกับเรื่องการประยุกตอนุพันธ  

 2.2. ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

สื่อการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึกและการ

ซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 4 

การประยุกตอนพัุนธ 

 

สำหรับในบทที ่3 ที่ผานมานั้นเราไดศึกษาเรื่อง สวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลง

เฉลี่ย ซึ่งเปนพ้ืนฐานที่มโียชนตอวิทยาการในสาขาตาง ๆ มากมาย เชน ฟสิกส เคมี ชีววิทยา 

วิศวกรรมศาสตร ดาราศาสตร เศรษฐศาสตร สังคมวิทยา และพฤติกรรมทางจิตวิทยา ตลอดจน

เปนพื่นฐานของการศึกษาคณิตศาสตรสาขาอ่ืน ๆ แทบทุกสาขา ซึ่งมีประโยชนอยางกวางขวางในการ

แกปญหาตาง ๆ ดังนั้นในบทนี้จะกลาวถึงการนำอนุพันธไปประยุกตใชในการแกปญหา ตาง ๆ เชน 

ปญหาเกี่ยวการเคลื่อนที่ของวัตถุ ซึ่งเม่ือวัตถุเคลื่อนที่นั้นจะเกิดสมการการเคลื่อนที่ข้ึน มีความเร็ว 

และความเรง ในการเคลื่อนที่ การประยุกตสวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยนั้น

เก่ียวกับเรื่องอัตราการเปลี่ยนแปลงของสิ่งตาง ๆ ในชีวิตประจำวัน หรือเรียกวาอัตราสัมพัทธ และการ

ประยุกตทางเรขาคณติเชนการหาสมการเสนสัมผัสและสมการเสนปกติของสมการเสนโคงที่กำหนดให 

และใชในการตรวจสอบชวงของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด คาสูงสุดสัมและคาต่ำสุดสัมบูรณ คาสูงสุด

และคาต่ำสุดสัมพัทธ จุดเปลี่ยนเวา ลักษณะกราฟเวาลงและเวาขึ้น แลวนำขอมูลที่ไดท้ังหมดไปใชใน

การวาดกราฟ และสุดทายจะนำอนุพันธของฟงกชันไปชวยหาคาลิมิตไดโดยใชกฎของโลปตาล 

 

4.1 ความเร็ว และความเรง  

 การเคลื่อนที่ของวตัถุมีการเคลื่อนที่ไดหลายวิธีมีทั้งการเคลื่อนท่ีในแนวเสนตรงและไมใช

เสนตรงแตสำหรับในบทนี้จะศึกษาถึงการเคลื่อนที่ของวัตถุในแนวเสนตรงเทานั้นโดยจะกลาวถึงเฉพาะ

ความเร็วและความเรงของวัตถุที่เคลื่อนที่ในแนวเสนตรงเทานั้น วัตถุเคลื่อนท่ีในแนวเสนตรงมีสมการ

การเคลื่อนที่ในรูปความสัมพันธของระยะทางและเวลา ใหวัตถุเคลื่อนที่ไดทาง s  หนวยระยะทางโดย

ใชเวลาในการเคลื่อนที ่t  หนวยเวลา ดังนั้น ( )s f t  แทนสมการการเคลื่อนที่ 

 ความเร็วโดยท่ัวไปเราไดจากอัตราสวนระหวางปริมาณการเปลี่ยนแปลงของ s (ระยะทาง)  

กับปริมารการเปลี่ยนแปลงของ t (เวลา) แตถาตองการความเร็วชั่วขณะหรือความเร็วที่เวลา t  ใด ๆ 

คือ 
0

lim
t

s
t 




 ซึ่งแทนดวย ds
dt

 ดังนั้นความเร็วของวัตถุเมื่อเวลา t  ใด ๆ คือ dsv
dt

   

(ชัยสงคราม เครือหงส, 2544 : 47) 
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ขอสังเกต 4.1 

 1.  ถา 0v   วัตถุจะเคลื่อนที่ในทิศทางที่ไดระยะทางเพ่ิมข้ึน 

 2.  ถา 0v   วัตถุจะเคลื่อนที่ในทิศทางที่ไดระยะทางลดลง 

 3.  ถา 0v   แสดงวาวัตถุหยุดนิ่ง 

เชนเดียวกันกับความเรงของวัตถุเมื่อเวลา t  ใด ๆ เราหาไดจากอัตราสวนระหวางปริมาณการ

เปลี่ยนแปลงของ v กับปริมาณการเปลี่ยนแปลงของ t  โดยหาคา 
0

lim
t

v
t 




 ซึ่งแทนดวยสัญลักษณ 

dv
dt

 นั่นคือความเรงของวัตถุเมื่อเวลา t  ใด ๆ คือ dva
dt

  แต dsv
dt

  ดังนั้น 

2

2

d ds d sa
dt dt dt

      
 (มาริสา มัยยะ และวนัเพ็ญ จันทรังษ,ี 2550 : 85) 

ขอสังเกต 4.2  

 1.  ถา 0a   ความเร็วจะเพ่ิมขึ้น 

 2.  ถา 0a   ความเร็วจะลดลง 

 

ตัวอยาง 4.1  วัตถุชิ้นหนึ่งเคลื่อนท่ีในแนวเสนตรงมีสมการการเคลื่อนที่ 31 1
3

s t t    เมตร 

จงหาความเร็ว ความเรงที่เวลา t  ใด ๆ และหาความเร็ว ความเรงของวัตถุเมื่อเวลาผานไป 3 วินาท ี

วิธีทำ จาก dsv
dt

  

  
3

2

1 1
3
1]

dv t t
dt
t

       
 

 

จะได  
2 1v t   

ณ 3t   ได 23 1 8v     

ดังนั้น  ความเร็วของวัตถุเมื่อเวลาผานไป 3 วินาทีเปน 8 เมตร/วินาที 
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 จาก dva
dt

  

  
2( 1)

2 ]
da t
dt
t

 


 

ได 2a t  

 ณ 3t   ได 2(3) 6a    

ดังนั้น ความเรงของวัตถุเมื่อเวลาผานไป 3 วินาทีเปน 6 เมตร/(วินาที)2 

 

ตัวอยาง 4.2  ระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ไดเมื่อเวลา t  ใด ๆ แทนดวย 3 26 9 4s t t t     

เมื่อ s  มีหนวยเปนเมตรและ t  มีหนวยเปนวินาที 

 1.  จงหา s  (ระยะทาง) และ a (ความเรง) เมื่อ 0v   

 2.  จงหา s  (ระยะทาง) และ v (ความเร็ว) เมื่อ 0a   

 3.  เมื่อใดที่ s  (ระยะทาง) เพ่ิมข้ึน 

 4.  เมื่อใดที่ v (ความเร็ว) เพ่ิมข้ึน 

วิธีทำ  3 2 26 9 4 3 12 9ds dv t t t t t
dt dt

         

   3 1 3t tv     

 
 

 

23 12 9 6 12

6 2 ]
dv da t t t
dt dt

t

     

 
 

1.  เมื่อ 0v   ดังนั้น 1, 3t   

 เม่ือ 1t   

  3 21 6(1) 9(1) 4 8s       

  6(1 2) 6a      

 เม่ือ 3t   

  3 23 6(3) 9(3) 4 4s       

6(3 2) 6a     
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2.  เมื่อ 0a   ดังนั้น 2t   

 เม่ือ 2t   

3 22 6(2) 9(2) 4 6s       

  3(2 1)(2 3) 3v       

3.  s (ระยะทาง) เพ่ิมข้ึนเมื่อ 0v   

   3 1 3 0v t t     

 จะได  1t    หรือ  3t   

 ดังนั้น s (ระยะทาง) เพ่ิมข้ึนเมื่อ 1t   หรือ 3t   

4.  v (ความเร็ว) เพ่ิมขึ้น เมื่อ 0a   

 6( 2) 0a t    

 จะได 2t   

 ดังนั้น v (ความเร็ว) เพ่ิมขึ้น เมื่อ 2t   

 

ตัวอยาง 4.3  กำหนดให 3 24 3 2s t t t     จงหาความเรงขณะที่ความเร็วเทากับศูนย 

วิธีทำ dsv
dt

  

 

3 2

2

4 3 2

3 8 3

( )

]
dv t t t
dt
t t

   

  
 

 
23 8 3

6 8

( )]
]

dva
dt
d t t
dt
t



  

 

 

 เม่ือ 0v   จะได  23 8 3 0t t    

       
3 1 3 0

1,3
3

( )( )t t

t
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 1
3

t    ใชไมไดเพราะ
 

0t   

 ให 3t   จะได 6(3) 8 10a     

ดังนั้น  ขณะที่ความเร็วเปน 0 ความเรงมีคาเปน 10 หนวยระยะทาง/(หนวยเวลา) 2 

 

ตัวอยาง 4.4  ลูกบอลลูกหนึ่งถูกปลอยใหตกลงมาจากระดับความสูง 320 ฟุต และความสูงของลูก

บอลลูกนี้ เมื่อขณะเวลา t  วินาทีใด ๆ กำหนดระยะ 2320 16s t   

 1.  จงหาความเร็วของลูกบอลเม่ือเวลา 2t   วินาท ี

 2.  จงหาความเร็วของลูกบอลขณะที่ลูกบอลตกกระทบพ้ืน 

วิธีทำ  1.  ความเร็วของลูกบอลขณะเวลา t  ใด ๆ คือ 

  2(320 16 )

32

]
]

dsv
dt
d t
dt

t



 

 

 

 ความเร็วของลูกบอลเมื่อเวลา 2t   วินาทีคือ 32(2) 64v      ฟุตตอวินาที 

2.  ความเร็วของลูกบอลขณะที่ลูกบอลตกกระทบพ้ืนแสดงวา 0s   

  

2

2

2

2

0 320 16
16 320

320
16
20

20

t
t

t

t
t

 





 

 

     แต 20t    ใชไมไดเพราะ
 

0t   ได 20t   

     ขณะที่ 20t   ได 32 20v    ฟุตตอวินาที 
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4.2 อัตราสัมพัทธ 

 อัตราสัมพัทธ หมายถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร 2 ตัวหรือมากกวา 2 ซึ่งมีปญหาอีก

จำนวนมากที่เกี่ยวของกับตัวแปรหลายตัว และแตละตัวแปรเหลานั้นก็เปนฟงกชันของเวลาถาเรา

ทราบคาตัวแปร และอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรบางตัวเทียบกับเวลาแลวจะสามารถหาอัตรา

การเปลี่ยนแปลงของตัวแปรท่ีตองการเทียบกับเวลาไดวิธีการนี้เรียกวา อัตราสัมพัทธ (พัฒนา สีมากุล, 

2537 : 31) 

 

ในการแกปญหามีขั้นตอนดังนี ้

 ข้ันที่ 1 เขียนแผนภาพประกอบปญหา 

 ข้ันที่ 2 กำหนดตัวแปรแทนปริมาณตาง ๆ ที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา 

 ข้ันที่ 3 สรางสมการแสดงความสัมพันธของตัวแปรตาง ๆ ซึ่งเปนจริง ณ เวลาใด ๆ  

  ในชวงเวลาของปญหา 

 ข้ันที่ 4 หาอนุพันธเทียบกับเวลา จากสมการท่ีสรางข้ึนในขอ 3 

 ข้ันที่ 5 แทนคาอัตราการเปลี่ยนแปลงเทียบกับเวลาและตัวแปรที่ทราบ แลว 

  คำนวณสิ่งที่ตองการทราบ 

 

ตัวอยาง 4.5  บอลลูน (ทรงกลม) ลูกหนึ่งจะมีการขยายตัวเมื่อไดรับความรอน ถารัศมีบอลลูนเพิ่มข้ึน

ในอัตรา 4 นิ้ว/นาที แลวปริมาตรของบอลลูนจะเพิ่มข้ึนในอัตราเทาไรขณะที่บอลลูนมีรัศมี 50 นิ้ว 

วิธีทำ  กำหนด v แทนปริมาตรของบอลลูนขณะเวลา t  นาที 

 กำหนด r แทนรัศมีของบอลลูนขณะเวลา t  นาที 

 สูตรปริมาตรของทรงกลม 34
3

v r  

 วาดรูปทรงกลมไดดังนี้ 

 

 

 

 

จาก 34
3

v r  
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3

3

2

4
3

4
3
4 3
3

( )

dv d r
dt dt

d r
dt

drr
dt







      





 

         

2

2

4 3
3
4 3 50 4
3
40000

( ) ( )

dv drr
dt dt













  

ดังนั้น  ปริมาตรบอลลูนเพิ่มขึ้นในอัตรา 40000  ลูกบาศกนิ้ว/นาที 

 

ตัวอยาง 4.6  เสนผานศูนยกลางและสวนสูงของทรงกระบอก ณ เวลาหนึ่งเปน 10 ฟุต และ 40 ฟุต 

ตามลำดับถารัศมีเพิ่มข้ึนดวยอัตรา 1 ฟุต/ชั่วโมง แลวสวนสูงจะมีอัตราการเปลี่ยนแปลงอยางไรจึงจะ

ทำใหปริมาตรคงเดิม  

วิธีทำ  กำหนด v แทนปริมาตรของทรงกระบอกขณะเวลา t  

 กำหนด r แทนรัศมีของทรงกระบอกขณะเวลา t  

 กำหนด h  แทนสวนสูงของทรงกระบอกขณะเวลา t  

 สูตรปริมาตรของทรงกระบอก 2v r h  

 วาดรูปทรงกระบอกไดดังนี้ 

 

 

  

 

 

 

จาก 2v r h  

           

2

2

( )

( )]
dv d r h
dt dt

d r h
dt
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2 2

2 2 ]
d dr h h r
dt dt

dh drr hr
dt dt





      
      

 

 ได    2 2dv dh drr hr
dt dt dt


      

 

     

2

2

0 5 40 5

0 5 40 5 1

400 25

16

(2)( )( )

(2)( )( )( )

]
]

]
dh dr
dt dt

dh
dt

dh
dt

dh
dt





      
      

 



 

ดังนั้น  สวนสูงของทรงกระบอกลดลงในอัตรา 24 ฟุต/ชั่วโมง 

 

ตัวอยาง 4.7  บันไดยาว 50 เมตร วางพิงไวกับผนังซึ่งตั้งฉากกับพ้ืนราบ ถาปลายลางของบันไดเลื่อน

ออกหางจากผนังดวยอัตรา 4 เมตร/วินาที จงหาวาปลายบนของบันไดจะเคลื่อนที่อยางไร ในขณะที่

ปลายลางของบันไดอยูหางจากผนัง 30 เมตร 

วิธีทำ  กำหนด x  แทนระยะหางระหวางผนังถึงปลายลางของบันได ขณะเวลา t  

กำหนด y  แทนระยะหางระหวางพ้ืนถึงปลายบนของบันได เวลา t  

กำหนด z แทนความยาวของบันได 

วาดรูปความสัมพันธไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

ไดความสัมพันธของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 2 2 2x y z   
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2 2 2

2

2

30 50

2500 900

1600

1600

40

( ) ( )
]

]
]

]

y

y

y

y

 

 



 

 

 

 เพราะวา 0y   เพราะฉะนั้น 40y   

จาก  2 2 2x y z   

      

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 30 4 2 40 0

240
80
3

( ) ( )

( ) ( )

]

]
]

]
]

d dx y z
dt dt
d d dx y z
dt dt dt
dx dy dzx y z
dt dt dt

dy
dt
dy
dt

 

 

 

 



 

 

ดังนั้น  ปลายบนของบันไดเคลื่อนที่ลงดวยอัตรา 3 เมตร/วินาที 

 

ตัวอยาง 4.8  ถังน้ำรูปกรวยกลมสูง 10 ฟุต เสนผานศูนยกลางของปากกรวยยาว 10 ฟุต มีน้ำไหลเขา

สูถังดวยอัตรา 2 ลูกบาศกฟุต/นาที จงหาวาขณะที่น้ำในถังสูง 6 ฟุต ระดับน้ำจะสูงข้ึนดวยอัตราเทาใด 

วิธีทำ กำหนด v เปนปริมาตรของน้ำในถังขณะเวลา t   

 กำหนด x  เปนรัศมีของผิวน้ำในถังรูปขณะเวลา t  

 กำหนด y  เปนความสูงของน้ำในถังขณะเวลา t  

 ปริมาตรทรงกระบอก 21
3

v r h  โดยที่ h  เปนความสูงของทรงกระบอก 

วาดรูปความสัมพันธไดดังนี ้ 
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จากความสัมพันธจะได x r
y h
  

         

5
10
1
2
]

x
y

x y




 

พิจารณาปริมาตรของน้ำ  21
3

v x y  

2

3

1 1
3 2
1
12

]
y yv

y





      



 

จาก   31
12

v y  

จะได          31
12

dv d y
dt dt


      

 

         

2

2

2

1 3
12
1
4
12 6
4

2
9

( )

]
]

]

dv dyy
dt dt
dv dyy
dt dt

dy
dt

dy
dt

















 

ดังนั้น  ระดับน้ำจะสูงข้ึนดวยอัตรา 2
9
  ฟุต/นาที   

h  
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4.3 สมการเสนสัมผัส และเสนปกต ิ

 สมการเสนตรงท่ีผานจุด 0 0( , )x y  มีความชันเทากับ m  คือสมการ 0 0( )y y m x x    

กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดที่ 0x x  จะไดวา dy
dx  

ที่จุด 0x x  คือความ

ชันของเสนโคง
 

( )y f x  ที่ 0x x  หรือกลาวไดอีกอยางหนึ่งก็คือสมการของเสนสัมผัสที่สัมผัส

เสนโคง ( )y f x  ที่ 0x x  คือ 0 0 0( )( )y y f x x x    (เลิศ สิทธิโกศล, 2541 : 44-46) 

ขอสังเกต 4.3 

 ถา 0( ) 0f x   แลวสมการเสนสัมผัสคอืคือ 0 0 0( )( )y y f x x x    แตถา 

0( ) 0f x   เสนโคง ( )y f x  จะมีเสนสัมผัสเปนเสนขนานกับแกน x   

 

บทนิยาม 4.1 

  กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดที่จุด 0 0 0( , )P x y  เสนตรง 

ที่ผานจุด 0 0 0( , )P x y  และตั้งฉากกับเสนสัมผัสทีจุ่ดสัมผัส 0 0 0( , )P x y  เรียกวาเสนปกต ิ

สมการเสนปกติที่ผานจุด 0 0 0( , )P x y  คือ 0x x  ถาเสนสัมผัสอยูในแนวระดับ 

 สำหรับกรณอีื่นสมการคือ 0 0
0

1 ( )
( )

y y x x
f x

  
  ถา 0( ) 0f x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.1  แสดงเสนปกติ และเสนสัมผัส 

     ท่ีมา : คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง. 2542 : 164 

เสนปกติ 
เสนสัมผัส 

 

 

0 
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ขอสังเกต 4.4 

 ถา 0m   แทนความชันของเสนสัมผัสจะได 1
m

  แทนความชันของเสนปกติ เพราะเสน

ปกติกับเสนสัมผัสตั้งฉากกันความชันคูณกันจึงมีคาเทากับ 1   

 

ตัวอยาง 4.9  จงหาสมการเสนสัมผัส และเสนปกติของเสนโคง 3 22 4y x x    ที่จุด (2, 4)  

วิธีทำ จากโจทยกำหนดให  
3 2( ) 2 4f x y x x     

 จะได    
2( ) 3 4f x x x    

 ความชันของเสนตรงที่สัมผัสเสนโคงท่ีจุด (2, 4)  

 คอื    
2(2) 3(2) 4(2)f     

    
  12 8

4

2

]
f  




 

 สมการเสนตรงท่ีสัมผัสจุด (2, 4)  และมีความชันเทากับ 4  

 คอื    4 4 2y x    

        
 4 2 4

4 4]
y x

x

  

 
 

 เนื่องจากความชันของเสนสัมผัสมีคาเทากับ 4  ดังนั้นความชันของเสนปกติมีคาเทากับ 1
4

  

 ดังนั้น สมาการเสนปกติท่ีผานจุด (2, 4)  และความชันมีคาเทากับ 1
4

  

 คอื    14 2
4

y x     

        

 1 2 4
4
1 2 4
4 4
1 9
4 2

]
]

y x

x

x

   

   

  

 

ดังนั้น  สมการเสนสัมผัสคอื 4 4y x   และสมการเสนปกติคือ 1 9
4 2

y x    
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ตัวอยาง 4.10  จงหาสมการเสนสัมผัส และเสนปกติของเสนโคง 2 23 5x xy y    ที่จุด (1,1)  

วิธีทำ จากโจทยกำหนดสมการเสนโคง 2 23 5x xy y     

 จะได         2 23 5d dx xy y
dx dx

    

  

2 23 0

2 3 2 0

2 3 2 0

2 3 2 0

2 3 3 2 0

( ) ]
]
]
]

d d dx xy y
dx dx dx

d dyx xy y
dx dx

dy dx dyx x y y
dx dx dx

dy dyx x y y
dx dx

dy dyx x y y
dx dx

  

  

 
      

 
      

   

 

  

3 2 2 3

3 2 2 3

2 3
3 2

( )

( )

]
]
]

dy dyx y x y
dx dx

dyx y x y
dx

x ydy
dx x y

  

  

 


 

 

 ความชันของเสนตรงที่สัมผัสเสนโคงท่ีจุด (1,1)  

 คอื    1,1

2(1) 3(1
3(1) 2(1)
1

dy
dx

             
 

 

 สมการสนตรงท่ีสัมผัสจุด  1,1  และมีความชันเทากับ 1  

 คอื    1 1 1y x     

           
1 1

2

2

]
]

y x

y x

y x

   

  

 

 

 เนื่องจากความชันของเสนสัมผัสมีคาเทากับ 1  ดังนั้นความชันของเสนปกติมีคาเทากับ 1  

 ดังนั้น สมการเสนปกติที่จุด (1,1)  และความชันมีคาเทากับ 1  
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 คอื    1 1 1y x    

            
1 1

0]
y x

y x

  

 
 

ดังนั้น  สมการเสนสัมผัสคอื 2y x   และสมการเสนปกติคือ 0x y   

 

ตัวอยาง 4.11  กำหนดให a  เปนจำนวนจริงที่ไมเทากับศูนยจงแสดงวาเสนปกติของเสนโคง 

2 2 2x y a   ที่จุด 0 0( , )x y  ใด ๆ บนเสนโคงนี้ เปนเสนตรงที่ผานจุดกำเนิด 

วิธีทำ จากโจทยกำหนดสมการเสนโคง 2 2 2x y a    

 จะได      2 2 2d dx y a
dx dx

   

          

2 2 0

2 2 0]
]

d dx y
dx dx

dyx y
dx
dy x
dx y

 

 

 

 

 เพราะฉะนั้นความชันของเสนสัมผัสที่จุด 0 0( , )x y  เทากับ 0

0

x
y

  

 ดังนั้น ความชันของเสนปกติที่จุด 0 0( , )x y  คือ 0

0 0

0

1  
y

x x
y

 


 

 สมการเสนปกติของเสนโคงที่ผานจุด  0 0( , )x y  คือ  

  

0
0 0

0

0 0
0 0

0 0

0
0 0

0

0

0

( )

]
]

]

y
y y x x

x
y y

y y x x
x x
y

y y x y
x
y

y x
x

  

  

  



 

 เนื่องจากสมการ 0

0

y
y x

x
  เปนสมการเสนตรงซึ่งผานจุดกำเนิดเสมอ  

ดังนั้น  เสนปกติของเสนโคง 2 2 2x y a   ที่จุด 0 0( , )x y  ใด ๆ เปนเสนตรงท่ีผานจุดกำเนิด 
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ตัวอยาง 4.12  จงหาสมการเสนตรงทั้งหมดที่ลากจากจุด ( 1,2)P   มาสัมผัสกับเสนโคง 4 1xy   

วิธีทำ ความชันของเสนโคง 4 1xy   ที่จุด ( , )x y ใด ๆ คือ dy
dx

  

 จาก  4 1xy   

 ได     4 1( ) ( )d dxy
dx dx

  

      4 1( ) ( )d dxy
dx dx

  

     

4 0

4 4 0

]
]
]

dy dxx y
dx dx

dyx y
dx

dy y
dx x

      

 

 

 

 ความชันท่ีผานจุด ( 1,2)  และ ( , )x y  ใด ๆ มีความชันเทากับ 

   2
1

ym
x



 

 แต (1) (2)  

 ได   2
1

y y
x x
  


 

          

   2 1

2

2 2 0

4 4 2 0

]
]
]

x y y x

xy x xy y

xy x y

xy x y

   

   

  

  

 

 แตเนื่องจาก    4 1xy    

 ได     1 4 2 0x y    

 และ          14x
y

  

 ได       

11 2 0y
y

    

(1)  

(2)  



186 

 

      

2

2

1 2 0

2 1 0]
y y

y y

  

  
 

      
2 1 1 0

1 , 1
2

( )( ) ]
]

y y

y

  

 
 

แทนคา y  จะไดคา 1 1,
2 4

x    

เพราะฉะนั้นเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด 
1 , 1
4

      
 และ 

1 1,
2 2
     

 

โดยมีความชันของเสนสัมผัสที่จุด 
1 , 1
4

      
 คือ 4dy x

dx y
      

สมการเสนสัมผัสที่ผานจุด ( 1,2)  และมีความชันเทากับ 4  คือ 

  

 2 4 1

2 4 4

4 2 0

]
]

y x

y x

y x

  

  

  

 

สวนความชันของเสนสัมผัสที่จุด 
1 1,
2 2
     

 คือ 1dy x
dx y

      

สมการเสนสัมผัสที่ผานจุด ( 1,2)  และมีความชันเทากับ 1  คือ 

  

 2 1 1

2 1

1 0

]
]

y x

y x

y x

  

  

  

 

 

4.4 คาสูงสุดคาต่ำสุด และกราฟ 

 ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการหาคาสูงสุด คาต่ำสุดของ ฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด จุดวิกฤต จุดสูงสุด

สัมพัทธ จุดต่ำสุดสัมพัทธ จุดเปลี่ยนเวา คาวิกฤต คาสูงสุดสัมพัทธ คาต่ำสุดสัมพัทธ คาสูงสุดสัมบูรณ 

และคาต่ำสุดสัมบูรณ และนำความรูทั้งหมดไปชวยในการเขียนกราฟของฟงกชันตาง ๆ (กมล เอกไทย

เจริญ, 2544 : 51) 
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 4.4.1 ฟงกชันเพิ่ม ฟงกชันลด 

 ฟงกชันเพ่ิม คือฟงกชันที่คา ( )y f x  มีคาเพิ่มขึ้นในขณะที่ x  มีคาเพ่ิมข้ึน สวนฟงกชันลด 

คือฟงกชันท่ีคา ( )y f x  มีคาลดลงในขณะที่ x  มีคาเพ่ิมข้ึน และฟงกชันคงตัว คือฟงกชันที่คา 

( )y f x  มีคาคงตวัไมวา x  จะมีคาเพ่ิมขึ้น หรือลดลงก็ตาม ดังบทนิยาม (คณาจารยภาควิชา

คณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง, 2542 : 66) 

 

 

 บทนิยาม 4.2   

กำหนดให ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I   

  1. ถา 1 2( ) ( )f x f x  สำหรับทุกคา 1 2x x  บนชวง I  

      เรียก ( )f x  วาเปนฟงกชนัเพิ่ม บนชวง I  

  2. ถา 1 2( ) ( )f x f x  สำหรับทุกคา 1 2x x  บนชวง I  

      เรียก ( )f x  วาเปนฟงกชนัลดบนชวง I  

  3. ถา ( ) 0f x   ในชวง ( , )a b  แลว ( )f x  เปนฟงกชันคงตัวบนชวง
 
( , )a b  

 

ตัวอยาง 4.13 จงพิจารณาวาฟงกชัน 3( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลดบนชวงใด 

วิธีทำ กราฟของฟงกชัน 3( )f x x  เปนดังนี ้

 

 

 
 

 

 

 

0 
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  จากกราฟจะเห็นวาฟงกชัน 3( )f x x  นั้น ( )f x  มีคาเพ่ิมข้ึนเมื่อ x  มีคาเพ่ิมข้ึน

บนชวง( , )   ดังนั้น 3( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( , )   

 

ตัวอยาง 4.14 จงพิจารณาวาฟงกชัน 2( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลดบนชวงใด 

วิธีทำ กราฟของฟงกชัน 2( )f x x  เปนดังนี ้

 

 

  
 

จากกราฟจะเห็นวา ฟงกชัน 2( )f x x  นั้น ( )f x  มีคาลดลงเมื่อ x  มีคาเพิ่มข้ึนบนชวง

( , 0)  และ ( )f x  มีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ x  มีคาเพิ่มขึ้นบนชวง(0, )  ดังนั้น 2( )f x x  เปนฟงกชัน

เพ่ิมบนชวง (0, ) และเปนฟงกชันลดบนชวง( , 0)  

 

 จากตัวอยางท่ีผานมานั้นการพิจารณาฟงกชันเพ่ิมหรือฟงกชันลดพิจารณาจากกราฟนั้นจะ

คอนขางยากและเสียเวลาในการวาดกราฟ ดังนั้นเราสามารถพิจารณาโดยใชอนุพันธดันดับที่ 1 มาชวย

ในการพิจารณาโดยใชทฤษฎีบทตอไปนี้ (Stein, S.K.& Barcellos, A., 1992 : 131) 

 

 

 

 

 

 

 

0 
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 ทฤษฎบีท 4.1   

กำหนดให ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ,a b     โดยที่ ,a b R  

  1. ถา ( ) 0f x   ทุก ๆ ( , )x a b แลว ( )f x  เปนฟงกชันเพ่ิมข้ึนบนชวง ,a b     

  2. ถา ( ) 0f x   ทุก ๆ ( , )x a b แลว ( )f x  เปนฟงกชันลดลงบนชวง ,a b     

 

 

ตัวอยาง 4.15  จงพิจารณาวาฟงกชัน 3( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลดบนชวงใดโดยใชอนุพันธ

อันดับที่หนึ่ง 

วิธีทำ    ให   
3( )f x x    

  ได      2( ) 3f x x   

  เนื่องจาก  2 0x   เสมอ 

  จะได     23 0x    

  นั้นคือ ( ) 0f x   ทุก ๆ คา 0x   

ดังนั้น 3( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง( , )   

ตัวอยาง 4.16  จงพิจารณาวาฟงกชัน 2( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลดบนชวงใดโดยใชอนุพันธ

อันดับที่หนึ่ง 

วิธีทำ    ให     
2( )f x x    

  ดังนั้น    ( ) 2f x x   

  เนื่องจาก 0x  แลว2 0x   และถา 0x   แลว 2 0x   

  นั้นคือถา 0x  แลว ( ) 0f x   และถา 0x   แลว ( ) 0f x   

ดังนั้น  2( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 0,  และเปนฟงกชันลดบนชวง , 0   
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คาสูงสุดและคาต่ำสุดของฟงกชนั อษุณีย 

อุษณีย ลีรวัฒน (2552 : 47) ไดใหรายระเอียดไวดังบทนิยามตอไปนี้ 

 

 บทนิยาม 4.3   

กำหนดให a  และ b เปนคาคงตัวใด ๆ และ ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง 

,a b     และ 0 ,x a b      

        1. ถา 0( ) ( )f x f x  ทุก ๆ คา x  อยูในบางชวงเปดที่บรรจุ 0x  แลวจะเรียก ( )f x  

  วามีคาสูงสุดสัมพัทธ หรือ มีคาสูงสุดเฉพาะท่ี ที่จุด 0x  

        2. ถา 0( ) ( )f x f x  ทุก ๆ คา x  อยูในบางชวงเปดที่บรรจุ 0x  แลวจะเรียก ( )f x  

  วามีคาต่ำสุดสัมพัทธ หรือ มีคาต่ำสุดเฉพาะท่ี ที่จุด 0x  

        3. ถา 0( ) ( )f x f x  สำหรับทุก ๆ ,x a b      แลว ( )f x  มีคา สูงสุดสัมบูรณ 

ที่จุด 0x  

        4. ถา 0( ) ( )f x f x  สำหรับทุก ๆ ,x a b      แลว ( )f x  มีคา ต่ำสุดสัมบูรณ  

  ที่จุด 0x  

 

 บทนิยาม 4.4 

  จุดวิกฤต คือจุด 0 fx D  ซึ่ง 0( ) 0f x   หรือ 0( )f x  หาคาไมได 

 

 จากบทนิยาม 4.3 และบทนิยาม 4.4 คาสูงสุดสัมพัทธคือคาสูงสุดของฟงกชันเมื่อเทียบกับคา

ใกลเคยีง สวนคาต่ำสุดสัมพัทธคือคาต่ำสุดของฟงกชันเม่ือเทียบกับคาใกลเคียง โดยจุดต่ำสุดสัมพัทธ

และสูงสุดสัมพัทธนั้นจะอยูที่จุดวิกฤต ซึ่งจุดวิกฤตคือจุด 0x  ที่ 0( ) 0f x   หรือ 0( )f x  หาคาไมได 

(Ross, F.L. Maurice,.W.D. and Frank, G.R, 2001 : 113) 

 

 ทฤษฎบีท 4.2 

  กำหนดให a  และ b เปนคาคงตัวใด ๆ ฟงกชัน ( )f x  มีอนุพันธบน ,a b      

 และ ( )f x  มีคาสูงสุดสัมพัทธ หรือต่ำสุดสัมพัทธท่ี 0x x  เม่ือ 0a x b   แลว  

 0( ) 0f x   
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ตัวอยาง 4.17  กำหนดกราฟของฟงกชัน ( )y f x  ดังตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ฟงกชัน ( )f x  มีอนุพันธบนชวง ,a b     จะไดวา 

  0 0f x   หรือหาคาไมได   1 0f x   หรือหาคาไมได 

  2 0f x   หรือหาคาไมได    3 0f x    หรือหาคาไมได 

 

การทดสอบคาสูงสุดหรือตำ่สุดสัมพัทธของฟงกชนั ณ จุดวิกฤต  

 พลอนันต แสงประสิทธิ ์(2554 : 93) ไดใหรายละเอียดไวดังนี ้

ให c เปนคาคงตัวใด ๆ ถา c เปนจุดวิกฤต และ ( ) 0f c    

 1. ถา ( ) 0f x   เม่ือ 1x x c   และ ( ) 0f x   เม่ือ 2c x x   แลว ( )f x  

มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี x c  

 2. ถา ( ) 0f x   เม่ือ 1x x c   และ ( ) 0f x   เม่ือ 2c x x   แลว ( )f x  

มีคาต่ำสุดสัมพัทธที่ x c  

 3. ถา ( ) 0f x   บนชวง 1 2( , )x x  และเครื่องหมาย ( )f x  ไมเปลี่ยนแปลงบนชวง 

1 2( , )x x
 
แลว ( )f x  จะไมมีคาสูงสุดหรือต่ำสุดในชวงดังกลาว แสดงไดจากกราฟตอไปนี ้ 

 

 

 

 

0 
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ภาพประกอบ 4.2  แสดงจุดสูงสุดสัมพัทธของฟงกชันบนชวง 1 2( , )x x  

     ท่ีมา : พลอนันต แสงประสิทธิ์. 2554 : 93  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.3  แสดงจุดต่ำสุดสัมพัทธของฟงกชันบนชวง 1 2( , )x x  

     ท่ีมา : พลอนันต แสงประสิทธิ์. 2554 : 93  

 

ตัวอยาง 4.18  กำหนด 3 2( ) 3 9 5f x x x x     จงหาจุดสูงสุดและจุดต่ำสุดสัมพัทธของ

ฟงกชัน 

วิธีทำ 3 2( ) 3 9 5f x x x x      

 2( ) 3 6 9f x x x     

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

   

 

 

 

 

 

0 

 

 

0 
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2

2

3 6 9 0

3 2 3 0

3 3 1 0

3,1

( )
( )( )

]
]
]

x x

x x

x x

x

  

  

  

 

 

 แสดงไดดังรูปดังนี้ 

 

  

 

ดังนั้น  ( )f x  มี 3x   เปนจุดสูงสุดสัมพัทธของฟงกชันและ มี 1x   เปนจุดต่ำสุดสัมพัทธ 

 

ตัวอยาง 4.19  กำหนด 3 2( ) 3 3f x x x x    จงหาจุดสูงสุดและจุดต่ำสุดสัมพัทธของฟงกชัน 

วิธีทำ 3 2( ) 3 3f x x x x     

 2( ) 3 6 3f x x x     

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

   

2

2

3 6 3 0

3 2 1 0

3 1 1 0

1

( )
( )( )

]
]
]

x x

x x

x x

x

  

  

  



 

 แสดงไดดังรูป 

 

  

 

 

ดังนั้น  ( )f x  ไมมีจุดสูงสุดและจุดต่ำสุดสัมพัทธ 

 

การทดสอบจุดวิกฤตโดยใชอนุพันธอันดับสอง 

 ถา 1x c  เปนจุดวิกฤตที่ 1( ) 0f c   โดยที่ 1 1 2( , )c x x  สมมุติวากราฟของฟงกชันมี

ลักษณะ โคงเวาขึ้น (กราฟหงาย) หรืออยูในลักษณะเสนโคงอยูเหนือเสนสัมผัสบนชวง 1 2( , )x x  จะ

 

 

 

( ) 0f x   

3  

( ) 0f x   

1 

( ) 0f x   
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เห็นวาเมื่อ x  เพ่ิมขึ้นเสนสัมผัสมีคาความชันเพิ่มข้ึนแสดงวา ( )f x  เปนฟงกชันเพ่ิมขึ้นบนชวง
 

1 2( , )x x  ดังนั้น ( ) 0f x 
 
บนชวง 1 2( , )x x  และที่จุด 2x c  โดยที่ 2 1 2( , )c x x ฟงกชันมีคา

ต่ำสุดสัมพัทธ ในทางกลับกันถากราฟมีลักษณะ โคงเวาลง (กราฟคว่ำ) หรืออยูในลักษณะเสนสัมผัส

อยูเหนือเสนโคงบนชวง 1 2( , )x x  จะเห็นวาเมื่อ x  เพ่ิมข้ึนคาแตคาของ ( )f x  ลดลงแสดงวา ( )f x  

เปนฟงกชันลดลงบนชวง 1 2( , )x x  ดังนั้น ( ) 0f x   บนชวง 1 2( , )x x  และที่จุด 2x c  ฟงกชันมี

คาสูงสุดสัมพัทธ (เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ, 2553 : 87) 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.4  แสดงจุดสูงสุดสัมพัทธโดยใชอนุพันธอันดับที่สองบนชวง  1 2,x x  

     ท่ีมา : อุษณีย ลีรวัฒน. 2552 : 51  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.5  แสดงจุดต่ำสุดสัมพัทธโดยใชอนุพันธอันดับที่สองบนชวง  1 2,x x  

     ท่ีมา : อุษณีย ลีรวัฒน. 2552 : 51  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

0 

 

 
  

    

 

0 
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 ทฤษฎบีท 4.3   

กำหนดให
 

,a b  และ c 
 
เปนคาคงตัวใด ๆ ถา  f x  เปนฟงกชันตอเนื่องถึงอนุพันธ

อันดับสองบนชวง  ,a b  ที่ม ีc 
 
อยูและ x c  เปนจุดวิกฤตซึ่ง   0f c   และ 

   ,f x f x   หาคาไดทุกคา x  ในชวงเปด  ,a b  

  1.  ถา   0f c   แลว  f x  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี x c  

  2.  ถา   0f c   แลว  f x  มีคาต่ำสุดสัมพัทธที่ x c  

 

หมายเหตุ  กรณี   0f c   สรุปไมไดตองใชอนุพันธอันดับหนึ่ง 

 

 บทนิยาม 4.5  

จุดเปลี่ยนเวาคือจุดที่เชื่อมระหวางเสนโคงเวาขึ้นกับเวาลง หรือระหวางเสนโคง 

เวาลงกับเวาขึ้น 

 กราฟจะมีจุดเปลี่ยนเวาที่ x c  ถา  f x  เปลี่ยนเครื่องหมายเมื่อ x  เปลี่ยนคาผานจุด

x c   จากนอยไปมาก และจุดเปลี่ยนเวาอาจจะเกิดขึ้นที่ x c   เมื่อ   0f c   ดังรูป (Anton, 

Howard, 1995 : 132) 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.6  แสดงจุดเปลี่ยนเวาของฟงกชัน  y f x  

     ท่ีมา : Anton, Howard. 1995 : 132 

 

 

 

 

 

0 
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 ทฤษฎบีท 4.4   

ให  f x  หาคาไดบนชวงเปด  ,a b   

ถา   0f x   สำหรับทุก  ,x a b  แลวกราฟจะ เวาขึ้น บนชวงเปด  ,a b  

ถา   0f x   สำหรับทุก  ,x a b  แลวกราฟจะ เวาลง บนชวงเปด  ,a b  

 

 

 ทฤษฎบีท 4.5   

ถา f  มีจุดเปลี่ยนเวาที่ x a  แลว   0f x    

 

 บทกลับของทฤษฎีบท 4.5 ไมจำเปนตองเปนจริง ตองทดสอบโดยใชทฤษฎีบท 4.4  

หมายเหต ุ  

 กรณี ( )f c  หาคาไมไดและ ( )f x  เปลี่ยนเครื่องหมายเมื่อ x  เปลี่ยนแปลงผาน c จาก

นอยไปหามากจะไดวา x c  เปนจุดเปลี่ยนเวาเชนเดียวกัน 

ตัวอยาง 4.20  กำหนด 4 3( ) 2f x x x   จงหาจุดเปลี่ยนเวา  

วิธีทำ 4 3( ) 2f x x x    

 
3 2

2

( ) 4 6

( ) 12 12 ]
f x x x

f x x x

  

  
 

 หาจุดเปลี่ยนเวาให  ( ) 0f x   

      

212 12 0

12 1 0

0,1

( ) ]
]

x x

x x

x

 

 



 

 สามารถตรวจสอบโดยอนุพันธอันดับสอง ดังรูป  

 

  

 

( ) 0f x   

0  

( ) 0f x   ( ) 0f x   

1  
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ดังนั้น  4 3( ) 2f x x x   อาจมีจุดเปลี่ยนเวาที่ 0,1x   

ตัวอยาง 4.21  กำหนด 3 2( ) 3 9 5f x x x x     จงหา 

 1. จุดสูงสุดสัมพัทธ จุดต่ำสุดสัมพัทธ  

 2. เปนฟงกชันเพ่ิมขึ้นบนชวงใด และเปนฟงกชันลดลงบนชวงใด 

 3. จุดเปลี่ยนเวา  

 4. ชวงใดที่ลักษณะของกราฟโคงเวาขึ้น และโคงเวาลงบนชวงใด 

วิธีทำ  3 2( ) 3 9 5f x x x x      

 
2( ) 3 6 9

( ) 6 6]
f x x x

f x x

   

  
 

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

               

2

2

3 6 9 0

3 2 3 0

3 3 1 0

3,1

( )
( )( )

]
]
]

x x

x x

x x

x

  

  

  



 

1.  จุดสูงสุดสัมพัทธ จุดต่ำสุดสัมพัทธ  

 ( 3) 6( 3) 6 12 0f          ดังนั้น 3x   เปนจุดสูงสุดสัมพัทธ 

 (1) 6(1) 6 12 0f       ดังนั้น 1x   เปนจุดต่ำสุดสัมพัทธ 

 

2.  เปนฟงกชันเพ่ิมข้ึนบนชวงใด และเปนฟงกชันลดลงบนชวงใด 

( )f x เปนฟงกชันเพ่ิมข้ึนบนชวง ( ) 0f x   และ ( )f x  เปนฟงกชันลดลงบนชวง ( ) 0f x   

 

 แสดงไดดังรูป 

 

  

 

ดังนั้น  ( )f x  เปนฟงกชันเพ่ิมขึ้นบนชวง    , 3 1,     

         ( )f x  เปนฟงกชันลดลงบนชวง  3,1x    
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3.  หาจุดเปลี่ยนเวาให
 

( ) 0f x   

     

6 6 0
6 6

1

x
x
x

 
 
 

 

     สามารถตรวจสอบโดยอนุพันธอันดับสอง ดังรูป  

 

  

 

 

ดังนั้น  ( )f x อาจมีจุดเปลี่ยนเวาที่ 1x   

 

4.  ชวงใดท่ีลักษณะของกราฟโคงเวาข้ึน และโคงเวาลงบนชวงใด 

กราฟของ ( )f x  จะโคงเวาขึ้นบนชวง ( ) 0f x   และโคงเวาลงบนชวงใดบนชวง
 

( ) 0f x    

 

 แสดงไดดังรูป 

 

  

 

ดังนั้น  กราฟ ( )f x  จะโคงเวาลงบนชวง  , 1   

 กราฟ ( )f x  จะโคงเวาขึ้นบนชวง  1,    

 

สรุปหลักการเขียนกราฟ 

 1. หา ( )f x  และ ( )f x  

 2. หาจุดวิกฤตจาก ( ) 0f x   หรือหาคาไมได เพ่ือตรวจสอบชวงท่ีฟงกชันมีคาเพ่ิมขึ้นหรือ

ลดลงคาสูงสุดหรือคาต่ำสุดสัมพัทธ 

 3. หาคา x  ที่ทำให ( ) 0f x   หรือหาคาไมไดเพ่ือตรวจสอบลักษณะการโคงของ

เสนกราฟ และจุดเปลี่ยนเวา 

 4. เขียนกราฟของฟงกชันโดยใชขอมูลที่ไดจากขัน้ตอนที่ 1-3 
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ตัวอยาง 4.22  จงวาดกราฟของฟงกชัน
 

4 3( ) 2f x x x   

วิธีทำ 4 3( ) 2f x x x    

3 2

2

( ) 4 6

( ) 12 12 ]
f x x x

f x x x

  
  

 

  

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

  

3 2

2

4 6 0

4 6 0
30,
2

( ) ]
x x

x x

x

 

 



 

  แสดงไดดังรูป 

 

 

 

  

 

 

หาจุดเปลี่ยนเวาให   0f x   

     

212 12 0
12 1 0

0, 1
( )

x x
x x

x

 
 


 

 

 แสดงไดดังรูป 

 

 

  

 

 

 

( ) 0f x    

เวาขึ้น 

0  

( ) 0f x    

เวาลง 

( ) 0f x    

เวาขึ้น 

1 

  

ฟงกชนัลด 

 

  

ฟงกชันลด 

  

ฟงกชันเพ่ิม 
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จากขอมูลท้ังหมดนำมาเขียนกราฟไดดังนี้ 

 

 

 
 

 

ตัวอยาง 4.23  เขียนกราฟของฟงกชัน
 

3( ) 12 12f x x x    

วิธีทำ   3( ) 12 12f x x x    

 
2( ) 12 3

( ) 6
f x x
f x x
   
 

 

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

               

2

2

12 3 0
3 4 0

3 2 2 0
2,2

( )
( )( )

x
x

x x
x

  
 

  
 

 

 

 แสดงไดดังรูป 

 

 

  

 

 

( ) 0f x    

ฟงกชันลด 

( ) 0f x    

ฟงกชันเพ่ิม 

( ) 0f x    

ฟงกชันเพ่ิม 

2  2 

 

0  
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 หาจุดเปลี่ยนเวาให ( ) 0f x   

         6 0
0

x
x



 

 

 แสดงไดดังรูป 

 

 

  

 

 

จากขอมูลท้ังหมดนำมาเขียนกราฟไดดังนี้ 

 

 

 

 
 

 

 

4.5 หลกัเกณฑโลปตาล 

 หลักเกณฑนี้เปนการประยุกตของอนุพันธอีกทางหนึ่ง ซึ่งเปนการนำอนุพันธมาชวยในหาหา

คาลิมิตของฟงกชัน โดยการหาคาลิมิตของฟงกชันนั้นไดกลาวแลวในบทที่ 1 แตการจะใชหลักเกณฑโล

ปตาลนั้นตองผานการเรียนเรื่องอนุพันธของฟงกชันมากอนดวย จึงจะสามารถหาลิมิตโดยใช

( ) 0f x    

เวาลง 

( ) 0f x    

เวาขึ้น 

0  

 

0 
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หลักเกณฑโลปตาลได และการหาอนุพันธของฟงกชันนั้นไดกลาวถึงในบทที่ 2 ไปแลว การหาลิมิตของ

ฟงกชันโดยใชกฏของโลปตาลนั้น ลิมิตตองอยูในรูปแบบที่ไมกำหนดตามบทนิยามตอไปนี ้(อุษณีย 

ลีรวัฒน, 2552 : 61) 

 

 บทนิยาม 4.6 

 ฟงกชัน ( )f x  เปนฟงกชันซึ่งเมื่อ x  เขาใกล a  แลว ( )f x  อยูในรูปแบบใด 

รูปแบบหนึ่งดังตอไปนี้ คือ 0 00 , , 0 , , 0 ,
0

   


 หรือ 1  แลวจะไดวา
 

lim ( )
x a

f x


มรีูปแบบท่ีไมกำหนด ที่ x a  

 

หลักเกณฑโลปตาลจะชวยใหสามารถคำนวณลิมิตในรูปแบบ 
( )lim
( )x a

f x
g x

 ในกรณีรูปแบบท่ีไม

กำหนดเม่ือตัวเศษ ( )f x  และตัวสวน ( )g x  เขาใกล 0  ทั้งคูหรือเขาใกล  ทั้งคู ดังทฤษฎีบท

ตอไปนี้ (อัจฉรา ปาจีนบูรวรรณ, 2555 : 71) 

 

ทฤษฎีบท 4.6 

  กำหนดให I  เปนชวงเปดที่บรรจุ a , L  เปนจำนวนจริง f  และ g   

 เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวงเปด I  โดยที่ ( ) 0g x   ทุกคาของ x  ในชวงเปด I   

 ยกเวนที่ x a  ถา
 
lim ( ) 0
x a

f x


 , lim ( ) 0
x a

g x


  และ 
( )lim
( )x a

f x L
g x




  

 แลว 
( )lim
( )x a

f x L
g x

  

 

 

ทฤษฎีบท 4.7 

  กำหนดให I  เปนชวงเปดที่บรรจุ a , L  เปนจำนวนจริง f  และ g  เปนฟงกชัน 

 ท่ีหาอนุพันธไดบนชวงเปด I  ถา lim ( )
x a

f x


  (หรือ), lim ( )
x a

f x


   

 (หรือ) และ 
( )lim
( )x a

f x L
g x




  แลว 
( )lim
( )x a

f x L
g x
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จากทฤษฎีบท 1.8 และ 1.9 จะชวยใหสามารถคำนวณลิมิตในรูปแบบ 
( )lim
( )x a

f x
g x

 ในกรณี

รูปแบบที่ไมกำหนดไดงายยิ่งข้ึน นั้นหมายถึงวาถาตัวเศษ ( )f x  และตัวสวน ( )g x  เขาใกล 0 ทั้งคู 

หรือเขาใกล   ทั้งคูแลวเราสามารถหา 
( )lim
( )x a

f x
g x

 โดยการหา 
( )lim
( )x a

f x
g x


  แทนดังตัวอยาง

ตอไปนี้ (สุรวิทย ตันแตงผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ, 2557 : 44) 

ตัวอยาง 4.24  จงหาคา 
2

0

2 5lim
x

x x
x


  

วิธีทำ    พิจารณา
 

2

0
lim(2 5 ) 0
x

x x


    

 และ 
  0

lim 0
x

x


  

 ดังนั้น 
2

0

2 5lim
x

x x
x


 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให   22 5f x x x   ได    2 10f x x    

 และ  g x x   ได   1g x   

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 




  

 จะได 
2

0 0

2 5 2 10lim lim 2
1x x

x x x
x 

    

ดังนั้น  
2

0

2 5lim 2
x

x x
x

   

ตัวอยาง 4.25  จงหาคา 
2

4

7 12lim
4x

x x
x

 


  

วิธีทำ    พิจารณา 2

4
lim( 7 12) 0
x

x x


     

 และ 
  4

lim( 4) 0
x

x


   

 ดังนั้น 
2

4

7 12lim
4x

x x
x

 


 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให 
2( ) 7 12f x x x    ได  ( ) 2 7f x x    

 และ ( ) 4g x x    ได ( ) 1g x   

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 
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 จะได  
2

4 4

7 12 2 7lim lim 1
4 1x x

x x x
x 

   


  

ดังนั้น  
2

4

7 12lim 1
4x

x x
x

  


 

 

ตัวอยาง 4.26  จงหาคา 
3

2

8lim
2x

x
x




 

วิธีทำ    พิจารณา 3

2
lim( 8) 0
x

x


    

 และ 
  2

lim( 2) 0
x

x


   

 ดังนั้น 
3

2

8lim
2x

x
x




 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให 
3( ) 8f x x    ได 

2( ) 3f x x   

 และ  ( ) 2g x x    ได ( ) 1g x   

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 




  

 จะได   
3 2

2 2

8 3lim lim 12
2 1x x

x x
x 

  


 

ดังนั้น  
3

2

8lim 12
2x

x
x

 


 

 

ตัวอยาง 4.27  จงหาคา  
2

32

4lim
8x

x
x




 

วิธีทำ    พิจารณา 2

2
lim( 4) 0
x

x


    

 และ 
  

3

2
lim( 8) 0
x

x


   

 ดังนั้น 
2

32

4lim
8x

x
x




 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให 
2( ) 4f x x   ได  2( ) 3f x x   

 และ 3( ) 8g x x    ได ( ) 1g x   

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 
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 จะได   
2

3 22 2

4 2 1lim lim
38 3x x

x x
x x 

  


 

ดังนั้น  
2

32

4 1lim
38x

x
x

 
  

 

ตัวอยาง 4.28  จงหาคา 
3

31

1lim
4 3x

x
x x


 

 

วิธีทำ    พิจารณา 3

1
lim( 1) 0
x

x


    

 และ 
  

3

1
lim(4 3) 0
x

x x


    

 ดังนั้น 
3

31

1lim
4 3x

x
x x


 

 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให 
3( ) 1f x x    ได  

2( ) 3f x x   

 และ 3( ) 4 3g x x x    ได 
2( ) 12 1g x x    

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 




  

 จะได   
 

3 2

3 21 1

1 3 3lim lim
114 3 12 1x x

x x
x x x 

  
  

 

ดังนั้น  
3

31

1 3lim
114 3x

x
x x

 
 

 

 

4.6 สรุปทายบทที่ 4 

จะเห็นววาอนุพันธนั้นสามารถนำไปประยุกตใชไดในทางวิทยาศาสตรไดหลากหลายสาขา เชน

การเคลื่อนที่ของวัตถุ เราสมารถหาความเร็วและความเรงของการเคลื่อนที่จาก ( )s f t  ซึ่งแทน

สมการการเคลื่อนที ่สวนความเร็วโดยทั่วไปเราไดจากอัตราสวนระหวางปริมาณการเปลี่ยนแปลงของ 

s (ระยะทาง) กับปริมารการเปลี่ยนแปลงของ t (เวลา) แตถาตองการความเร็วชั่วขณะหรือความเร็วที่

เวลา t  ใด ๆ คือ 
0

lim
t

s
t 




 ซึ่งแทนดวย ds
dt

 ดังนั้นความเร็วของวัตถุเม่ือเวลา t  ใด ๆ คือ dsv
dt

  

และความเรงของวัตถุเมื่อเวลา t  ใด ๆ คือ dva
dt

  สำหรับอัตราสัมพัทธเปนการเปลี่ยนแปลงของ

ตัวแปร 2 ตัวหรือมากกวา 2 ซึ่งมีปญหาอีกจำนวนมากที่เกี่ยวของกับตัวแปรหลายตัว และแตละตัว
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แปรเหลานั้นก็เปนฟงกชันของเวลาถาเราทราบคาตัวแปร และอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรบาง

ตัวเทียบกับเวลาแลวจะสามารถหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรท่ีตองการเทียบกับเวลาได 

สมการเสนสัมผัสและเสนปกต ิฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด จุดสูงสุดและจุดต่ำสุดเราสามารถหาไดจาก

อนุพันธอันดับที่ 1 และอันดับที่ 2 แลวเราสามารถนำขอมูลที่ไดไปเขียนกราฟของฟงกชัน และอนุพันธ

นี้ยังนำไปชวยหาลิมิตของฟงกชันไดอีกดวยโดยใชหลักเกณฑของโลปตาล ถาหากเราศกึษาการ

ประยุกตในระดับท่ีสูงข้ึนไปจะเห็นไดชัดเจนวา อนุพันธสามารถนำไปประยุกตกับวิทยาศาสตรชั้นสูงได

อยางมากมาย 
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คำถามทายบท 

 

1. จงหาความเร็ว( )v  ความเรง( )a  เม่ือกำหนด ( )s f t  ณ เวลา t  ใดๆ 

     1.1  23 1s t t    

     1.2  5 24 8s t t t    

     1.3 
 

6 3(2 5 )s t t   

     1.4 
 

3(3 )( 1)s t t t    

 

2. จงหาความเร็ว( )v  ความเรง( )a  เม่ือ 2t   ของ ( )s f t  ในขอที่  1. 

 

3. วัตถุเคลื่อนที่ในแนวราบมีสมการการเคลื่อนที่ 3 29 24s t t t    จงหา 

     3.1.  จงหา s (ระยะทาง) และ a (ความเรง) เมื่อ 0v   

     3.2.  จงหา s (ระยะทาง) และ v (ความเร็ว) เม่ือ 0a   

    3.3.  เมื่อใดที่
 
s (ระยะทาง) เพ่ิมขึ้น 

     3.4.  เม่ือใดที ่v (ความเร็ว) เพ่ิมข้ึน 

 

4. จงใชแสดงวิธีทำเพ่ือหาคำตอบ  

4.1 บอลลูนลอยสูง 60 เมตร และกำลังลอยข้ึนในแนวดิ่งดวยอัตราเร็วคงตัว 4.5 เมตรตอ

วินาที รถยนตคันหนึ่งแลนในแนวเสนตรงผานใตบอลลูนดวยอัตราเร็ว 20 เมตร/วินาที 

ถามวาระยะทางระหวางบอลลูนกับรถยนตเปนไปอยางไร เมื่อเวลาผานไป 1 วินาที 

4.2 พิงบันไดยาว 26 ฟุต ไวกับผนังซึ่งตั้งฉากกับพ้ืนดิน ถาปลายลางของบันไดเลื่อนลงดวย

อัตรา 4 ฟุต/วินาที จงหาวาปลายลางของบันไดจะเคลื่อนที่อยางไร ในขณะที่ปลายบน

ของบันไดอยูหางจากพ้ืน 10 ฟุต 

4.3 บอลลูนรูปทรงกลม ชายคนหนึ่งปลอยแกสเขาไปในบอลลูนดวยอัตราเร็ว 1000 

ลูกบาศกฟุต/วินาที อยากทราบวารัศมีของบอลลูนจะเพ่ิมข้ึนเทาไร เมื่อรัศมีบอลลูนเปน 

5 ฟุต 
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4.4 วัตถุทรงกระบอกสูง 20 เมตรไดมีการขยายตัว ถารัศมีของทรงกระบอกเพ่ิมขึ้นดวยอัตรา 

3 เมตร/นาที ปริมาตรของทรงกระบอกจะเปลี่ยนแปลงอยางไรในขณะที่รัศมี 10 เมตร 

และความสูงคงท่ี 

4.5 ดวงไฟแขวนอยูเหนือทางเทา 10 ฟุต และหางจากผนังตึกซึ่งตั้งฉากกับทางเทา 20 ฟุต 

ชายผูหนึ่งสูง 6 ฟุต เดินบนทางเทาเขาหาผนังตึกดวยอัตราเร็ว 2 ฟุต/วินาที จงหาวาใน

ขณะที่เขาอยูหางจากผนังตึก 4 ฟุต เงาศรีษะของเขาจะเคลื่อนไปบนผนังดวยอัตรา

เทาไร 

4.6 ขณะที่เลนวาวอยูที่ระดับสูง 300 เมตรจากพ้ืนดิน ลมไดพัดพาวาวลอยไปในแนวระดับ

ดวยอัตรา 25 เมตร/วินาที คนเลนวาวจะตองผอนสายปานดวยอัตราความเร็วเทาใดเม่ือ

วาวอยูหางจากตัวเขา 500 เมตร 

 

5. กำหนดให
 

3 2( ) 2 5 3f x x x x     เปนสมการเสนโคงและ 1L  เปนเสนตรงท่ีสัมผัส

เสนโคงที่จุด 2x   จงหาเสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 1L  ที่จุด ซึ่ง 1L  สัมผัสเสนโคง  

 

6. กำหนดให
 

3 2( ) 2 5 3f x x x x     จงหาสมการเสนสัมผัสและเสนปกติของเสนโคง  

ที่จุด 1x    

7. เสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนโคง 
3
2 1 2y x

x
    ที่จุด (1, 0)  ตัดกับเสนตรง 1y     

ที่จุดใด 

 

8. กำหนด
 

( )y f x  ดังตอไปนี้ 

     8.1 
 

2( ) 2 3f x x x      8.2  3( ) 27 36f x x x    

     8.3  3( ) 2 3 3f x x x      8.4  3( ) ( 3)f x x   

     8.5  3 2( ) 2 2f x x x x      
8.6

  
3( ) 3f x x x   

จงหา  

     1  จุดสูงสุดสัมพัทธ จุดต่ำสุดสัมพัทธ  

      2  เปนฟงกชันเพ่ิม และเปนฟงกชันลด บนชวงใด 

      3  จุดเปลี่ยนเวา  
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      4  ชวงใดท่ีลักษณะของกราฟโคงเวาขึ้น และโคงเวาลง 

      5  เขียนกราฟ 

 

9. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้โดยใชหลักเกณฑโลปตาล 

 
    9.1  

2

( 1)( 2)lim
2x

x x
x

 
    

9.2  
2

1

( 1)lim
1x

x
x


  

     9.3  
3

0

2lim
x

x x
x


    9.4  

3

22

4lim
4x

x x
x




 

 
    9.5  

3 2

0

3 2lim
x

x x x
x

 
   9.6  

3

1

3 2lim
1x

x x
x

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



210 
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บทที่ 5 

การประยุกตอนุพันธขั้นสูง 

 ในบทที่ผานมานั้นเราไดศกึการประยุกตอนุพันธเบื้องตนไปแลว ไปแลว สำหรับในบทนี ้จะ

กลาวถึงกับการประยุกตของอนุพันธขั้นสูงสำหรับการแกปญหาบางปญหา เชน ปญหาแนววิธีเชิงตั้ง

ฉาก ปญหาทางกลศาสตร ปญหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณที่สนใจ ซึ่งปญหาตางๆ ขางตน 

สามารถนำมาสรางความสัมพันธของตัวแปรตางๆ ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ และเมื่อเราสามารถแก

สมการเชิงอนุพันธซึ่งเปนตัวแบบทางคณิตศาสตรของปญหาไดอยางถูกตองและคำตอบนั้นสามารถ

นำไปใชในการอธิบายตวัแปรหรือปริมาณที่เราสนใจไดอยางถูกตอง 

 

5.1 ปญหาแนววิถีเชิงตั้งฉาก 

 เปนที่ทราบกันแลววาสมการหนึ่งสมการของสองตัวแปรท่ีมีพารามิเตอรจะแทนเสนโคง 

หลาย ๆ เสนซึ่งเสนโคงเสนหนึ่งจะเกิดจากการกำหนดคาหนึ่งใหกับพารามิเตอร เราเรียกเสนโคง

เหลานี้วา วงศเสนโคง (วีระศักดิ์ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 85) 

กำหนดสมการ 

(1)  2 2 2x y c   

 เปนสมการของกลุมวงกลมซึ่งวงกลมแตละวงนี้มีจุดศนูยกลางที่จุด (0, 0)   

 

 

 

ภาพประกอบ 5.1  วงศเสนโคงของสมการ 2 2 2x y c    

     ท่ีมา : วีระศักดิ์ วาจาบัณฑิตย. 2541 : 85 

 

 

 

 

0 
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 บทนิยาม 5.1 

  แตละเสนโคงของวงศเสนโคงหนึ่ง ตัดกับแตละเสนโคงของวงศเสนโคง 

อีกชุดหนึ่งเปนมุมฉากแลวเรากลาววา วงศเสนโคงทั้งสองเปนแนววิถีเชิงตั้งฉาก 

ซึ่งกันและกัน 

 

ให 

(2)  ( , , ) 0F x y c   

 เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตัว ในระนาบ xy  โดนที่ c  เปนพารามิเตอร เรากลาววาชุด

เสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตวั 

(3)  ( , , ) 0G x y k   

 โดยท่ี k  เปนพารามิเตอร แนววิถีเชิงตั้งฉากกับวงศเสนโคง (2) ถาแตละเสนโคงของวงศเสน

โคง (3) ตัดกับทุกเสนของวงศเสน (2) เปนมุมฉาก และจะกลาววาวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตัว (3) 

เปน แนววิธีเฉียง กับวงศเสนโคง (2) ถาแตละเสนโคงของวงศเสนโคง (3) ตัดกับทุกเสนโคงของชุดเสน

โคง (2) เปนมุม   โดย 90    

ตัวอยาง เชนวงศเสนโคง (1) ซึ่งเปนวงกลมที่มีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกำเนิดและรัศมีเทากับ c  เห็นไดวา

แตละเสนตรงท่ีผานจุดกำเนิดซึ่งกำหนดโดยสมการ 

(4)  y kx  

 จะเปนแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง (1) และกลับกันแตละวงกลมของวงศเสนโคง (1) ก็

เปนแนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคง (4) นั่นคือวงศเสนโคง (1) และ วงศเสนโคง (4) ตางก็เปนแนว

วิถีเชิงตั้งฉาก ซึ่งกันและกัน ดังภาพประกอบ 5.2 
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ภาพประกอบ 5.2  วงศเสนโคง y kx  เปนแนววิถีเชิงตั้งฉากกันและกันกับวงศเสนโคง  

      
2 2 2x y c    

 

 ในทางฟสิกสนั้นมีปรากฏการณเปนแนววิถีเชิงตั้งฉาก เชน ชุดเสนแรงของสนามแมเหล็ก และ

ชุดเสนโคงศักยเทากัน ในสนามแมเหล็กเปนแนววิถีเชิงตั้งฉากซึ่งกันและกัน หรือชุดเสนแรงไฟฟาและ

ชุดเสนโคงศักยเทากันในสนามไฟฟา เปนแนววิถีเชิงตั้งฉากซึ่งกันและกัน หรือในเรื่องความรอนชุดเสน

โคงอุณหภูมิเทากัน กับชุดเสนทางการไหลความรอนเปนแนววิถีเชิงตั้งฉากซึ่งกันและกัน  

เรากลาววาชุดเสนโคงเปนแนววิธีเชิงตั้งฉากในตัวถาแนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคงเปนวงศ

เดียวกันเชนวงศเสนโคง 2 22y cx c    ตอไปนี้จะศึกษาการหาแนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคง

พารามิเตอรหนึ่งตวัดังวิธีการตอไปนี ้(ดำรง ทิพยโยธา, 2541 : 73-77) 

 

การหาแนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตัว 

 กำหนดวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตวั (2) 

  ( , , ) 0F x y c   

 เริ่มตนหาสมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคงโดยการหาอนุพันธสมการ (2) เทียบกับ x  แลว

กำจัดพารามิเตอร c  ใหหมดไปจะได สมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคง (2) คือ 

(5)  ( , )dy f x y
dx

  

นั่นคือ เสนโคงแตละเสนของวงศเสนโคง (2) ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ มีความชันเทากับ ( , )f x y  

และเนื่องจากแนววิถีเชิงต้ังฉากของวงศเสนโคง (2) ตัดกับแตละเสนโคงของวงศเสนโคง (2) เปนมุม

ฉากดังนั้นความชันของแนววิถีเชิงตั้งฉาก ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ เทากับ 
1

( , )f x y
  

0 
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จะไดวา สมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคงแนววิถีเชิงตั้งฉากคือ  

(6)   
1

( , )
dy
dx f x y

  

 ทำการแกสมการเชิงอนุพันธ (6) จะไดวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตัว ( , , ) 0G x y k   

ตัวอยาง 5.1  จงหาแนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคง 2y cx  โดยท่ี c  เปนคาคงที่ใด ๆ  

วิธีทำ ทำการหาสมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคง 

(7)  2y cx  

โดยการหาอนุพันธเทียบกับ x  ทั้งสองขางของสมการ (7) ได 

(8)  2dy cx
dx

   

 จากสมการ (7) และ (8) จะได  

(9)  2dy y
dx x

   

 ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธสำหรับแนววิถีเชิงตั้งฉากคือ 

(10)  
2

dy x
dx y

    

 จัดสมการ (10) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 

  2ydy xdx  

 หาปริพันธตลอดสมการนี้จะไดชุดเสนโคง  

2
2

2
xy k    เม่ือ k  เปนตัวคง 

หรือ 

2 22y x k   
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ดังนั้น  แนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคง 2y cx  คือ 2 22y x k   

 

ตัวอยาง 5.2  จงหาแนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคง xy ce  โดยท่ี c  เปนคาคงที่ใด ๆ  

วิธีทำ ทำการหาสมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคง 

(11)  xy ce  

โดยการหาอนุพันธเทียบกับ x  ทั้งสองขางของสมการ (11) ได 

(12)  xdy ce
dx

   

 จากสมการ (11) และ (12) จะได  

(13)  dy y
dx

   

 ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธสำหรับแนววิถีเชิงตั้งฉากคือ 

(14)  1dy
dx y

    

 จัดสมการ (10) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 
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  ydy dx  

 หาปริพันธตลอดสมการนี้จะไดชุดเสนโคง หรือ 2 2y x k   เม่ือ k  เปนตัวคงคา 

 

 
 

 

ดังนั้น  แนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคง xy ce  คือ 2 2y x k   

 

5.2 ปญหาทางกลศาสตร 

 สำหรับในหัวขอนี้ เปนการนำความรูของการแกสมการเชิงอนุพันธมาประยุกตใชกับปญหา

ทางกลศาสตร ในท่ีนี้เราจะกลาวเฉพาะปญหาทางกลศาสตรพื้นฐานที่ใชกฎการเคลื่อนที่ของนิวตันได 

ซึ่งกลาววา 

 1. วัตถุตาง ๆ จะคงสภาพหยุดยิ่งหรือเคลื่อนที่ไปในแนวเสนตรงดวยความเร็วคงที่ เวนแตจะ

มแีรงภายนอกมากระทำ 

 2. อัตราการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมของวัตถุ เปนสัดสวนโดยตรงกับแรงท่ีกระทำตอวัตถุนั้น 

และมีทิศทางเดียวกับทิศทางของแรงนั้น 

 5. แรงกริยา และแรงปฏิกิริยา มีขนาดเทากันแตมีทิศทางตรงขาม 

 กอนที่จะประยุกตสมการเชิงอนุพันธในการแกปญหากลศาสตร จะขอทบทวนหลักการ

เบื้องตนทางกลศาสตร ดังนี ้(สุรัตนา สังขหนุน, 2558 : 79) 

 

 

 

 



221 

 

 

นิยาม 5.1 

โมเมนตัมของวัตถ ุคือ ผลคูณของมวลวัตถุกับความเร็ววัตถุ 

 

 

 ตอไปจะพิจารณาการเคลื่อนที่ของวัตถุ B  บนเสนตรง L  เลือกจุด ๆ หนึ่งบนเสนตรง L  

เปนจุดกำเนิดเรียกวาจุด 0  พรอมกำหนดทิศทางการเคลื่อนที่ทิศทางหนึ่งเปนบวกและกำหนดหนวย

ระยะทางดวย แลวจะไดวาพิกัด x  ของตำแหนง B  จากจุดกำเนิดจะบอกใหทราบถึงระยะทางการ

เคลื่อนที่ของวัตถุ B  ดังภาพ 

 

 
 

 

 

ภาพประกอบ 5.3  ระยะทางการเคลื่อนที่ของวัตถุ B  

     ท่ีมา : สุรัตนา สังขหนุน. 2558 : 79 

 

ความเร็วของ B  คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของ x  ดังนี ้

(15)  
dxv
dt

  

ความเรงชั่วขณะของ B  คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของ v   

(16)  
2

2

dv d xa
dt dt

   

สังเกตวา ,x v  และ a  เปนปริมาณเวกเตอร แรงท้ังหมดระยะทางการเคลื่อนที่ ความเร็วและ

ความเรงในทิศทางบวกบน L  จะมีคาเปนบวกและคาเหลานี้จะมีคาเปนลบในทิศทางลบบน L   

จากกฎขอที่ 2 ของนิวตัน สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการทางคณติศาสตรได 

 

  



222 
 

(17)  ( )d mv KF
dx

   

 โดยท่ี m  แทนมวลของวัตถุ 

  v  แทนความเร็วของวัตถุ 

  F  แทนแรงท่ีมากระทำกับวัตถุ 

K  แทนคาคงท่ีของการแปรผัน 

ในกรณทีี่มวลของวัตถุเปนคาคงที่ เราสามารถจัดสมการ (15) ไดเปน 

(18)  dvm KF
dx

   

จากสมการ (16) และ (18) ได 

(19)  Fa K
m

   

หรือ  

(20)  F kma   

โดยที่ 1k
K

  จะพบวาคาคงที่ k  ขึ้นอยูกับหนวยของมวล แรงและความเรงในระบบที่

เลือกใช สำหรับ 1k   สมการ (17) จะเขียนอยูในรูป 

(21)  F ma   

มีหลายระบบที่คา 1k   ในที่นี้จะพิจารณา ระบบหนวยเพียง 3 ระบบคือ ระบบดังตอไปนี้ 

 1. The British gravitational system (British)  

 2. The centimater-gram-second system (cgs) 

 3. The meter-kilogram-second system (mks) 

ทั้งสามระบบนี้แสดงไดดังตารางตอไปนี ้(สุรัตนา สังขหนุน, 2558 : 80) 
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ตาราง 5.1  ระบบหนวย British system, cgs system และ mks system 

 

 เนื่องจากแรงโนมถวงของโลกที่กระทำตอวัตถุคือ น้ำหนักของวัตถุนั้น ดังนั้นน้ำหนักจึงมีหนวย

วัดตามหนวยของแรง คือวัดเปนปอนดในระบบ British วัดเปนไดนในระบบ cgs และวัดเปนนิวตันใน

ระบบ mks ความเรงเนื่องจากแรงโนมถวงของโลก g  ที่บริเวณผิวโลกในระบบ British cgs และ mks 

มีคาเทากับ 32 ฟุตตอวินาท ี2  980 เซนติเมตรตอวินาท ี2  และ 9.8 เมตรตอวินาท ี2 ตามลำดับ และ

จากกฎขอที่ 2 ของนิวตันจะไดวาในการตกของวัตถุสมมติวัตถุมีมวล m  และมีน้ำหนัก w  และ

น้ำหนักของวัตถุนิยามโดย w mg  ดังนั้น (วีระศักดิ์ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 108) 

(22)  
wm
g

  

 

ตัวอยาง 5.3  วัตถุหนัก 8 ปอนด ตกจากสภาพหยุดนิ่งลงมาในแนวดิ่ง โดยมีแรงตานของกาศ (หนวย

เปนปอนด) เทากับสองเทาของความเร็ววัตถุ (หนวยเปน ฟุตตอวินาที) จงหาความเร็วของวัตถุและ

ระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ลงมาได ณ เวลา t  ใด ๆ 

วิธีทำ ให 1F  แทนแรงที่เกิดจากน้ำหนักของวัตถ ุ

    2F  แทนแรงตานทานของอากาศ 

 British system cgs system mks system 

แรง  ปอนด ไดน นิวตัน 

มวล สลัก กรัม กิโลกรัมย 

ระยะทาง ฟุต เซนติเมตร เมตร 

เวลา วินาท ี วินาท ี วินาท ี

ความเร็ว ฟุตตอวินาที เซนติเมตรตอวินาที เมตรตอวินาที 

ความเรง ฟุตตอวินาท ี2 เซนติเมตรตอวินาท ี2 เมตรตอวินาที 2 
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 1F  เปนแรงท่ีกระทำตอวัตถุในทิศทางดิ่งลงสูพ้ืนจึงมีคาเปนบวก และ 2F  มีทิศทางตรงขาม

กับ 1F  จึงมีคาเปนลบ แสดงไดดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 จากกฎที่สองของนิวตัน จะไดวา 

  
1 2

2 ]
dvm F F
dt

w dv w v
g dt

 

 
 

หรือ 

(23)  8 (8 2 )dv g v
dt

   

จัดสมการ (23) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 

(24)  
8

8 2
dv gdt

v



 

 หาปริพันธตลอดสมการ (24) จะได  

  2

2

1

2

4

4

4
3

4 ln 8 2

ln 8 2
4

8 2

8 2

8 2

]
]
]

g t c

g t c

g t

v gt c

gv t c

v e

v e e

v c e
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(25)           48 2
g t

v ce


   

เนื่องจากวัตถุตกจากสภาพหยุดนิ่ง ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0v    

แทนในสมการ (25) จะได 8c   

ดังนั้นความเร็วของวัตถุ ณ เวลา เวลา t  ใด ๆ คือ 

4

4

4

8 2 8

2 8 8

4 1 1 ]

g t

g t

g t

v e

v e

v e







 

 

      

 

 หรือ 

(26)  4( ) 4 1 1
g t

v t e
      

 ฟุตตอวินาที 

 กำหนดให ( )x t  แทนระยะทางที่วัตถุตกลงมาในแนวดิ่ง เวลา t  ใด ๆ  

 สามารถเขียนสมการ (26) ในรูป 

(27)  44 1 1
g tdx e

dt
      

  

หาปริพันธตลอดสมการ (27) จะได  

(28)  4
4

44
g t

x t e c
g

      
  

เนื่องจากวัตถุตกจากสภาพหยุดนิ่ง ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0x    

แทนในสมการ (28) จะได 4
16c
g

   

ดังนั้นระยะทางที่วัตถุตกลงมาในแนวดิ่ง ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 

(29)  44 4( ) 4
g t

x t t e
g g

      
 ฟุต 
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ตัวอยาง 5.4  วัตถุมวล 1 กิโลกรัม ตกจากสภาพหยุดนิ่งลงมาในแนวดิ่ง โดยมีแรงตานของกาศ 

(หนวยเปนนิวตัน) เทากับสองเทาของความเร็ววัตถุ (หนวยเปน เมตรตอวินาที) จงหาความเร็วของวัตถุ 

ณ เวลา t  ใด ๆ ลิมิตของความเร็วขณะที่ t    และระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ลงมาได 

 ณ เวลา t  วินาท ี

วิธีทำ ให 1F  แทนแรงที่เกิดจากน้ำหนักของวัตถ ุ

    2F  แทนแรงตานทานของอากาศ 

 1F  เปนแรงท่ีกระทำตอวัตถุในทิศทางดิ่งลงสูพ้ืนจึงมีคาเปนบวก และ 2F  มีทิศทางตรงขาม

กับ 1F  จึงมีคาเปนลบ แสดงไดดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

 จากกฎที่สองของนิวตัน จะไดวา 

  
1 2

1 1( ) 2 ]
dvm F F
dt
dv g v
dt

 

 
 

หรือ 

(30)  2dv v g
dt

   

สมการ (30) เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน  

 

โดยมี ( ) 2, ( )p t g t g   และ 2 2( ) dt tt e e    

นำ ( )t  คูณตลอดสมการ (30) ได 
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2 2 2

2 2

2

( )

t t t

t t

dve e v e g
dt
d ve e g
dt

 


 

หาปริพันธตลอดสมการนี้ได 

2 2

2 2

1
2

1
2

t t

t t

ve e g c

v e e g c

 
      

 

 หรือ 

(31)  2 21( )
2

t tv t e e g c
      

 

เนื่องจากวัตถุตกจากสภาพหยุดนิ่ง ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0v    

แทนในสมการ (31) จะได 
2
gc    

ดังนั้นความเร็วของวัตถุ ณ เวลา เวลา t  ใด ๆ คือ 

2 21
2 2

t t gv e e g
      

 

 หรือ 

(32)  2( )
2 2

tg gv t e   เมตรตอวินาที 

 และ 2lim ( ) lim
2 2 2

t

t t

g g gv t e
 

       
 

 กำหนดให ( )x t  แทนระยะทางที่วัตถุตกลงมาในแนวดิ่ง เวลา t  วินาทีคือ  

  

0

2

0

2

0

2

( ) ( )

2 2

2 4

2 4 4

t

t
t

t
t

t

x t v t dt

g g e dt

g gt e

g g gt e







 
      

      

  

  

ดังนั้น  ระยะทางท่ีวัตถุตกลงมาในแนวดิ่ง เวลา t  วินาทีคือ 2

2 4 4
tg g gt e   เมตร 
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ตัวอยาง 5.5  ยิงกอนหินขึ้นไปในแนวดิ่งดวยความเร็ว 80 ฟุตตอวินาที และกำหนดให 

32g   ฟุตตอวินาท ี2   

 1. เมื่อเวลาผานไป 3
2

 วินาทีกอนหินมีทิศทางการเคลื่อนที่อยาไร 

 2. กอนหินขึ้นไปไดสูงสุดเมื่อเวลาผานไปก่ีวินาที 

 5. กอนหินขึ้นไปไดสงูที่สุดกี่ฟุต 

 4. จงหาความเร็วท่ีกอนหินตกระทบพื้น 

วิธีทำ เนื่องจากการเคลื่อนที่ของลูกหินจะลดความเร็วลงดวยแรงโนมถวงของโลกคือ 

32g   ฟุตตอวินาที จะไดสมการเชิงอนุพันธดังนี้ 

(33)  32dv
dt

    

หาปริพันธตลอดสมการ (33) จะได  

  132v t c     

 หรือ 

(34)  1( ) 32v t t c     

เนื่องจากยิงกอนหินขึ้นไปในแนวดิ่งดวยความเร็ว 80 ฟุตตอวินาที  

ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 80v   แทนในสมการ (34) จะได 1 80c   

ดังนั้นสมการความเร็วของกอนหิน ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 

(35)  ( ) 32 80v t t    

 กำหนดให ( )x t  แทนระยะทางที่กอนหินเคลื่อนที่ข้ึนและลง ณ เวลา t  ใด ๆ  

 สามารถเขียนสมการ (35) ในรูป 

(36)  32 80dx t
dt

     

หาปริพันธตลอดสมการ (36) จะได  
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(37)  2
2( ) 16 80x t t t c      

เนื่องจากถูกยิงข้ึนไปในแนวดิ่ง ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0x    

แทนในสมการ (37) จะได 2 0c   

ดังนั้นสมการการเคลื่อนที่ของกอนหิน ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 

(38)  2( ) 16 80x t t t    ฟุต 

 1. เมื่อเวลาผานไป 3
2

 วินาทีกอนหินมีทิศทางการเคลื่อนที่อยาไร 

แทนค 3
2

t   ในสมการ (35) ได 

3 332 80 32
2 2

v
                 

 ฟุตตอวินาที 

   เนื่องจากความเร็วของกอนหินขณะที่ 3
2

t   เปนบวก 

แสดงวาขณะนั้นกอนหินยังคงมีทิศทางขึ้น 

 2. กอนหินขึ้นไปไดสูงสุดเมื่อเวลาผานไปก่ีวินาที 

  กอนหินขึ้นไปไดสูงสุดเมื่อความเร็วเปนศูนย นั้นคอื ( ) 0v t   จากสมการ (35) 

   
32 80 0

5
2

t

t

  


 

  แสดงวากอนหินขึ้นไปไดสูงสุดเม่ือเวลาผานไป 5
2

 วินาท ี

 3. กอนหินขึ้นไปไดสงูที่สุดกี่ฟุต 

 จากขอ 2 กอนหินขึ้นไปไดสูงสุดเม่ือเวลาผานไป 5
2

 วินาที  

แทน 5
2

t   ในสมการ (38) จะได 

2
5 5 516 80 100
2 2 2

x
                             

 ฟุต 

ดังนั้นกอนหินขึ้นไปไดสุงสุด 100  ฟุต 
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 4. จงหาความเร็วท่ีกอนหินตกกระทบพ้ืน 

  กอนหินกระทบพื้นเมื่อ ( ) 0x t   จากสมการ (38) จะได 

   

216 80 0
(80 16 ) 0

0,5

t t
t t
t

  
 


 

  แสดงวากอนหินกระทบพ้ืนหลังจากเวลาผานไป 5  วินาที  

ดังนั้นความเร็วที่กอนหินตกกระทบพ้ืนแทน 5t   ในสมการ (35) 

   (5) 32(5) 80 80v     ฟุตตอวินาที 

 

ตัวอยาง 5.6 วัตถุมวล m  กิโลกรัม เคลื่อนที่ไปบนพ้ืนราบในแนวเสนตรงขณะเวลา t  วินาที และอยู

หางจากจุดคงที่ 0  เปนระยะทาง x  เมตร มีความเร็ว v  เมตรตอวินาที และมีความเรง 2v v  

เมตรตอวินาที 2 ความเรงมีทิศพุงออกจากจุดคงที่ 0  กำหนดความเร็ว 3v   เมตรตอวินาท ี 

ที่ตำแหนง 0x   จงแสดงวา 
1ln

3
vx   

วิธีทำ  แสดงภาพประกอบการเคลื่อนที่ของวัตถุไดดังนี้  

 

 

 

  

กำหนดทิศทางของการเคลื่อนที่ไปทางขวาของจุดเริ่มตนเปนบวก 

จากกฎขอที่สองของนิวตันจะได 

  ]
]

dvm F
dt
dv F
dt m

dv dx a
dx dt







 

(39)    2dv v v v
dx

   

จัดสมการ (39) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 
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(40)  2
0]v dv dx

v v
 


 

 หาปริพันธตลอดสมการ (40) จะได  

  2
0]v dv dx

v v
  


          

(41)          ln 1v x c    

 เนื่องจาก กำหนดความเร็ว 3v   เมตรตอวินาท ีที่ตำแหนง 0x   

ไดเงื่อนไข (0) 3v   แทนในสมการ (41) ได ln 3c   

แทน ln 3c   ในสมการ (41) ได  

ln 1 ln 3v x    

       ln 1 ln 3x v    

 หรือ 

      
1ln

3
vx   

 

ตัวอยาง 5.7  วัตถุมวล 16  กิโลกรัม ถูกลากไปขางหนาในแนวราบดวยแรง 64  นิวตัน โดยมีแรง

ตานทานการเคลื่อนที่ (หนวยเปนนิวตัน) เทากับกำลังสองของความเร็ว (หนวยเปนเมตรตอวินาที) 

สมมติวาวัตถุเคลื่อนที่จากสภาพหยุดนิ่ง จงหาวา ณ เวลาใดวัตถุมีความเร็ว 10  เมตรตอวินาท ี

วิธีทำ ให 1F  แทนแรงที่ลากวัตถุไปขางหนา (กำหนดใหมีทิศทางเปนบวก) 

    2F  แทนแรงตานทานการเคลื่อนที่ (กำหนดใหมีทิศทางเปนลบ)  

 จากกฎที่สองของนิวตัน จะไดวา 

  1 2
dvm F F
dt

   

(42)  216 64 ]dv v
dt

   

จัดสมการ (42) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได 
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(43)  2

16
64

dv dt
v




 

 หาปริพันธตลอดสมการ (43) จะได  

2

16
64

dv dt
v

 


 

   
1

1

1

1

ln 8 ln 8

8ln
8

8
8

8
8

]
]
]
]

t c

ct

v v t c

v t c
v

v e
v

v e e
v



    

  


 


 


  

หรือ 

(44)   
8
8

tv ce
v
 


 

เนื่องจากวัตถุตกจากสภาพหยุดนิ่ง ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0v    

แทนในสมการ (44) จะได 1c   

ดังนั้นความสัมพันธระหวางความเร็วและเวลาคือ 

 
8
8

tv e
v
 


 

และขณะที่วัตถุมีความเร็ว 10 เมตรตอวินาที จะได 

2

10 8
10 8

9

3

2 ln 3

]
]
]

t

t

t

e

e

e

t

 








 

ดังนั้น  ณ เวลา 2 ln 3t   วัตถุมีความเร็ว 10  เมตรตอวินาที 
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ตัวอยาง 5.8  วัตถุมวล m  กิโลกรัม เริ่มตนเคลื่อนที่จากจุดหยุดนิ่งจากยอดของพ้ืนเอียงซึ่งทำมุม   

กับพื้นราบ ถาสัมประสิทธิ์ของความเสียดทานระหวางวัตถุกับพื้นเอียงเปน   จงหาสมการการ

เคลื่อนที่ของวัตถุแลวจะหาวาตองใชเวลานานเทาไรวัตถุจึงจะเคลื่อนที่ถึงพื้นราบ ถาพ้ืนเอียงยาว 

l  เมตร 

วิธีทำ  เสนทางการเคลื่อนที่ของวัตถุเปนพื้นเอียง เปนมุม   เลือกจุดยอดของพ้ืนเอียงเปนจุดกำเนิด

และใหทิศทางการเคลื่อนที่ลงตามพ้ืนเอียงเปนบวก ถาไมคำนึงถึงแรงเสียดทานและแรงตานทานของ

อากาศที่กระทำตอวัตถุ คือ 

 1. มวล m  กิโลกรัม 

 2. แรงแนวฉาก N  ซึ่งกระทำในแนวตั้งฉากกับพื้นเอียง ดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

  

 พิจารณา การเคลื่อนที่ของวัตถุเมื่อมีแรงเสียดทานและแรงตานทานของอากาศ ดังนั้นแรงที่

กระทำตอวัตถุประกอบดวย 

ให 1F  แทนแรงที่เกิดจากน้ำหนักของวัตถุในแนวขนานกับพื้นเอียง มีคาเปนบวก 

    2F  แทนแรงเสียดทานมีคาเปนลบเพราะกระทำตอวัตถุในทิศที่สวนทางกับการเคลื่อนที่  

 จากกฎที่สองของนิวตัน จะไดวา 

  1 2
dvm F F
dt

   

(45)  sin cos ]dvm mg mg
dt

     

จัดสมการ (45) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

N
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(sin cos )

(sin cos )]
dvm mg
dt
dv g
dt

  

  

 

 
 

(46)      (sin cos )dv g dt     

 หาปริพันธตลอดสมการ (46) จะได  

   (sin cos )dv g dt       

(47)         (sin cos )v gt c      

เนื่องจากวัตถุตกจากสภาพหยุดนิ่ง ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0v    

แทนในสมการ (47) จะได 0c   

 ดังนั้นความเร็วของวัตถุ ณ เวลา t  ใด ๆ  

(48)  ( ) (sin cos )v t gt      เมตรตอวินาที 

 ให ( )x t  แทนระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ลงมาในแนวพ้ืนเอียงท่ี เวลา t  ใด ๆ  

สามารถเขียนสมการ (48) ในรูป 

(49)  (sin cos )dx gt
dt

      

 ทำการหาปริพันธ จะได 

(50)  
2

1(sin cos )
2
gtx c      

 จากเงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 0t   แทนในสมการ (50) จะได 1 0c   

 ดังนั้น 

(51)   
2

( ) (sin cos )
2
gtx t      

 พิจารณาวาตองใชเวลานานเทาไร วัตถุจึงจะเคลื่อนที่ถึงพ้ืนราบ ถาพื้นเอียงยาว l  เมตร 

 นั่นคือ ตองหาวา t  เทากับเทาไร เมื่อ x l  จากสมการ (55) ไดวา 
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2

2

(sin cos )
2

2
(sin cos )

]
gtl

lt
g

  

  

 




 

(52)  
2

(sin cos )
lt

g   
 


 

 เนื่องจาก t  ตองมีคาเปนบวกเสมอ 

ดังนั้น  จะตองใชเวลา 
2

(sin cos )
lt

g   



 วินาทีวัตถุจึงจะเคลื่อนที่ถึงพ้ืนราบ 

 

5.3 ปญหาอัตราการเปลี่ยนแปลง 

 ในหัวขอนี้จะศกึษาปญหาที่เก่ียวของกับอัตราการเปลี่ยนแปลง เม่ืออัตราการเปลี่ยนแปลงเปน

ฟงกชันของปริมาณในปจจุบันกับเวลา และในปญหาที่ศึกษาตองการจะหาปริมาณ ณ เวลาใด ๆ ถาให 

x  แทนปริมาณที่มีอยู ณ เวลา t  แลว 
dx
dt

 จะแทนอัตราการเปลี่ยนแปลง ดังนั้นการหาปริมาณ ณ 

เวลา t  ใด ๆ จะตองหาคำตอบของสมการเชิงอนุพันธ และเราจะศึกษาปญหาการสลายตัวของสาร

กัมมันตรังสี ปญหาการเพ่ิมของประชากร ปญหาของผสม และปญหาการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของ

วัตถุ  

 

 5.3.1 ปญหาการสลายตัวของสารกัมมันตรังสี 

 อัตราการสลายตัวของสารกัมมันตรังสี อยูภายใตสมมติฐานที่วา “อัตราการสลายตัวของสาร

กัมมันตรังสีเปนสัดสวนโดยตรงกับปริมาณสารกัมมันตรังสีที่มีอยู” (อุบล กลองกระโทก, 2558 : 103) 

 

ตัวอยาง 5.9  สารกัมมันตรังสชีนิดหนึ่ง มีอัตราการสลายเปนสัดสวนกับจำนวนที่มีอยู และพบวาเมื่อ

ผานไป 1200  ป สารชนิดนี้จะเหลืออยูครึ่งหนึง่ของที่มีอยู จงหาวาเมื่อเวลาผานไป 3600  ป 

สารชนิดนี้จะเหลืออยูก่ีเปอรเซ็นตของที่มีอยู  

วิธีทำ ให x  แทนปริมาณของสารกัมมันตรังสีที่มีอยูหลังจากผานไป t  ป 

 ดังนั้น 
dx
dt

 แทนอัตราการสลายตัวของสารกัมมันตรังสี 
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 เพราะวาอัตราการสลายตัวของสารเปนสัดสวนกับจำนวนสารที่มีอยู และเนื่องจาก x  มีคา

ลดลงเม่ือ t  มีคาเพ่ิมข้ึน นั่นคือ x  เปนฟงกชันลด ดังนั้นจะได 

 (53)  
dx kx
dt

  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

ให 0x  แทนปริมาณสารกัมมันตรังสีตอนเริ่มตน ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ 0( ) 0x x   

 เม่ือเวลาผานไป 1200  ปสารชนิดนี้จะเหลือครึ่งหนึ่งของที่มีอยู ดังนั้นจะได 

(54)  0
1(1200)
2

x x  

จัดสมการ (53) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(55)  
1 dx kdt
x

  

 หาปริพันธตลอดสมการ (55) จะได  

1

1

ln ]
dx kdt

x
x kt c

 

  
 

(56)            ktx ce  

 จากเงื่อนไขเริ่มตน 0( ) 0x x   แทนในสมการ (56) ได 0c x  ดังนั้น 

(57)   0
ktx x e  

 ในการหาคา k  เราจะใชขอกำหนดที่วาสารสลายตัวไปครึ่งหนึ่งหลังจาก 1200  ป 

นั่นคือแทน 0
1
2

x x  และ 1200t   ในสมการ (56) จะได 

  

(1200)
0 0

(1200)

1
2

1
2
]

k

k

x x e

e








 

 หรือ  
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(58)  
1/1200

1
2

ke
      

 

 เราสามารถหาคาของ k  ไดจากสมการ (58) แตถาดูจากสมการ (57) แลวเราจะพบวาคาคงที่ 

ที่เราตองการทราบคือ ke  ดังนั้น แทน 
1/1200

1
2

ke
      

 ในสมการ (57) จะได 

1/1200

0
1
2

t

x x
          

 

หรือ 

(59)  
/1200

0
1
2

t

x x
      

 

 สมการ (59) นั้นแทนปริมาณสารกัมมันตรังสี ณ เวลา t  ใด ๆ  ถาแทน 3600t   จะได  

3600/1200

0
1
2

x x
      

 

3

0

0

1
2

1
8
]

x x

x x

      



 

ดังนั้น  เมื่อเวลาผานไป 3600  ป สารชนิดนี้จะเหลืออยู 
1
8

 ของปริมาณท่ีมีอยู คิดเปนเปอรเซ็นต

เทากับ 12.5  เปอรเซ็นต 

 

ตัวอยาง 5.10  สารกัมมันตรังสชีนิดหนึ่งมีครึ่งชีวิตเทากับ 38  ชั่วโมงจงหาวานานเทาใดสารนี้จะ

สลายไปเปนจำนวน 80  เปอรเซ็นต 

วิธีทำ ให x  แทนปริมาณของสารกัมมันตรังสีที่มีอยูหลังจากผานไป t  ชั่วโมง 

 ดังนั้น 
dx
dt

 แทนอัตราการสลายตัวของสารกัมมันตรังสี 

 เพราะวาอัตราการสลายตัวของสารเปนสัดสวนกับจำนวนสารที่มีอยู และเนื่องจาก x  มีคา

ลดลงเม่ือ t  มีคาเพ่ิมข้ึน นั่นคือ x  เปนฟงกชันลด ดังนั้นจะได 
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(60)  
dx kx
dt

  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

ให 0x  แทนปริมาณสารกัมมันตรังสีตอนเริ่มตน ดังนั้นเงื่อนไขเริ่มตนคือ 0( ) 0x x   

 เม่ือเวลาผานไป 38  ชั่วโมง สารชนิดนี้จะเหลือครึ่งหนึง่ของท่ีมีอยู ดังนั้นจะได 

(61)  0
1(38)
2

x x  

จัดสมการ (60) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(62)  
1 dx kdt
x

  

 หาปริพันธตลอดสมการ (62) จะได  

1

1

ln ]
dx kdt

x
x kt c

 

  
 

(63)            ktx ce  

 จากเงื่อนไขเริ่มตน 0( ) 0x x   แทนในสมการ (63) ได 0c x  ดังนั้น 

(64)   0
ktx x e  

 ในการหาคา k  เราจะใชขอกำหนดที่วาสารสลายตัวไปครึ่งหนึ่งหลังจาก 38  ชั่วโมง 

นั่นคือแทน 0
1
2

x x  และ 38t   ในสมการ (64) จะได 

  

(38)
0 0

(38)

1
2

1
2
]

k

k

x x e

e








 

(65)       
1 ln2
38

k   

 ในท่ีนี้เราตองการหาคา t  เม่ือ 0
1
20

x x  ดังนั้น แทน 0
1
20

x x  ในสมการ (64) จะได 
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1 ln2
38

0 0

1 ln2
38

1
20

1
20

1 1ln ln2
20 38

1 ln2 ln20
38

ln20
1 ln2
38

ln2038
ln2

165

]
]

]
]

]

t

t

x x e

e

t

t

t

t

t

     

     





       

      





  

ดังนั้น  สารนี้จะสลายไปเปนจำนวน 80  เปอรเซ็นต หลังจากเวลาผานไปประมาณ 165  ชั่วโมง 

 

ตัวอยาง 5.11  ซากพืชชนิดหนึ่งมีคารบอน 14 เหลืออยู 15  เปอรเซ็นต จงประมาณอายุของซากพืช

เมื่อใชครึ่งชีวิตของคารบอน 14 เทากับ 5730  ป  

วิธีทำ ให 0x  แทนปริมาณคารบอน 14 ที่มีในซากพืช และ 

ให x  แทนปริมาณของคารบอน 14 ที่มีอยูหลังจากผานไป t  ป 

 ดังนั้น 
dx
dt

 แทนอัตราการสลายตัวของคารบอน 14 

 เพราะวาอัตราการสลายตัวของคารบอน 14 เปนสัดสวนกับจำนวนคารบอน 14 ที่มีอยู และ

เนื่องจาก x  มีคาลดลงเมื่อ t  มีคาเพ่ิมข้ึน นั่นคือ x  เปนฟงกชันลด ดังนั้นจะได 

(66)  
dx kx
dt

  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (66) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 
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(67)  
1 dx kdt
x

  

 หาปริพันธตลอดสมการ (67) จะได  

1

1

ln ]
dx kdt

x
x kt c

 

  
 

(68)            ktx ce  

 จากเงื่อนไขเริ่มตน 0( ) 0x x   แทนในสมการ (68) ได 0c x  ดังนั้น 

(69)   0
ktx x e  

 เม่ือแทน 0
1
2

x x  และ 5730t   ในสมการ (69) จะได 

  

(5730)
0 0

(5730)

1
2

1
2
]

k

k

x x e

e








 

(70)            
1 ln2

5730
k   

 ในท่ีนี้เราตองการหาคา t  เม่ือ 0
15
100

x x  ดังนั้น  

แทน 0
15
100

x x  ในสมการ (69) จะได 

1 ln2
5730

0 0

1 ln2
5730

15
100

15
100

1ln 0.15 ln2
5730

]
]

t

t

x x e

e

t
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1 ln2 ln 0.15
5730

ln 0.155730
ln2

15683

]
]

]

t

t

t

       

 



 

ดังนั้น  อายุของซากพืชนี้ประมาณ 15,683  ป 

 

 5.3.2 ปญหาการเพิ่มของประชากร 

 เราจะศึกษารูปแบบของอัตราการเปลี่ยนแปลงของจำนวนประชากร เชน มนุษย สัตว 

แบคทีเรีย เปนตน กลาวคือเมื่อเวลาเปลี่ยนแปลงไป จำนวนของประชากรจะเปลี่ยนแปลงดวย ถาให  

( )N t  แทนจำนวนประชากรกลุมหนึ่ง ณ เวลา t  ใด ๆ ภายใตสมมติฐานวา ไมมีการอพยพเขาหรือ

ออกจากกลุม ไมมีการเปลี่ยนแปลงอยางผิดปกติของสภาวะแวดลอม จะไดวา อัตราการเปลี่ยนแปลง

ของประชากรเปนสัดสวนโดยตรงกับจำนวนประชากรที่มีอยู (วีระศักดิ์ วาจาบัณฑิตย, 2541 : 96) 

นั้นคือ 

(71)
  

dN kx
dt

  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

สำหรับกรณีที่อัตราการเพ่ิมมากกวาอัตราการตายจะได 0dN
dt

  ดงัน้ันคาคงที่ 0k    

ถาเริ่มตนมีจำนวนประชากร 0N  ไดเงื่อนไขเริ่มตนเปน 0 0( )N t N  

เราจะไดวาจำนวนประชากร ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 

(72)  0( )
0( ) k t tN t N e   

สมการ (72) จะพบวาเม่ือ t  เพ่ิมขึ้น จำนวนประชากร ( )N t  จะเพ่ิมขึ้นโดยไมมขีอบเขตจำกัดซึ่งไม

สอดคลองกับสภาพความเปนจริง ในความเปนจริงแลวการเพ่ิมของประชากรตองมีขอบเขตจำกัด และ

จำนวนประชากรจะเพ่ิมข้ึนไปจนถึงจุดหนึ่ง และจะไมเพ่ิมขึ้นไปกวานี้แลว ดังนั้นอัตราการ

เปลี่ยนแปลงของจำนวนประชากรท่ีสอดคลองกับความเปนจริงดงักลาวควรจะอยูในรูป 
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(73)
  

2dN kN N
dt

   

โดยที่คา 0k   และ 0   

เรียกสมการ (73) วากฎโลจีสติกส  

พิจารณาสมการ (73) นั้นเปนสมการแบบแยกตัวแปรได และเปนสมการแบรนูลล ี

 

ตัวอยาง 5.12  ประชากรของเมืองหนึ่งสอดคลองกฎโลจิสติกสตอไปนี้ 

(74)
  

2
8

1 1
100 10

dN N N
dt

   

โดยที่ t  เปนเวลาคิดเปนป กำหนดใหเมืองนี้มีจำนวนประชากร 100,000  คนในป ค.ศ. 1980  และ

จำนวนประชากรเปนไปตามสมการ (74) สำหรับ 1980t   จงหาวาในป ค.ศ 2000  จะมจีำนวน

ประชากรเทาใด  

วิธีทำ จัดสมการ (74) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(75)  2 8 210 10
dN dt

N N  


 

 ทำสมการ (75) ปนเศษสวนยอย จะได 

(76)  
6

6

1 10100
1 10

dN dN dt
N N





       
 

หาปริพันธตลอดสมการ (76) จะได  

 

6

6

6

6

6
1

1 10100
1 10

1 10 1
1001 10

ln ln 1 10
100

]
]

dN dN dt
N N

dN dN dt
N N

tN N c
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1

16

100
6

100
6

ln
1001 10

1 10

1 10

]
]
]

t c

t

N t c
N

N e
N

N ce
N








 






  

 

หรือ 

(77)                 
100

10061 10

t

t

ceN
ce




 

 จากเงื่อนไขเริ่มตน (1980) 100,000N   แทนในสมการ (77) ได 

  

 

1980 100

1980 1006

19.8
5

6 19.8

5

19.8 1

6

19.8

100000
1 10

10
1 10

10
1 10

10
9

]
]

]

ce
ce

ce
ce

c
e

c
e


















 

 แทนคา 
6

19.8

10
9

c
e

  ในสมการ (77) จะได 

(78)  
6

19.8 100

10( )
1 9 tN t

e 


 สำหรับ 1980t   

 สมการ (78) แทนประชากร ณ เวลา t  ใด ๆ  

 และเมื่อแทน 2000t   ในสมการ (78) จะได 
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6

19.8 2000 100

6

0.2

10(2000)
1 9

10
1 9

119459]
]

N
e

e













 

ดังนั้น  ในป ค.ศ 2000  จะมีจำนวนประชากรประมาณ 119,459  คน 

 

ตัวอยาง 5.13  สมมติวาจำนวนพลเมืองของเมือง ๆ หนึ่งเพ่ิมขึน้เปนสัดสวนกับจำนวนพลเมือง

ขณะนั้น ถาจำนวนพลเมืองเพ่ิมข้ึนเปนสองเทาในเวลา 40 ป แลวอีกกี่ปจำนวนพลเมืองจึงจะเพ่ิมข้ึน

เปน สามเทา 

วิธีทำ ให 0N  แทนจำนวนพลเมืองในตอนเริ่มแรก 

ให N  แทนจำนวนพลเมือง ณ เวลา t  ใด ๆ  

 ดังนั้น 
dN
dt

 แทนอัตราการเพิ่มจำนวนของพลเมือง 

 เพราะวาอัตราการเพ่ิมจำนวนของพลเมืองเปนสัดสวนกับจำนวนพลเมืองที่มีอยูขณะนั้น 

และเนื่องจาก N  มีคาเพ่ิมข้ึนเมื่อ t  มีคาเพิ่มขึ้น นั่นคือ N  เปนฟงกชันเพ่ิม ดังนั้นจะได 

(79)  
dN kN
dt

  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (79) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(80)  
1 dN kdt
N

  

 หาปริพันธตลอดสมการ (67) จะได  

1

1

ln ]
dN kdt

N
N kt c

  

 
 

(81)             ktN ce  

 จากเงื่อนไขเริ่มตน 0(0)N N  แทนในสมการ (81) ได 0c N  ดังนั้น 
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(82)   0
ktN N e  

 จำนวนพลเมืองเพ่ิมขึ้นเปนสองเทาในเวลา 40 ป ทำใหไดเงื่อนไขเริ่มตนคือ 0(40) 2N N  

เมื่อแทน 02N N  และ 40t   ในสมการ (82) จะได 

  

(40)
0 0

(40)

1 40

2

2

2

]
]

k

k

k

N N e

e

e







 

แทน 1 402ke   ในสมการ (82) จะได 

(83)   
40

02
tN N  

 ถา 03N N  แทนในสมการ (83) จะได 

40
0 0

40

40

3 2

3 2

ln 3 ln2

ln 3 ln2
40

ln240
ln 3

63.5

]
]

]

]
]

t

t

t

N N

t

t

t













 

ดังนั้น  อีกประมาณ 63.5  ปจำนวนพลเมืองจึงจะเพิ่มขึ้นเปนสามเทา 

 

ตัวอยาง 5.14  จากการขยายพันธุของแบคทีเรียพบวา อัตราการเพ่ิมของแบคทีเรียเปนสัดสวนกับ

จำนวนแบคทีเรียขณะนั้น ถาเวลาผานไป 6 ชั่วโมงมีแบคทีเรีย 5  ลานตัว และเวลาผานไป 9 ชั่วโมง

มีแบคทีเรีย 8  ลานตัวจงหาจำนวนแบคทีเรียในตอนเริ่มตน 

วิธีทำ ให 0N  แทนจำนวนแบคทีเรียตอนเริ่มตน 

ให N  แทนจำนวนแบคทีเรีย ณ เวลา t  ใด ๆ  

 ดังนั้น 
dN
dt

 แทนอัตราการเพิ่มของแบคทีเรีย 



246 
 

 เพราะวาอัตราการเพ่ิมจำนวนของแบคทีเรียเปนสัดสวนกับจำนวนแบคทีเรียที่มีอยูขณะนั้น 

และเนื่องจาก N  มีคาเพ่ิมข้ึนเมื่อ t  มีคาเพิ่มขึ้น นั่นคือ N  เปนฟงกชันเพ่ิม ดังนั้นจะได 

(84)  
dN kN
dt

  

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (84) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(85)  
1 dN kdt
N

  

 หาปริพันธตลอดสมการ (85) จะได  

1

1

ln ]
dN kdt

N
N kt c

  

 
 

(86)             ktN ce  

 จากเงื่อนไขเริ่มตน 0(0)N N  แทนในสมการ (81) ได 0c N  ดังนั้น 

(87)   0
ktN N e  

 ถาเวลาผานไป 6 ชั่วโมงมีแบคทีเรีย 5  ลานตัว ทำใหไดเงื่อนไขเริ่มตนคือ 6(6) 5 10N    

เมื่อแทน 65 10N    และ 6t   ในสมการ (87) จะได 

(88)  6 6
05 (10) kN e   

เวลาผานไป 9 ชั่วโมงมีแบคทีเรีย 8  ลานตัวทำใหไดเงื่อนไขเริ่มตนคอื 6(9) 8 10N    

เมื่อแทน 68 10N    และ 9t   ในสมการ (87) จะได 

(89)  6 9
08 (10) kN e   

จากสมการ (88) และ (89)  จะได

  

3 8
5

ke 

 

หรือ
2

6 8
5

ke
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แทนคา 
2

6 8
5

ke
      

 ในสมการ (88) จะได

 
2

6
0

2
6

0

6

6

85 (10)
5

5 5 (10)
8

125 (10)
64

1.9 (10)

]
]
]

N

N

       
          



 

 

ดังนั้น  จำนวนแบคทีเรียเริ่มตนมีประมาณ 1.9  ลานตัว 

 

 5.3.3 ปญหาของผสม 

  ปญหาในของผสมที่จะกลาวนี้อาจจะเปน เกลือ ยา หรือสิ่งอ่ืนก็ได ซึ่งบรรจุในภาชนะ เมื่อทำ

ใหเกิดการเปลี่ยนแปลงเชนการปลอยสาร A  ใหไหลเขาไปในภาชนะที่บรรจุของผสมชนิดหนึ่งดวย

อัตราคงที่อัตราหนึ่ง ในขณะที่สาร A  ไหลเขาไปผสมจะทำการคนของผสมอยูตลอดเวลา เพ่ือใหของ

ผสมมีความเขมขนเทากันโดยตลอด ถาปลอยใหของผสมไหลออกจากภาชนะดวยอตัราคงที่อีกอัตรา

หนึ่ง เราตองการหาปริมาณของสาร A  ซึ่งเหลืออยูในของผสม ณ เวลา t  ใด ๆ (ศิริพร พัสดร. 2552, 

: 107) 

  ให x   แทนปริมาณของสาร A  ณ เวลา t  ใด ๆ และ 

  ให 
dx
dt

 แทนอัตราการเปลีย่นแปลงของสารเทียบกับเวลา 

  ให  IN  แทนอัตราการไหลเขาของสาร A  

  ให  OUT  แทนอัตราการไหลออกของสาร A  

ดังนั้น จะไดความสัมพันธดังนี้ 

(90)  dx IN OUT
dt
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ตัวอยาง 5.15  ถังใบหนึ่งบรรจุน้ำ 50  แกลลอน ถาปลอยใหน้ำซึ่งมีเกลือปนอยู 2  ปอนดตอ

แกลลอนไหลลงถังนี้ในอัตราเร็วคงที่ 3  แกลลอนตอนาที และใหสารละลายในถังนี้ไดรับการคนให

ละลายอยางสม่ำเสมอตลอดถัง แลวในขณะเดียวกันก็ไหลออกจากถังในอัตราเดียวกับที่ไหลเขา  

จงหาปริมาณของเกลือที่อยูในถังนี้เม่ือเวลาผานไป 25  นาที 

 

วิธีทำ ให ( )x t  แทนปริมาณของเกลือในถังใบนี้ ณ เวลา t  ใด ๆ  

 น้ำซึ่งมีเกลือปนอยู 2  ปอนดตอแกลลอนไหลลงถังนี้ในอัตราเร็วคงที่ 3  แกลลอนตอนาที 

ดังนั้นได อัตราของเกลือที่ไหลเขาถังคือ 

  IN  2 3 6   ปอนดตอนาที 

 เนื่องจากอัตราการไหลเขาและไหลออกเทากัน ดังนั้นถังน้ำจะมีน้ำ 50  แกลลอน ณ เวลา t  

ใด ๆ และน้ำ 50  แกลลอน นี้จะมีเกลืออยู x  ปอนด เพราะฉะนั้นความเขมขนของเกลือ ณ เวลา t  

เทากับ 
50
x  ปอนดตอแกลลอน ณ เวลา t  ใด ๆ อัตราของเกลือที่ไหลออกจากถัง และของผสมนี้ไหล

ออกดวยอัตรา 3  แกลลอนตอนาที ดังนั้น ไดอัตราของเกลือที่ไหลออกจากถังคือ 

  
33

50 50
x xOUT     ปอนดตอนาที 

 จาก (90) จะได 

(91)  
36
50

dx x
dt

   

 จัดสมการ (91) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(92)  3
100 50
dx dt

x



 

 หาปริพันธตลอดสมการ (92) จะได  

1

3
100 50

3ln 100
50

]
dx dt

x

x t c
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(93)            
3 50100 tx ce   

 จากเงื่อนไขเริ่มตน (0) 0x   แทนในสมการ (93) ได 100c   แทนในสมการ (93) ได 

  3 50100 100 tx e   
 หรือ 

(94)  3 50( ) 100(1 )tx t e   

 ถาเวลาผานไป 25  นาทีจะมีปริมาณเกลือเทากับ 

3(25) 50

1.5

(25) 100(1 )

100(1 )

78

]
]

x e

e





 

 



 

ดังนั้น  เมื่อเวลาผานไป 25  นาทีจะมีปริมาณเกลือประมาณ 78  แกลลอน 

 

ตัวอยาง 5.16  แทงคใบหนึ่งบรรจุน้ำเกลือ 50  แกลลอน โดยมีเกลือละลายอยู 10  ปอนด ปลอย

น้ำเกลือซึ่งมีความเขมขนของเกลือ 2  ปอนดตอแกลลอน เขาไปในแทงคดวยอัตราเร็ว 5  แกลลอนตอ

นาที และใหสารละลายในถังนี้ไดรับการคนใหละลายอยางสม่ำเสมอตลอดถงั แลวในขณะเดียวกันก็

ปลอยน้ำในแทงคออกดวยอัตราเร็ว 3  แกลลอนตอนาที จงหาปริมาณของเกลือในแทงค ณ เวลา 

 t  ใด ๆ  

วิธีทำ ให ( )x t  แทนปริมาณของเกลือในแทงคใบนี้ ณ เวลา t  ใด ๆ  

 ปลอยน้ำเกลือซึ่งมีความเขมขนของเกลือ 2  ปอนดตอแกลลอน เขาไปในแทงคดวยอัตราเร็ว 

5  แกลลอนตอนาที ดังนั้นได อัตราของเกลือที่ไหลเขาถัง คือ 

  IN  2 5 10   ปอนดตอนาที 

 จากอัตราการไหลเขา5  แกลลอนตอนาทีและอัตราการไหลออก 3  แกลลอนตอนาที วาจะมี

ปริมาณของเกลือเพ่ิมอยู 2  แกลลอนตอนาที เพราะฉะนั้น ณ เวลา t  จะมีน้ำเกลืออยู 50 2t  

แกลลอน ดังนั้น ไดอัตราของเกลือที่ไหลออกจากถัง คือ 
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3

50 2
xOUT
t




 ปอนดตอนาที 

 จาก (90) จะได 

  
310

50 2
dx x
dt t

 


 

 หรือ 

(95)  3 10
50 2

dx x
dt t

 


 

 

จะเห็นวาสมการ (95) เปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน  

โดยมี 3( ) , ( ) 10
50 2

p t g t
t

 


  

และ 
3 3 ln 50 2 3 250 2 2( ) (50 2 )

dt t
tt e e t


     

นำ ( )t  คูณตลอดสมการ (95) ได 

 

3 2 3 2

3 2 3 2

3(50 2 ) 10(50 2 )
50 2

(50 2 ) 10(50 2 ) ]
dxt x t
dt t

d x t t
dt

 
      

     

 

หาปริพันธตลอดสมการนี้ได 

3 2 5 2(50 2 ) 2(50 2 )x t t c     

หรือ 

(96)   
5 2

3 2

2(50 2 )
(50 2 )

t cx
t

 


 

 จากเงื่อนไขเริ่มตน (0) 10x   แทนในสมการ (96) ได 
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5 2

3 2

5 2

3 2

3 2

3 2

2 50 2(0)
10

50 2(0)

2(50)10
(50)

10 100
(50)

90(50)

]
]
]

c

c

c

c

    
   



 

 

 

แทนคา 3 290(50)c    แทนในสมการ (96) ได 

  
5 2 3 2

3 2

2(50 2 ) 90(50)
(50 2 )
tx

t
 


 

 หรือ 

(97)  
3 2

3 2

90(50)( ) 100 4
(50 2 )

x t t
t

  


 

ดังนั้น  สมการ (97) เปนปริมาณของเกลือในแทงค ณ เวลา t  ใด ๆ  

 

ตัวอยาง 5.17  หองประชุมหองหนึ่งมีขนาด 2000  ลูกบาศกเมตร ณเวลาเริ่มตน หองประชุมนี้มี

คารบอนมอนอกไซด 0.002  เปอรเซนต เม่ือเปดระบบระบายอากาศโดยดูดอากาศที่มี

คารบอนมอนอกไซด 3  เปอรเซนต เขาไปในหองดวยอัตราเร็ว 0.2  ลูกบาศกเมตรตอนาที และดูด

อากาศในหองออกดวยอัตราเร็ว 0.2  ลูกบาศกเมตรตอนาที อยากทราบวานานเทาใดอากาศในหองจึง

จะมีคารบอนมอนอกไซด 0.015  เปอรเซนต 

วิธีทำ ให ( )x t  แทนปริมาณของคารบอนมอนอกไซดหลังจากเวลาผานไป t  นาที 

 เม่ือเปดระบบระบายอากาศโดยดูดอากาศที่มีคารบอนมอนอกไซด 3  เปอรเซนต เขาไปใน

หองดวยอัตราเร็ว 0.2  ลูกบาศกเมตรตอนาที ดังนั้น 

  IN  0.03 0.02 0.0006   ลูกบาศกเมตรตอนาที 
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 ดูดอากาศในหองออกดวยอัตราเร็ว 0.2  ลูกบาศกเมตรตอนาทีจากหองประชุมหองหนึ่งมี

ขนาด 2000  ลูกบาศกเมตร ดังนั้น 

  
0.20.2

2000 2000
x xOUT     ลูกบาศกเมตรตอนาที 

 จาก (90) จะได 

0.20.0006
2000

dx x
dt

   

 หรือ 

(98)  
12 0.2

2000
dx x
dt

  

จัดสมการ (98) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(99)  1
12 0.2 2000

dx dt
x



 

 หาปริพันธตลอดสมการ (92) จะได  

1

1

1000

1000

1
12 0.2 2000

1 1ln 12 0.2
0.2 2000

1ln 12 0.2
1000

12 0.2

60 ]

]
]

]t

t

dx dt
x

x t c

x t c

x ce

x ce





 

   

   

 

 

 

หรือ 

(100)     1000( ) 60 tx t ce   
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 ขณะเวลาเวลา 0  นาที มีปริมาณของคารบอนมอนอกไซด 0.0022000 0.04
100

 

ลูกบาศกเมตร ทำใหไดเงื่อนไขเริ่มตน (0) 0.04x   แทนในสมการ (100) ได 59.96c  แทนใน

สมการ (100) ได 

(101)   1000( ) 60 59.96 tx t e   

  ตองการทราบวาจะตองใชเวลาเทาใดอากาศในหองจึงจะมีคารบอนมอนอกไซด 0.015  

เปอรเซนตนั่นคือ แทนคา 0.0152000 0.3
100

x     ในสการ (101) เพื่อหาคา t  

1000

1000

0.3 60 59.96

59.7
59.96

59.7ln
1000 59.96

59.71000 ln
59.96

43.5

]
]

]
]

t

t

e

e

t

t

t





 



 





 

ดังนั้น  อากาศในหองจึงจะมีคารบอนมอนอกไซด 0.015  เปอรเซนต เม่ือเวลาผานไป 43.5  นาที 

 

 5.3.4 ปญหาการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัตถุ 

 เม่ือวัตถุอยูในตัวกลางท่ีลอมรอบ เชน อากาศ น้ำ เปนตน โดยทีม่ีอุณหภูมิตางกัน จะเกิดการ

ถายเทความรอนระหวางวัตถุกับตัวกลางที่ลอมรอบ ทำใหอุณหภูมิของวัตถุเปลี่ยนแปลงไปการ

เปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัตถุในกรณนีี้เปนไปตามกฎการเย็นตัวของนิวตัน ซึ่งกลาววา “อัตราการ

เปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัตถุเปนสัดสวนกับผลตางของอุณหภมูิของวัตถุกับอุณหภูมิของตัวกลางที่

ลอมรอบ” (ศรีบุตร แววเจริญ และชนศักดิ์ บายเที่ยง, 2542 : 109-110) 

 กำหนดให  ( )T t   แทนอุณหภูมิของวัตถุ ณ ขณะเวลา t  

 และ SMT  แทนอุณหภูมิของตัวกลางที่ลอมรอบวัตถุ 

โดยกฎการเย็นตัวของนิวตัน จะไดวา อุณหภูมิของวัตถุจะเปลี่ยนแปลงไปเปนสัดสวนกับผลตางของ

อุณหภูมิของวัตถุนั้นกับอุณหภูมิของตัวกลางท่ีลอมรอบวัตถุ จะได 
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(102)  ( )SM
dT k T T
dt

     

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

 

ตัวอยาง 5.18  โลหะแทงหนึ่งใชเวลา 10  นาที ในการลดอุณหภูมิจาก 100  องศาเซลเซียส เปน 40  

องศาเซลเซียส เมื่อนำแทงโลหะไปไวในหองเย็นท่ีมีอุณหภูมิเทากับ 20  องศาเซลเซียส จงหาอุณหภูมิ

ของโลหะ ณ เวลา t  ใด ๆ 

วิธีทำ ให ( )T t  แทนอุณหภูมิของวัตถุ ณ ขณะเวลา t   

 ดังนั้น dT
dt

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ 

อัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของแทงโลหะเปนสัดสวนกับผลตางของอุณหภูมิของแทงโลหะ

กับอุณหภูมิของหองเย็น และเนื่องจาก T  มีคาลดลงเมื่อ t  มีคาเพ่ิมข้ึน นั่นคือ T  เปนฟงกชันลด 

ดังนั้นจะได  

(103)  ( 20)dT k T
dt

   

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (103) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(104)         
( 20)
dT kdt

T



 

 หาปริพันธตลอดสมการ (104) จะได  

1

1
( 20)

ln 20

20

]
]kt

dT kdt
T

T kt c

T ce

  

   

 

 

 หรือ  

(105)       ( ) 20 ktT t ce   
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 จากอุณหภูมิของโลหะตอนเริ่มตนจะไดเงื่อนไขเริ่มตน (0) 100T    

แทนในสมการ (105) ได 80c   และแทนคา 80c   ในสมการ (105) จะได 

(106)   ( ) 20 80 ktT t e   

 เม่ือเวลาผานไป 10  นาที อุณหภูมิของโลหะแทงนี้จะลงเหลือ 40  องศาเซลเซียส จึงได

เงื่อนไขเริ่มตน (10) 40T   แทนลงในสมการ (106) จะได 

  

10

10

10

40 20 80

80 20

1
4

110 ln
4
1 1ln
10 4

1 ln2
5

0.1386

]
]
]
]

]
]

k

k

k

e

e

e

k

k

k

k







 





 

 





 

แทน 0.1386k   ในสมการ (106) จะได 

(106)  0.1386( ) 20 80 tT t e   

ดังนั้น  อุณหภูมิของโลหะ ณ เวลา t  ใด ๆ คือ 0.1386( ) 20 80 tT t e   

 

ตัวอยาง  5.19  วัตถุชนิดหนึ่งใชเวลา 2  ชั่วโมง เพื่อที่จะลดอุณหภูมิจาก 70  องศาฟาเรนไฮต เหลือ 

50  องศาฟาเรนไฮต โดยที่อุณหภูมิของอากาศขนะนั้นเปน 30  องศาฟาเรนไฮต จงหาวาวัตถุชนิดนี้

จะตองใชเวลานานเทาใดจึงจะมีอุณหภูมิ 40  องศาฟาเรนไฮต 

วิธีทำ ให ( )T t  แทนอุณหภูมิของวัตถุ ณ ขณะเวลา t   

 ดังนั้น dT
dt

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ 
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อัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัตถุเปนสัดสวนกับผลตางของอุณหภูมิของวัตถุกับ

อุณหภูมิของอากาศขณะนั้น และเนื่องจาก T  มีคาลดลงเมื่อ t  มีคาเพ่ิมข้ึน นั่นคือ T  เปนฟงกชัน

ลด ดังนั้นจะได  

(107)  ( 30)dT k T
dt

   

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (103) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(108)  
( 30)
dT kdt

T



 

 หาปริพันธตลอดสมการ (104) จะได  

1

1
( 30)

ln 30

30

]
]kt

dT kdt
T

T kt c

T ce

  

   

 

 

 หรือ  

(109)  ( ) 30 ktT t ce   

 อุณหภูมเิริ่มตนของวัตถุชนิดนี้ ทำใหไดเงื่อนไขเริ่มตน (0) 70T    

แทนในสมการ (109) ได 40c   และแทนคา 40c   ในสมการ (105) จะได 

(110)  ( ) 30 40 ktT t e   

 เม่ือเวลาผานไป 2  ชั่วโมง อุณหภูมิของวัตถุนี้จะลดลงเหลือ 50  องศาฟาเรนไฮต จึงได

เงื่อนไขเริ่มตน (2) 50T   แทนลงในสมการ (110) จะได 
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2

2

2

50 30 40

40 20

1
2

12 ln
2
1 1ln
2 2

1 ln2
2

0.3466

]
]
]
]
]
]

k

k

k

e

e

e

k

k

k

k







 





 







 

แทน 0.3466k   ในสมการ (110) จะได 

(111)   0.3466( ) 30 40 tT t e   

วัตถุชนิดนี้จะตองใชเวลานานเทาใดจึงจะมีอุณหภูมิ 40  องศาฟาเรนไฮต จะไดสมการ 

0.3466

0.3466

40 30 40

1
4

10.3466 ln
4

1 1ln
0.3466 4

4

]
]

]
]

t

t

e

e

t

t

t





 



 

 



 

ดังนั้น  วัตถุชนิดนี้จะตองใชเวลา 4  ชั่วโมงจึงจะมีอุณหภูมิ 40  องศาฟาเรนไฮต 

 

ตัวอยาง  5.20  นำเทอรโมมิเตอรท่ีอานอุณหภูมิขณะนั้นได 80  องศาฟาเรนไฮต ออกไปนอกบาน 5  

นาทตีอมา อานอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอรได 60  องศาฟาเรนไฮตและอีก 5  นาทีตอมา อานอุณหภูมิ

ของเทอรโมมิเตอรได 50  องศาฟาเรนไฮต จงหาอุณหภูมินอกบาน 

วิธีทำ ให ( )T t  แทนอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอร ณ ขณะเวลา t   

 ให SMT  แทนอุณหภูมิภายนอกบาน 
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 ดังนั้น dT
dt

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมทิีเ่ทอรโมมิเตอรอานได 

เนื่องจาก T  มีคาลดลงเมื่อ t  มีคาเพ่ิมข้ึน นั่นคือ T  เปนฟงกชันลด ดังนั้นจะได  

(112)  ( )SM
dT k T T
dt

    

โดยที่ k  เปนคาคงที่ของการแปรผัน 

จัดสมการ (112) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได ดังตอไปนี้ 

(113)  
( )SM

dT kdt
T T

 


 

 หาปริพันธตลอดสมการ (104) จะได  

1

1
( )

ln ]
]

SM

SM

kt
SM

dT kdt
T T

T T kt c

T T ce

  

   

 

 

 หรือ  

(114)         ( ) kt
SMT t T ce   

 เทอรโมมิเตอรที่อานอุณหภูมิขณะเริ่มตนได 80  องศาฟาเรนไฮต ทำใหไดเงื่อนไขเริ่มตน 

(0) 80T   แทนในสมการ (114) ได 80 SMc T   และแทนคา 80 SMc T   ในสมการ 

(114) จะได 

(115)  ( ) (80 ) kt
SM SMT t T T e    

นำเทอโมมิเตอรออกไปนอกบาน 5  นาที แลวอานอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอรได 60  องศาฟา

เรนไฮต จึงไดเงื่อนไขเริ่มตน (5) 60T   แทนลงในสมการ (115) จะได 

(116)  560 (80 ) k
SM SMT T e    

และเมื่อเวลาผานไป 10  นาที อานอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอรได 50  องศาฟาเรนไฮต 
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จึงไดเงื่อนไขเริ่มตน (10) 50T   แทนลงในสมการ (115) จะได 

(117)  1050 (80 ) k
SM SMT T e    

หรือ 

(118)  5 250 (80 )( )kSM SMT T e    

จากสมการ (116) จะได 

(119)  5 60
80

k SM

SM

T
e

T
 




  

 แทน (119) ในสมการ (118) จะได 

2

2

2

60
50 (80 )

80

50(80 ) (80 ) (60 )

(50 )(80 ) (60 )

10 400

40

]
]

]
]

SM
SM SM

SM

SM SM SM SM

SM SM SM

SM

SM

T
T T

T

T T T T

T T T

T

T

        

    

   





 

ดังนั้น  อุณหภูมิภายนอกบานเทากับ 40  องศาฟาเรนไฮต 

 

5.4 สรุปทายบทที่ 5 

การประยุกตอนุพันธข้ันสูงนั่นคอืการนำปญหาตางๆ มาสรางความสัมพันธของตัวแปรตาง ใน

รูปของสมการเชิงอนุพันธ เชน ปญหาวิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตัวและ 

( , , ) 0F x y c   เปนวงศเสนโคงพารามิเตอรหนึ่งตัว ในระนาบ xy  โดยที ่

c  เปนพารามิเตอร หาอนุพันธสมการ เทียบกับ x  แลวจะได สมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคง  

( , )dy f x y
dx
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นั่นคือ เสนโคงแตละเสนของวงศเสนโคง ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ มีความชันเทากับ ( , )f x y  และ

ความชันของแนววิถีเชิงตั้งฉาก ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ เทากับ 
1

( , )f x y
  

จะไดวา สมการเชิงอนุพันธของวงศเสนโคงแนววิถีเชิงตั้งฉากคือ  

1
( , )

dy
dx f x y

  

 สำหรับปญหาทางกลศาสตรนั้น จากกฎขอท่ี 2 ของนิวตัน สามารถเขียนใหอยูในรูปของ

สมการเชิงอนุพันธได  

( )d mv KF
dx

   

 โดยท่ี m  แทนมวลของวัตถุ 

  v  แทนความเร็วของวัตถุ 

  F  แทนแรงท่ีมากระทำกับวัตถุ 

K  แทนคาคงที่ของการแปรผัน 

และสุดทายคือปญหาอัตราการเปลี่ยนแปลงเราสามารถสรางฟงกชันของปริมาณในปจจุบันกับเวลา 

และในปญหาที่ศึกษาตองการจะหาปริมาณ ณ เวลาใด ๆ ถาให x  แทนปริมาณที่มีอยู ณ เวลา t  แลว 

dx
dt

 จะแทนอัตราการเปลี่ยนแปลง ดังนั้นเราสามารถแกสมการเชิงอนุพันธซึ่งเปนตัวแบบทาง

คณิตศาสตรของปญหานำไปใชในการอธิบายตัวแปรหรือปริมาณที่เราสนใจไดอยางถูกตอง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



261 

 

คำถามทายบท 
 

1. จงหาแนววิถีเชิงตั้งฉากของวงศเสนโคง ที่กำหนดใหตอไปนี้ โดยที่ c  เปนคาคงที่ใด ๆ 

1.1  3y cx  

1.2
  

2 2 1x cy   

1.3  
2y cx  

1.4  2( )y x c     

1.5  2 2y x cx   

1.6  2xy ce   

 

2. นักกระโดดรมคนหนึ่งปลอยลูกเหล็กหนัก 1  นิวตันซึ่งผูกติดกับรมขนาดเล็กจากสภาพหยุดนิ่ง 

ถาแรงตานอากาศเปนสัดสวนกับความเร็วของลูกเหล็กขณะนั้น เมื่อลูกเหล็กมีความเร็ว 25 

เมตรตอวินาทีจะมีแรงตานทานจากอากาศเทากับ 900  นิวตัน จงหาความเร็วของวัตถุ ณ 

เวลา t  ใด ๆ และความเร็วของวัตถุ ณ เวลา 10  วินาท ี

 

3. วัตถุมวล 1  กิโลกรัมตกจากท่ีสูงลงมาในแนวดิ่งโดยมีแรงตานทานของอากาศแปรผันตาม

ความเร็วของวัตถุที่ตกลงมา คาคงท่ีของการแปรผันเทากับ 0.2  จงหาความเร็วของวัตถุ 

ณ เวลา t  ใด ๆ 

 

4. วัตถุหนัก 20  ปอนด เคลื่อนที่เปนแนวเสนตรงในแนวราบ ดวยแรงที่มีคาคงที่ 12  ปอนด ใน

การเคลื่อนที่นี้ มีแรงตานการเคลื่อนที่ขนาดเปนปอนดเทากับ 4  เทาของความเร็วของการ

เคลื่อนที่ ถาวัตถุนี้เคลื่อนที่จากสภาพหยุดนิง จงหาความเร็วและระยะทางเมื่อเวลาผานไป 

0.5  วินาท ี

 

5. วัตถุมวล m  กิโลกรัมเริ่มตนเคลื่อนที่จากจุดหยุดนิ่งจากยอดของพ้ืนเอียงซึ่งทำมุม 45  องศา

กับพื้นราบ ถาสัมประสิทธิ์ของความเสียดทานระหวางวัตถุกับพื้นเอียงเปน   จงหาความเร็ว 

และความเรงของวัตถุ ณ เวลา t  ใด ๆ  
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6. โยนลูกบอลมวล 4  กรัมขึ้นไปในแนวดิ่งดวยความเร็วตน 0v  เซนติเมตรตอวินาที และ

ขณะนั้นมีแรงตานอากาศเปนสองเทาของความเร็วของการเคลื่อนที่ จงหาความเร็วของลูก

บอล ณ เวลา t  ใด ๆ 

 

7. สารกัมมันตรังสีชนิดหนึง่มีอัตราการสลายเปนสัดสวนกับจำนวนที่มีอยู และพบวาเม่ือเวลา

ผานไป 5568 ป สารชนิดนี้จะเหลืออยูครึ่งหนึ่งของสารที่มีอยู จงหาปริมาณของสารที่

เหลืออยู ณ เวลา t  ใด ๆ 

 

8. สารเรเดียมมีอัตราการสลายตัวเปนสัดสวนกับจำนวนท่ีเหลืออยู และพบวาสารเรเดียม

สลายตัว 11  เปอรเซนตของที่มีอยูในเวลา 25  ป จงหาวาตองใชเวลานานเทาใด สารเรเดียม

จะเหลืออยูครึ่งหนึ่งของปริมาณเดิม 

 

9. แบคทีเรียชนิดหนึ่งเพ่ิมข้ึนเปนสัดสวนกับจำนวนแบคทีเรียที่มีอยู ถาจำนวนแบคทีเรียเพ่ิมเปน 

2  เทาในเวลา 24  ชั่วโมง จงหาวาตองใชเวลาก่ีชั่วโมง แบคทีเรียชนิดนี้จะเพ่ิมขึ้นเปน 100  

เทา 

 

10. แบคทีเรียชนิดหนึ่งมีขนาด 2000  ตัว เม่ือเวลาผานไป 2  ชั่วโมง จำนวนแบคทีเรียเพ่ิมเปน 

2500  ตัว จงหาจำนวนแบคที่เรีย ณ เวลา t  ใด ๆ ถาแบคทีเรียชนิดนี้เพ่ิมข้ึนเปนสัดสวนกับ

จำนวนแบคทเีรียที่มีอยู 

 

11. อัตราการเพิ่มของประชากรของเมืองหนึ่งเปนสัดสวนกับจำนวนประชากรที่มีอยู ถาจำนวน

ประชากรของเมืองนี้เพ่ิมขึ้นเปน 2  เทาของประชากรที่มีอยูในเวลา 50  ป จงหาจำนวน

ประชากรของเมื่องนี้ ณ เวลา t  ใด ๆ และตองใชเวลากี่ปจำนวนประชากรจึงจะเพิ่มเปน    

3  เทา 
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12. น้ำในทะเลสาบแหงหนึ่งมีปริมาตร 480  ลูกบาศกกิโลโมตร มีการควบคุมการสงน้ำจากคลอง

ใหไหลเขาทะเลสาบ และปลอยใหไหลออกจากทะเลสาบดวยอัตราเร็วเทากับคือ 350

ลูกบาศกกิโลเมตรตอป ถากำหนดใหตอนเริ่มตน ความเขมขนของมลพิษในทะเลสาบเปน 5  

เทาของความเข็มขนของมลพิษในคลอง จงหาวาจะตองใชเวลานานเทาใด ความเขมขนของ

มลพิษในทะเลสาบจะลดลงเปน 2  เทาของความเขมขนของมลพิษในคลอง  

 

13. เทอรโมมิเตอรอันหนึ่งอานสเกลได 15  องศาเซลเซียส ถูกนำเขาไปวางไวในหองที่มีอุณหภูมิ 

23  องศาเซลเซียส เมื่อเวลาผานไป 1  นาที เทอรโมมิเตอรอันนั้นอานสเกลได 19  องศา

เซลเซียส จงหาวาใชเวลานานเทาใด เทอรโมมิเตอรจึงจะอานสเกลได 29.9 องศาเซลเซยีส 

 

14. โลหะแทงหนึ่งใชเวลา 40  นาทีในการลดอุณหภูมิจาก 200  องศาเซลเซียส เปน 100  องศา

เซลเซียส เมื่อจุมโลหะลงในของเหลวชนิดหนึ่งท่ีมีอุณหภูมิเทากับ 10  องศาเซลเซียส จงหาวา

จะตองใชเวลาเทาใดจึงจะทำใหแทงโลหะชนิดนี้ลดอุณหภูมิจาก 100  องศาเซลเซียส เปน 

10  องศาเซลเซียส ถาของเหลวนี้มีอุณหภูมิ 5  องศา 

 

15. ณ เวลา 09.00 น. นำเทอรโมมิเตอรที่บอกอุณหภูมิ 70  องศาฟาเรนไฮต ออกไปนอกบานซึ่ง

มีอุณหภูม ิ15  องศาฟาเรนไฮต ตอมาเวลา 09.05 น. อานเทอรโมมิเตอรได 45  องศาฟาเรน

ไฮตเวลา 09.10 น นำเทอโมมิเตอรกลับเขาบานที่มีอุณหภูมิ 70  องศาฟาเรนไฮต จงหา

อุณหภูมิที่อานได ณ เวลา 09.20  น. 

 

16. นำเทอรโมมิเตอรที่บอกอุณหภูมิ 70  องศาฟาเรนไฮต ออกไปนอกบานซึ่งมีอุณหภูมิ 10  

องศาฟาเรนไฮต เวลาผานไป 2  นาที อานอุณหภูมิของเทอรโมมิเตอรได 26  องศาฟาเรนไฮต 

และเมื่อเวลาผานไปอีก 3  นาทีนำเทอโมมิเตอรกลับเขาบานที่มีอุณหภูมิ 70  จงหาอุณหภูมิที่

อานไดเมื่อเวลาผานไปอีก 4  นาท ี
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 6 

 

เนื้อหาประจำบท 

1. ฟงกชันคาจริงของสองตัวแปรหรือมากกวา 

2. ลิมิตของฟงกชันสองตัวแปร 

3. อนุพันธยอย 

4. กฎลูกโซของฟงกชันของตัวแปร 2 ตัว 

5. อนุพันธยอยอันดับสูง 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. อธิบายและใหความหมายของฟงกชันคาจริงของสองตัวแปรได 

2. อธิบายและใหความหมายของฟงกชันคาจริงมากกวาสองตัวแปรได 

3. อธิบายและใหความหมายลิมิตของฟงกชันสองตัวแปรได 

4. สามารถหาอนุพันธยอยของฟงกชันโดยใชบทนิยามได 

5. สามารถหาอนุพันธยอยของฟงกชันโดยใชทฤษฎี 

6. หาอนุพันธยอยของฟงกชันโดยใชกฎลูกโซของฟงกชันของตัวแปร 2 ตัวได 

7. อธิบายความหมายของอนุพันธยอยอันดับสูงได 

8. สามารถหาอนุพันธยอยอันดับสูงได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1 ฟงกชันคาจริงของสองตัวแปรหรือมากกวา 

1.2 การหาโดเมนและเรนจของฟงกชันสองตัวแปร 

1.3 นิยามลิมิตของฟงกชันสองตัวแปร 

1.4 หาลิมิตของฟงกชันสองตัวแปร 

1.5 หาอนุพันธยอยของฟงกชันโดยใชนิยาม 

1.6 หาอนุพันธยอยของฟงกชันโดยใชทฤษฎี 
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1.7 หาอนุพันธยอยของฟงกชันโดยใชกฎลูกโซของฟงกชันของตัวแปร 2 ตัวได 

1.8 ความหมายของอนุพันธยอยอันดับสูง 

1.9 การหาอนุพันธยอยอันดับสูง 

 

 

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้ 

2.1.  ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส เก่ียวกับเรื่องอนุพันธยอยของฟงกชัน 2 ตัวแปร  

 2.2.  ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

  1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

  2. Slide Presentation 

 

สื่อการเรียนการสอน 

  1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

  2. Slide Presentation 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึกและการ

ซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 6 

ฟงกชันหลายตัวแปรและอนพัุนธยอย 

 

การศกึษา เรื่องลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน และอนุพันธของฟงกชัน ในบทที่ผานมา

นั้นเปนการศึกษาเกี่ยวกับความสัมพันธระหวางปริมาณสองปริมาณในลักษณะที่คาของปริมาณหนึ่ง

ขึ้นอยูกับอีกปริมาณหนึ่ง เราจึงแทนความสัมพันธเชนนั้นไดดวยฟงกชันของตัวแปรเพียงหนึ่งตัว แตใน

การศกึษาบางเรื่อง อาจมีปริมาณมากกวาสองปริมาณที่เก่ียวของสัมพันธกันในรูปตาง ๆ ซึ่งในบทนี้จะ

ไดศึกษาความสัมพันธในรูปที่ปริมาณหนึ่งข้ึนอยูกับปริมาณตาง ๆ หลายปริมาณ เชนปริมาตรของรูป

ทรงกระบอก 2V r h  หรืออาจเขียนอยูในรูปของฟงกชันไดเปน ( , )V f r h  ซึ่งจะเรียก

ความสัมพันธในลักษณะนี้วาฟงกชันสองตัวแปรเพราะวาคาของ V (ปริมาตรของรูปทรงกระบอก) จะมี

ความสัมพันธกับตัวแปรอีกสองตัวคอื r (รัศมีของวงกลมที่เปนหนาตัด) และ h (ความสูงของ

ทรงกระบอก) ในการศึกษาฟงกชันของสองตัวแปร เราถือวาโดเมนของฟงกชันเปนเซตของคูอันดับของ

จำนวนจริง สวนฟงกชันหลายตัวแปรนั้นโดยทั่ว ๆ ไปก็เหมือนกับฟงกชันสองตัวแปร ดังนั้นผูเรียนจะ

ไดศึกษาเรื่องฟงกชันสองตัวแปรเสียกอน แลวคอยศึกษาฟงกชันหลายตัวแปรโดยทั่ว ๆ ไป  

 

6.1 ฟงกชันคาจริงของสองตัวแปรหรือมากกวา 

 บทนิยามและสัญลักษณของฟงกชันสองตัวแปรหรือฟงกชันหลายตัวแปรมีความคลายคลึงกับ

ฟงกชันตัวแปรเดียวดังจะกลาวบทนิยามตอไปนี ้(อุบล กลองกระโทก, 2549 : 86) 

 

บทนิยาม 6.1 

กำหนดให :f D R  โดยที่ nD R  เรียกฟงกชัน f  วาเปน  

ฟงกชนั n  ตัวแปร 1 2 3, , , , nx x x x  ถาสำหรับจุด 1 2 3( , , , , )nx x x x  ใด ๆ  

ในโดเมน D  สามารถหาคา 1 2 3( , , , , )nf x x x x  ไดเพียงคาเดียวเทานั้น  

และถา กำหนดให 1 2 3( , , , , )nz f x x x x   เรียกเซตของ 1 2 3( , , , , )nx x x x   

ซึ่งเปนจำนวนจริงวา โดเมนของฟงกชัน f  เขียนแทนดวย fD  สวนเซตของ z   

ซึ่งเปนจำนวนจริงเรียกวา เรนจของฟงกชัน f  เขียนแทนดวย fR  
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ตัวอยาง 6.1  ให 2 2( , ) 5 3f x y x y y    จงหา (1,0), (2, 3)f f  และ (3 , )f d c  

วิธีทำ กำหนด 2 2( , ) 5 3f x y x y y    

 

2 2

2 2

2 2 2 2

(1,0) 1 (0) 5(0 ) 3 3

(2,3) 2 (3) 5(3 ) 3 12 45 3 36

(3 , ) (3 ) ( ) 5(3 ) 3 9 45 3

]
]

f

f

f d c d c d d c d

    

      

     

 

ดังนั้น (1,0) 3, (2,3) 36f f     และ 2 2(3 , ) 9 45 3f d c d c d    

 

ตัวอยาง 6.2  ให 
2 3 1( , )

1
x xyf x y

xy
 


 โดยที่ 1xy   จงหา (0, 0), (1,2)f f  และ ( , )f b c  

วิธีทำ กำหนดให 
2 3 1( , )

1
x xyf x y

xy
 


 โดยที่ 1xy   

 

2

2

2 2

0 3(0)(0) 1(0,0) 1
(0)(0) 1

1 3(1)(2) 1(1,2) 4
(1)(2) 1

3( )( ) 1 3 1( , ) ; 0
( )( ) 1 1

]
]

f

f

b b c b bcf b c bc
b c bc

  


  


     
 

 

 

ตัวอยาง 6.3  กำหนด 2 2( , ) 1f x y x y    จงหา (1,0)f  และหา
 fD   

พรอมท้ังเขียนกราฟของ fD   

วิธีทำ   เนื่องจาก 2 2( , ) 1f x y x y    

ดังนั้น     2 2(1,0) 1 1 0 0f      

 fD  พิจาณาไดจาก  2 2( , ) : 1 0fD x y x y     

 หรือ       2 2( , ) : 1fD x y x y    
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เขียนกราฟ fD  ไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 6.4  กำหนดให 2 2 2( , , ) 1f x y z x y z     จงหาคา 1 1 1( , , )
2 2 2

f    

พรอมท้ังหา fD   

วิธีทำ  เนื่องจาก 2 2 2( , , ) 1f x y z x y z     

 ดังนั้น 
2 2 2

1 1 1 1 1 1( , , ) 1
2 2 2 2 2 2

f
                               

 

        

1 1 11
4 4 4

1
2
]

   


 

 โดเมนของฟงกชัน  2 2 2( , , ) : 1 0f x y z x y z       

 หรือ     2 2 2( , , ) : 1f x y z x y z      

ซึ่งเปนรูปทรงกลมตันจุดศูนยกลางอยูที่ (0, 0, 0)  และมีรัศมี 1  หนวย 
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 เขียนกราฟ fD  ไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 6.5  กำหนดให ( , ) 1
2
yf x y x    จงเขียนกราฟของฟงกชัน f   

พรอมท้ังบอก fD  และ fR   

วิธีทำ  กำหนดให ( , )z f x y  

 ดังนั้น 1
2
yz x    

 หรือ 2 2 2 0z x y     

 ซึ่งเปนกราฟของระนาบ ตัดแกน x  ที่จุด (1, 0,0)  

    ตัดแกน y  ที่จุด (0,2, 0)  

    ตัดแกน z  ที่จุด (0,0,1)  
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เขียนกราฟ fD  ไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

6.2 ลิมิตของฟงกชันสองตัวแปร 

 ในการศึกษาลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน จำเปนตองทราบความหมายของเซตของจุด

ในระนาบหรืออาณาบริเวณในระนาบที่สำคัญซึ่งจะตองอางอิงถึงบอย ๆ มีดังตอไปนี้คอื (สุชาติ เจริญ

นิตย, 2554 : 103-105) 

 1) กำหนด 0 0( , )A x y  เปนจุดคงท่ีจุดหนึ่งใน 2R  และจุด ( , )X x y  เปนจุดใด ๆ ใน 2R  

ระยะทางระหวางจุดสองจุดคือ 2 2
0 0( ) ( )XA x x y y     หรืออาจเขียนแทนดวย 

X A  

 2) กำหนด 0 0( , )A x y  เปนจุดคงท่ีจุดหนึ่งใน 2R  และ r  เปนจำนวนจริงบวก แผนกลมเปด

ซึ่งมีจุด A  เปนจุดศนูยกลางและรัศมี r  คือเซต  :x R X A r    เขียนแทนดวย

สัญลักษณ ( ; )B A r  ดังภาพ 
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ภาพประกอบ 6.1  แสดงเซต ( ; )B A r  

     ท่ีมา : สชุาติ เจริญนิตย. 2554 : 103 

 

 กรณีที่ไมกำหนดรัศมีของวงกลม เราจะแทนดวยสัญลักษณ ( )B A  

3) กำหนดให 
2D R  และ A D  จะเรียก A  วาจุดภายในของ D  ก็ตอเม่ือ สำหรับทุก 

ๆ แผนกลมเปด ( )B A  ซึ่ง ( )B A D  และถาจุดทุกจุดที่อยูใน D  เปนจุดภายในของ D  จะเรียก 

D  วาเปนเซตเปด  

4)  กำหนดให 
2D R  และ 2A R  จะเรียก A  วาจุดขอบของ D  ก็ตอเม่ือ สำหรับทุก 

ๆ แผนกลมเปด ( )B A  มีจุดอยางนอยหนึ่งจุดซึ่งอยูใน D  และมีจุดอยางนอยหนึ่งจุดซึ่งไมอยูใน D  

และถาจุดขอบทุกจุดของ D  อยูใน D  จะเรียก D  วาเปนเซตปด  

5)  กำหนด 2D R  และ 2A R  จะเรียก A  วาจุดลิมิตของ D  ก็ตอเมื่อ สำหรับทุก ๆ 

แผนกลมเปด ( )B A  จะไดวา  ( ) { }B A A D     

 

บทนิยาม 6.2 

กำหนดให f  เปนฟงกชันสองตัวแปร :f D R  โดยที่ 2D R  เราจะกลาววา 

f  มีคาลิมิตเทากับจำนวนจริง L  ขณะที ่( , )x y  ยางเขาสู จุด 0 0( , )x y  ซึ่งแทนดวยสัญลัษณ  

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y L


  

ก็ตอเมื่อ สำหรับทุก ๆ จำนวนจริงบวก   ที่กำหนดใหจะมีจำนวนจริงบวก 0   ที่ทำให  

( , )f x y L    สำหรับทุก ๆ ( , )x y D  ซึ่ง 0 00 ( , ) ( , )x y x y     
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ตัวอยาง 6.6  จงแสดงวา 
( , ) (1,2)
lim (3 2 ) 7

x y
x y


   

วิธีทำ จะตองแสดงวาสำหรับทุก ๆ จำนวนจริงบวก   ที่กำหนดใหจะมีจำนวนจริงบวก 0   

ที่ทำให (3 2 ) 7x y     สำหรับทุก ๆ ( , )x y D  ซึ่ง ( , ) (1,2)x y    

 ดังนั้นจะตองเลือก   ที่เหมาะสม นั่นคือตองเลือก   ที่ทำให (3 2 ) 7x y     

 พิจารณาจากสิ่งที่ตองการ 

  

(3 2 ) 7 3 2 7

3 3 2 4

(3 3) (2 4)

3 3 2 4

3 3 2 2

5

]
]

]
]

]

x y x y

x y

x y

x y

x y



    

   

   

   

   



 

 ดังนั้นเราเลือก 
5
   

 สามารถแสดงวิธีทำไดดังนี้คือ  

   กำหนด 0   เลือก 
5
   ดังนั้น 0   

  ให ( , )x y  เปนจุดใด ๆ บน 2R  โดยที่ ( , ) (1,2)x y   

  สมมุติให 0 ( , ) (1,2)x y     

  และ 2 2( , ) (1,2) ( 1) ( 2)x y x y      

  ได 2 20 ( 1) ( 2)x y       

 ดังนั้น  

  

(3 2 ) 7 3 2 7

3 3 2 4

(3 3) (2 4)

3 3 2 4

3 3 2 2

]
]

]
]

x y x y

x y

x y

x y

x y
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5

5
5

]

]
]








      



 

จึงสรุปไดวา 
( , ) (1,2)
lim 3 2 7

x y
x y


   

 

บทนิยาม 6.3 

กำหนดให f  วาเปนฟงกชันสองตัวแปร :f D R  โดยที่ 2D R  และ

0 0( , )x y  เปนจุดลิมิตของ D  ถา C  เปนเสนโคงใด ๆ ใน 2R  ซึ่งผานจุด 0 0( , )x y  จะกลาว

วา f  มีคาลิมิตเทากับจำนวนจริง L  เม่ือ ( , )x y  ยางเขาสูจุด 0 0( , )x y  ตามเสนโคง C  ซึ่ง

แทนดวยสัญลัษณ  

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y L


  

   บน C  

ก็ตอเมื่อ สำหรับทุก ๆ จำนวนจริงบวก   ที่กำหนดใหจะมีจำนวนจริงบวก 0   ที่ทำให  

( , )f x y L    สำหรับทุก ๆ ( , )x y C D   ซึ่ง 0 00 ( , ) ( , )x y x y     

 

ขอสังเกต 6.1 

 1.  ถา 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y L


  จะไดวา  
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y L


  สำหรับทุกเสนโคง C   

ที่ผานจุด 0 0( , )x y  

 2. ผลจากขอ 1 ถามีเสนโคง C  สองเสนคือเสนโคง 1C  และ 2C  ซึ่งตางก็ผานจุด 0 0( , )x y   

แตถา 
0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )

lim ( , ) lim ( , )
x y x y x y x y

f x y f x y
 

  เราสามารถสรุปไดวา 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y


 ไมมีลิมิต 

 

 

 

บน C  

บน 1C  บน 2C  
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ตัวอยาง 6.7  จงแสดงวา 
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

y x
y x




 ไมมีลิมิต 

วิธีทำ กำหนดให  1C  แทนเสนตรง 0x   

 และ   2C  แทนเสนตรง 0y   

 จะเห็นวา 1C  และ 2C  ซึ่งตางก็เปนเสนตรงที่ผานจุด (0, 0)  เหมือนกัน 

 สำหรับจุด ( , )x y  ใด ๆ ที่อยูบน 1C  ซึ่ง ( , ) (0, 0)x y   จะไดวา 

  

2 2 2

2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( , ) (0,0)

0lim lim
0

lim 1

1

]
]

x y x y

x y

y y
y y 



 






 

 สำหรับจุด ( , )x y  ใด ๆ ที่อยูบน 2C  ซึ่ง ( , ) (0, 0)x y   จะไดวา 

  

2 2 2

2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( , ) (0,0)

0lim lim
0

lim 1

1

]
]

x y x y

x y

x x
x x 



 


 

 

 

 จะเห็นวา  
2 2 2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim lim

x y x y

y x y x
y x y x 

 
 

  

 

ดังนั้น  
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

y x
y x




 ไมมีลิมิต 

 

 สำหรับทฤษฎีบทตาง ๆ ที่ใชสำหรับการหาคาลิมิตของฟงกชันสองตัวแปรนั้นจะคลายกันกับ

ลิมิตของฟงกชันตัวแปรเดียวดังจะแสดงไดดังตัวอยางตอไปนี้ (คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะ

วิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน, 2539 : 91) 

 

 

บน 1C  

บน 2C  

บน 1C  บน 2C  
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ตัวอยาง 6.8  จงหาคาของ 2 2

( , ) (1,0)
lim (3 5)

x y
xy x


    

วิธีทำ 2 2 2 2

( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0)
lim (3 5) lim 3 lim lim 5

x y x y x y x y
xy x xy x

   
      

  

  
2 2

( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0)

2 2

( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0)

3 lim lim lim 5

3 lim lim lim lim 5

3(1)(0) 1 5

4

]
]

]

x y x y x y

x y x y x y x y

xy x

x y x

  

   

  

  

  



 

ดังนั้น  2 2

( , ) (1,0)
lim (3 5) 4

x y
xy x


    

 

ตัวอยาง 6.9  จงหาคาของ 
3 2 2 2

( , ) (1,2)

2 2 4lim
3 2 6x y

x x xy y
xy x y

  
  

  

วิธีทำ 
3 2 2 2 3 2 2

( , ) (1,2) ( , ) (1,2)

2 2 4 ( 2 ) (2 4 )lim lim
3 2 6 ( 3 ) (2 6)x y x y

x x xy y x x xy y
xy x y xy x y 

     
     

 

   

 
 

2 2

( , ) (1,2)

2 2

( , ) (1,2)

2 2

( , ) (1,2)

2 2

( , ) (1,2)

( , ) (1,2)

2 2

( , ) (1,2) ( , ) (1,2)

( , ) (1,2)

( 2) 2 ( 2)lim
( 3) 2( 3)

( 2 )( 2)lim
( 2)( 3)

2lim
3

lim 2

lim 3

lim 2 lim

lim li

]
]
]

x y

x y

x y

x y

x y

x y x y

x y

x x y x
x y y
x y x
x y

x y
y
x y

y

x y

y











 



  
  

 
 












( , ) (1,2)

m 3

1 8
2 3
9
5

]
]

]
x y 




  

ดังนั้น  
3 2 2 2

( , ) (1,2)

2 2 4 9lim
3 2 6 5x y

x x xy y
xy x y
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6.3 อนุพันธยอย  

 ในหัวขอนี้จะกลาวถึงวิธีการหาอนุพันธของฟงกชันของหลายตัวแปร โดยเริ่มจากฟงกชันของ

ตัวแปร 2 ตัว ( , )z f x y  และถาเราใหตัวแปรตัวหนึ่งสมมติวาเปน y  มีคาคงตวัแลว f  จะ

กลายเปนฟงกชันของตัวแปร 1 ตัวคือ x  เทานั้นดังนั้นเราจึงสามารถหาอนุพันธของ f  เทียบกับ x  

ไดฟงกชันที่ไดใหมนี้เรียกวา อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ x  และถาเราใหตัวแปรตัวหนึ่งสมมติวา

เปน x  มีคาคงตวัแลว f  จะกลายเปนฟงกชันของตัวแปร 1 ตัวคือ y  เทานั้นดังนั้นเราจึงสามารถหา

อนุพันธของ f  เทียบกับ y  ไดฟงกชันที่ไดใหมนีเ้รียกวา อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ y  

(Buck, Creighton R., 1978 : 163-164) 

 

 บทนิยาม 6.4 

ให ( , )z f x y  เปนฟงกชัน 2 ตัวแปร และ 0 0( , ) fx y D   

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ x  ที่จุด 0 0( , )x y  คือ  

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )
( , ) lim

h

f x h y f x yf x y
x h

  


 ถาลิมิตหาคาได 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ y  ที่จุด 0 0( , )x y  คือ  

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )
( , ) lim

h

f x y h f x yf x y
y h

  


 ถาลิมิตหาคาได 

 

หมายเหตุ  

การใชสัญลักษณเก่ียวกับอนุพันธยอยมีหลายแบบเชน (Taylor Angus E.,1972 : 158) 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ x  ที่จุด 0 0( , )x y  จะใชสัญลักษณ  

  
0 00 0 0 0 1 0 0 1 0 0 ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )x x y

f zx y f x y f x y D x y
x x

    
 

 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ y  ที่จุด 0 0( , )x y  จะใชสัญลักษณ  

  
0 00 0 0 0 2 0 0 2 0 0 ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )y x y

f zx y f x y f x y D x y
y y
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 เนื่องจาก 0 0( , )xf x y  และ 0 0( , )yf x y  เปนคาอนุพันธยอยของฟงกชัน f  เม่ือเทียบกับ x  

และ y  ที่จุด 0 0( , )x y  ตามลำดับ ในการหาคา ( , )xf x y  และ ( , )yf x y  สำหรับอนุพันธยอยเมื่อเทียบ

กับ x  และ y  ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ ก็สามารแทนคา 0x x  และ 0y y  ไดดังตัวอยางตอไปนี ้ 

(สุเทพ ลิ่มอรุณ, 2542 : 78) 

ตัวอยาง 6.10  กำหนด ( , ) 2 1f x y xy   จงหา ( , )f x y
y




  

วิธีทำ  ( , ) 2 1f x y xy   

0

0

0

0

0

( , ) ( , )( , ) lim

2 ( ) 1 2 1
lim

2 2 1 2 1lim

2lim

lim2

2

[ ]]

]
]

]

h

h

h

h

h

f f x y h f x yx y
y h

x y h xy
h

xy xh xy
h

xh
h

x

x











  


      

   







 

ดังนั้น  ( , ) 2f x y x
y

 


 

 

ตัวอยาง 6.11  กำหนด
 

2( , ) 3 5f x y x y x   จงหา ( , )f x y
x




 โดยใชบทนิยาม 

วิธีทำ    2( , ) 3 5f x y x y x   

 

0

2 2

0

2 2 2

0

( , ) ( , )( , ) lim

3( ) 5( ) 3 5
lim

3( 2 ) 5( ) 3 5
lim

]
]

h

h

h

f f x h y f x yx y
x h

x h y x h x y x
h

x xh h y x h x y x
h
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2 2 2

0

2 2 2

0

2

0

0

0

3 6 3 5 5 3 5
lim

3 6 3 5 5 3 5lim

6 3 5lim

(6 3 5)lim

lim(6 3 5)

6 5

]
]

]
]

]
]

h

h

h

h

h

x y xyh h y x h x y x
h

x y xyh h y x h x y x
h

xyh h y h
h

xy hy h
h

xy hy

xy











              

     

 

 

  

 

 

ดังนั้น  ( , ) 6 5f x y xy
x

  


 

 

ตัวอยาง 6.12  กำหนด 2( , ) 3 5f x y x y x   จงหา (2,1)f
y




 โดยใชบทนิยาม 

วิธีทำ 2( , ) 3 5f x y x y x   

 

0

2 2

0

0

0

0

(2,1 ) (2,1)(2,1) lim

3(2) (1 ) 5(2) 3(2) (1) 5(2)
lim

12 12 10 12 10
lim

12lim

lim12

12]

]
]

]
]

h

h

h

h

h

f f h f
y h

h
h

h
h

h
h











  


            

            







 

ดังนั้น  (2,1) 12f
y
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สำหรับอนุพันธยอยของฟงกชันของตัวแปรที่มากกวาสองตัวแปรนั้นก็จะคลายกันกับอนุพันธ

ยอยของฟงกชันสองตัวแปรดังจะกลาวในบทนิยามตอไปนี้ (สุกัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และอนัญญา 

อภิชาตบุตร, 2551 : 79) 

 

 บทนิยาม 6.5  

กำหนดให nD R  :f D R  และ 1 2 3( , , ,..., )nx x x x D   

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ 1x คือ 

 
 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 0

1

( , , ,..., ) ( , , ,..., )
( , , ,..., ) lim n n

n h

f x h x x x f x x x xf x x x x
x h

  


 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ 2x คือ 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 0

2

( , , ,..., ) ( , , ,..., )
( , , ,..., ) lim n n

n h

f x x h x x f x x x xf x x x x
x h

  


 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ 3x คือ 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 0

3

( , , ,..., ) ( , , ,..., )
( , , ,..., ) lim n n

n h

f x x x h x f x x x xf x x x x
x h

  


 
 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ nx คือ 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 0

( , , ,..., ) ( , , ,..., )
( , , ,..., ) lim n n

n h
n

f x x x x h f x x x xf x x x x
x h

  


 

  

จากบทนิยาม และตัวอยางขางตนการหาอนุพันธยอยเทียบแตละตัวแปรเราสามารถคิดเสมือน

วาตัวแปรนั้นเปนตัวแปรที่จะทำการหาอนุพันธเพียงตัวแปรเดียวสวนตัวแปรที่เหลือใหมองเปนคาคงตัว 

ดังนั้น สามารถนำทฤษฎตีาง ๆ ของการหาอนุพันธของฟงกชันหนึ่งตวัแปรมาใชแสดงไดเหมือนกันดัง

ตัวอยางตอไปนี ้(Trench William F., 1978 : 112-115) 
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ตัวอยาง 6.13  กำหนด
 

2 3 4( , ) 3 5 12f x y x y x y     จงหา ( , )f x y
x


  และ ( , )f x y

y



  

วิธีทำ กำหนด 2 3 4( , ) 3 5 12f x y x y x y     

 2 3 4

2 3 4

3 3

3 3

( , ) 3 5 12

3 5 12

6 20 0 0

6 20

]
]

]
f x y x y x y
x x

x y x y
x x x x
xy x

xy x

    
 

      
   

   

 

 

ดังนั้น  3 3( , ) 6 20f x y xy x
x

  


 

กำหนด
 

2 3 4( , ) 3 5 12f x y x y x y      

 2 3 4

2 3 4

2 2

2 2

( , ) 3 5 12

3 5 12

9 0 1 0

9 1

]
]

]
f x y x y x y
y y

x y x y
y y y y

x y

x y

    
 

      
   

   

 

 

ดังนั้น  2 2( , ) 9 1f x y x y
y

  


 

ตัวอยาง 6.14  กำหนด 4 2 5( , ) 5 sin 3( )f x y x xy x y   จงหา
 

( , )f x y
x


  และ ( , )f x y

y



 

วิธีทำ กำหนด 4 2 5, 5 sin 3( ) ( )f x y x xy x y   

4 2 5

4 2 5 2 5 4

4 2 5 2 5 2 5

6 4 3 5 2 5 2 5

( , ) 5 sin 3

5 sin 3 sin 3 5

5 cos 3 3 sin 3 0

75 15 cos 3 sin 3

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

]
]

]

f x y x xy x y
y y

x xy x y x y x xy
y y

x xy x y x y x y x
y

x y x y x y x yx

  
 

    
 

   


  

 

ดังนั้น  
 

6 4 3 5 2 5 2 5( , ) 75 15 cos 3 sin 3( )f x y x y x y x y x y
y

x  
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กำหนด 4 2 5, 5 sin 3( ) ( )f x y x xy x y   

4 2 5

4 2 5 2 5 4

4 2 5 2 5 2 5 3

5 5 2 6 2 5 3 2 5

( , ) 5 sin 3

5 sin 3 sin 3 5

5 cos 3 3 sin 3 20

30 6 cos 3 20 sin 3

( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

]
]

]

f x y x xy x y
x x

x xy x y x y x xy
x x

x xy x y x y x y x y
x

x y x y x y x y x y

  
 

    
 

   


   

 

ดังนั้น  5 5 2 6 2 5 3 2 530 6 cos3 20 sin 3( ) ( )f x y x y x y x y x y
x

    


  

 

ตัวอยาง 6.15  กำหนด 12 2 5 30( , ) sin 3( )f x y x x y   จงหา
 

( , )f x y
x


  และ ( , )f x y

y



 

วิธีทำ กำหนด 12 2 5 30( , ) sin 3( )f x y x x y   

12 2 5 30

12 2 5 29 12 2 5

12 2 5 29 12 2 5

12 2 5 29 2 2 5

12 2 5 29 2 2 4

sin 3

30 sin 3 sin 3

30 sin 3 sin 3

30 sin 3 0 cos 3 3

30 sin 3 0 cos 3 15

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

]
]
]
]

f x x y
y y

x x y x x y
y

x x y x x y
y y

x x y x y x y
y

x x y x y x y

  
 

  

        
      

     

 2 4 2 12 2 5 29450 cos 3 sin 3( ) ]x y x y x x y

 

ดังนั้น 
 

2 4 2 12 2 5 29( , ) 450 cos 3 sin 3( )f x y x y x y x x y
y

  


  

กำหนด   12 2 5 30, sin 3( )f x y x x y   

12 2 5 30( , ) sin 3( )f x y x x y
x x

  
 

 



285 

12 2 5 29 12 2 5

12 2 5 29 12 2 5

12 2 5 29 11 2 2 5

12 2 5 29 11 2 5

12 2 5 2

30 sin 3 sin 3

30 sin 3 sin 3

30 sin 3 12 cos 3 3

30 sin 3 12 cos 3 6

30 sin 3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

]
]
]

x x y x x y
x

x x y x x y
x x

x x y x x y x y
x

x x y x x y xy

x x y

  

        
     

    







 9 11 5 212 6 cos 3 ]x xy x y   

 

ดังนั้น  12 2 5 29 11 5 2( , ) 30 sin 3 12 6 cos 3( )f x y x x y x xy x y
x

     
   

 

6.4 กฎลูกโซของฟงกชนัของตัวแปร 2 ตัว 

 สำหรับฟงกชัน ( )y f x  การกลาววา ( )f a  มีคาหมายความวา f  หาอนุพันธไดที่ 

จุด x a  แตสำหรับฟงกชันหลายตัวแปร 1 2 3( , , ,..., )nz f x x x x  การกลาววา 

1 2 3( , , ,..., )n
i

f a a a a
x



 มีคา ทุก i  ไมไดหมายความวา f  หาอนุพันธไดที่จุด 1 2 3( , , ,..., )na a a a

ทั้งนี้เพราะอนุพันธยอยของฟงกชันเทียบแตละตัวแปรเปรียบเทียบไดกับอัตราการเปลี่ยนแปลงของ

ฟงกชันขณะที่ตัวแปรนั้นเปลี่ยนแปลงเพียงตัวแปรเดียว ซึ่งความเปนจริงนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลง

ของฟงกชันหลายตัวแปรควรพิจารณาขณะที่ทุก ๆ ตัวแปรเปลี่ยนแปลงไปพรอม ๆ กัน 

(Taylor Angus E., 1972 : 145) 

 

บทนิยาม 6.6 

กำหนดให nD R  :f D R  และ 1 2 3( , , ,..., )nz f x x x x  เปนฟงก โดย 

1 2 3( , , ,..., )nx x x x D  เรากลาววา f  หาอนุพันธได ที่จุด 1 2 3( , , ,..., )na a a a  ถา 

1 2 3( , , ,..., )n
i

f a a a a
x



 มีคาทุก i   
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 ทฤษฎบีท 6.1   

( , )z f x y  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธได และสมมติวา ( )x x t   

และ ( )y y t  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธที่ 
dx
dt

 และ 
dy
dt

 หาคาได และตอเนื่อง  

ดังนั้น  ( ), ( )z f x t y t  จะเปนฟงกชันที่สามารถหาอนุพันธเทียบกับ t  ได  

และ df f dx f dy
dt x dt y dt

    
 

 

 

 

ตัวอยาง 6.16  กำหนด 3( , )z f x y x y   และ 3x t , 2 1y t   จงหา ( , )df x y
dt

 

วิธีที่ 1 ใชกฎลูกโซ 

 ให 3( , )f x y x y  และ 3x t , 2 1y t   

ได 2 33 ,f fx y x
x y

  
 

 

    

3, 2dx dy t
dt dt

   

 และ df f dx f dy
dt x dt y dt

  
 

 

       

2 3

2 3

2 2 3

2 2 4

4 2 4

4 2

3 3 2

9 2

9 3 1 2 3

81 1 54

81 81 54

135 81

( )

( ) ( ) ( )
( )

]
]

]
]

]

df x y x t
dt

x y x t

t t t t

t t t

t t t

t t

 

 

  

  

  

 

 

ดังนั้น  4 2135 81df t t
dt
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วิธีที่ 2 ใชการแทนคา 

ให 3( , )f x y x y , 3x t , และ 2 1y t   

ได
 

3( , )f x y x y  

    

3 2

3 2

5 3

3 1

27 1

27 27

( ) ( )
( )]

]

t t

t t

t t

 

 

 

 

 จาก   5 3( ), ( ) 27 27f x t y t t t   

         

5 3

4 2

27 27

135 81

( )

]
df d t t
dt dt
df t t
dt

 

 
 

ดังนั้น  4 2135 81df t t
dt

   

 

ตัวอยาง 6.17  กำหนด 2( , )z f x y xy   และ cosx t , siny t  จงหา 
df
dt

 

วิธีที่ 1 ใชกฎลูกโซ 

 ให 2( , )z f x y xy   และ cosx t , siny t  

ได 2, 2f fy xy
x y

  
 

 

     sin , cosdx dyt t
dt dt

   

 และ df f dx f dy
dt x dt y dt

  
 

 

       

2

2

3 2

2 3

( sin ) 2 (cos )

(sin ) sin 2(cos )(sin )(cos )

(sin ) 2(cos ) (sin )

2cos sin sin

]
]

]

df y t xy t
dt

t t t t t

t t t

t t t

  

  

  

 

 

ดังนั้น  2 32cos sin sindf t t t
dt
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วิธีที่ 2 ใชการแทนคา 

 ให 2( , )z f x y xy   และ cosx t , siny t  

ได 2( , )f x y xy  

    
2cos sint t  

 จาก   2( ), ( ) cos sinf x t y t t t  

     

2

2 2

2

2 3

cos sin

cos sin sin cos

(cos )2(sin )(cos ) sin ( sin )

2 cos sin sin

]
]

]

df d t t
dt dt
df d dt t t t
dt dt dt

t t t t t

t t t



 

  

 

 

ดังนั้น 2 32cos sin sindf t t t
dt

   

 ทฤษฎบีท 6.2  

( , )z f x y  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดและ ( )y y x  เปนฟงกชัน 

ทีห่าอนุพันธซึ่ง 
dy
dx

 หาคาไดและตอเนื่อง ดังนั้น  , ( )z f x y x  เปนฟงกชัน 

ที่สามารถหาอนุพันธเทียบกับ x  ได และ dz z z dy
dx x y dx

   
 

 

ตัวอยาง 6.18  กำหนด   2,u f x y x y    และ siny x  จงหา 
du
dx

 

วิธีทำ  จาก 2u x y   

       

1

2

cos

]
]

u
x
u y
y

dy x
dx

 

 




 

จาก du u u dy
dx x y dx

  
 

 

ดังนั้น  1 2 cosdu y x
dx
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ตัวอยาง 6.19  กำหนด 3 2( , )f x y x xy   และ tany x  จงหา 
df
dx

 

วิธีทำ  จาก 3 2( , )f x y x xy   

          

2 2

2

3

2

sec

]
]

f x y
x
f xy
y

dy x
dx

  

 




 

จาก df f f dy
dx x y dx

  
 

 

ดังนั้น  2 2 23 2 sec( )df x y xy x
dx

    

 

 ทฤษฎบีท 6.3 

กำหนดให
 

( , )z f x y  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธ x  และ y  เปนฟงกชัน 

ของตัวแปร 2 ตัว r  และ s  นั่นคือ ( , )x x r s  และ ( , )y y r s  เปนฟงกชันที่ 

, ,f x y
r s r

  
  

 และ 
y
s




 ตอเนื่อง ดังนั้นฟงกชันประกอบ  ( , ), ( , )z f x r s y r s  

เปนฟงกชันท่ีสามารถหาอนุพันธเทียบกับ r  และ s  ไดและ 

 

z z x z y
r x r y r
z z x z y
s x s y s

       
    
       
    

 

 

 

ตัวอยาง 6.20  กำหนด  2 22 ,z f x y x y    โดยท่ี f  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธได 

จงหา
 

z
x




 และ z
y




 

วิธีทำ  สามารถเขียนฟงกชันที่กำหนดใหไดใหมเปน  

 ( , )z f u v  โดยที่ 2u x y   และ 2v x y   
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 จากกฎลูกโซ 
z z u z v
x u x v x

     
    

 

  
, 2

, 2 ]
u

y

z uf
u x
z vf x
v x

  
 
  
 

 

ดังนั้น  2 2u v
z f xf
x

  


 

 จากกฎลูกโซ z z u z v
y u y v y

     
    

 

  
, 1

, 1]
u

y

z uf
u y

z vf
v y

   
 

  
 

 

ดังนั้น  1 1u v u v
z f f f f
x

     


 

 

6.5 อนุพันธยอยอันดับสูง 

 อนุพันธยอยที่กลาวมาแลวเปนอนุพันธยอยอันดับท่ีหนึ่งของฟงกชันหลายตัวแปรหลาย ซึ่งจะ

เห็นวาอนุพันธยอยของฟงกชันดังกลาวนั้นยังคงเปนฟงกชันของตัวแปรเดิม ดังนั้นสำหรับฟงกชันของ

ตัวแปร 2 ตัว ( , )z f x y  เราสามารถหา xf  และ yf  ได และ xf  นั้นก็สามารถหาอนุพันธยอย

เทียบกับตัวแปร x  และ y  ได และในทำนองเดียวกันก็จะสามารถหาอนุพันธยอยของ yf  เทียบกับ

ตัวแปร x  และ y  ไดเชนกัน ซึ่งอนุพันธดังกลาวนี้เรียกวาอนุพันธยอยอันดับสองของ f  ซึ่งมีวิธีการ

หาดังนี้ (สุกัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และอนัญญา อภิชาตบุตร, 2551 : 69) 

 1. การหาอนุพันธยอยเทียบกับ x  สองครั้ง 

  
2 2

2 2 xx
z f ff

x xx x
               

 

 2. การหาอนุพันธยอยเทียบกับ y  สองครั้ง 

  
2 2

2 2 yy
z f ff

y yy y
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 3. การหาอนุพันธยอยเทียบกับ y  กอน แลวจึงเทียบกับ x  

  
2 2

yx
z f ff

x y x y x y
                 

 

 4. การหาอนุพันธยอยเทียบกับ x  กอน แลวจึงเทียบกับ y  

  
2 2

xy
z f ff

y x y x y x
                 

 

หมายเหตุ  อนุพันธยอย
 

2z
x y

 

 และ 
2z
y x

 

 เรียกวาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองแบบผสม  

 

ตัวอยาง 6.21  จงหาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองของ 2 5 4( , ) 3 3f x y x y x y    

วิธีทำ  จาก 2 5 4( , ) 3 3f x y x y x y    

 ได  4( , ) 6 5xf x y xy x     

และ  2 3( , ) 3 12yf x y x y   

 

พิจารณา 

  4

3

( , ) ( , )

6 5

6 20

( )]
]

xx xf x y f x y
x

xy x
x

y x

     
 


 

 

ดังนั้น  3( , ) 6 20xxf x y y x   

 

พิจารณา 

  2 3

( , ) ( , )

3 12

6

( )]
]

yx yf x y f x y
x

x y
x

x

     
 




 

ดังนั้น  ( , ) 6yxf x y x  
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พิจารณา 

  4

( , ) ( , )

6 5

6

( )]
]

xy xf x y f x y
y

xy x
y

x

     
 




 

ดังนั้น  ( , ) 6xyf x y x  

 

พิจารณา 

  2 3

2

( , ) ( , )

3 12

36

( )]
]

yy yf x y f x y
y

x y
y

y

     
 




 

ดังนั้น  2( , ) 36yyf x y y  

 

ตัวอยาง 6.22  จงหาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองของ 2 5( , ) sin 3xf x y e xy   

วิธีทำ  จาก 2 5( , ) sin 3xf x y e xy   

 ได  2 5 5( , ) 2 3 cos 3x
xf x y e y xy    

และ  4 5( , ) 15 cos3yf x y xy xy  

พิจารณา 

  
2 5 5

2 5 5 5

2 10 5

( , ) ( , )

2 3 cos 3

4 3 3 sin 3

4 9 sin 3

( )

( )

]
]

]

xx x

x

x

x

f x y f x y
x

e y xy
x

e y y xy

e y xy

     
 


  

 

 

ดังนั้น 2 10 5( , ) 4 9 sin 3x
xxf x y e y xy   

 



293 

พิจารณา 

  
4 5

4 5 5 4

4 5 5 5 4

( , ) ( , )

15 cos 3

15 cos 3 cos3 15

15 3 ( sin 3 ) cos3 15

( )

( )

( ) ( )( )

]
]
]

yx yf x y f x y
x

xy xy
x

xy xy xy xy
x x

xy y xy xy y

     



  
 

  

 

ดังนั้น  
9 5 4 5( , ) 45 sin 3 15 cos 3yxf x y xy xy y xy   

พิจารณา 

  

2 5 5

2 5 5

5 5 5 5

5 4 5 5 4

9 5 4 5

( , ) ( , )

2 3 cos 3

2 3 cos 3

0 3 cos 3 cos 3 3

3 15 sin 3 cos 3 15

45 sin 3 15 cos 3

( )

( ) ( )( )

]
]

]
]

]

xy x

x

x

f x y f x y
y

e y xy
y

e y xy
y y

y xy xy y
y y

y xy xy xy y

xy xy y xy

     
 

  
 

   
 

  

 

 

ดังนั้น  9 5 4 5( , ) 45 sin 3 15 cos 3xyf x y xy xy y xy   

พิจารณา 

  

4 5

4 5 5 4

4 4 5 5 3

2 8 5 3 5

( , ) ( , )

15 cos 3

15 cos3 cos 3 15

15 15 sin 3 cos3 60

225 sin 3 60 cos 3

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

]
]

]

yy yyf x y f x y
y

xy xy
y

xy xy xy xy
y y

xy xy xy xy xy

x y xy xy xy

     



  
 

  

  

 

ดังนั้น  
2 8 5 3 5( , ) 225 sin 3 60 cos 3yyf x y x y xy xy xy    
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 จากตัวอยาง 6.21 และ 6.22 จะเห็นวาอนุพันธยอยอันดับที่สอง ( , )xyf x y  และ ( , )yxf x y  มี

คาเทากัน ซึ่งเรามีทฤษฎีบทที่กลาวถึงเงื่อนไขที่อนุพันธยอยแบบผสมจะเทากันดังนี้ (สิริวรรณ ตั้งจิตร

วัฒนะกุล และสมศักดิ์ บุญมาเลิศ, 2542 : 87) 

 

ทฤษฎบีท  6.4  

ถา
 

( , )f x y  และอนุพันธยอย ( , ), ( , ), ( , )x y xyf x y f x y f x y  และ ( , )yxf x y   

หาคาไดและตอเนื่องที่จุด 0 0( , )x y  แลว 0 0 0 0( , ) ( , )xy yxf x y f x y  

 

  

 เราสามารถนิยามการหาอนุพันธยอยอันดับที่สองและทฤษฎีบทท่ีเก่ียวของกับการเทากันของ

อนุพันธยอยแบบผสมของฟงกชัน 3 ตัวหรือมากกวา 3 ตัวในทำนองเดียวกัน กำหนดฟงกชันของตัว

แปร 3 ตัว ( , , )w f x y z  จะไดอนุพันธยอยอันดับที่สองของฟงกชัน f  ดังนี ้(ศรีบุตร แววเจริญ, 

2541 : 102) 

 

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

( , , ), ( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , ), ( , , )

]
]

xx xy xz

yy yx yz

zz zy zx

f f ff x y z f x y z f x y z
y x z xx

f f ff x y z f x y z f x y z
x y z yy

f f ff x y z f x y z f x y z
y z x zz

    
   

    
   

    
   

 

 

ทฤษฎบีท 6.5  

กำหนดให
 
f  เปนฟงกชัน 3 ตัวแปรซึ่ง ( , , )f f x y z  โดยทีอ่นุพันธยอย 

แบบผสมของ ( , , ), ( , , ), ( , , )x y zf x y z f x y z f x y z  หาคาไดและ ( , , )f x y z  ตอเนื่องที่จุด 
 

0 0 0( , , )x y z  แลว 

  

   
   
   

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, , , ,

, , , ,

, , , ,

]
]

xy yx

xz zx

yz zy

f x y z f x y z

f x y z f x y z

f x y z f x y z
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ตัวอยาง 6.23  จงหาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองของ 2 5 4 2( , , ) 3 3f x y z x yz yx y z     

วิธีทำ  จาก 2 5 4 2( , , ) 3 3f x y z x yz yx y z     

 จะได  4( , , ) 6 5xf x y z xyz x y    
2 5 3

2

( , , ) 3 12

( , , ) 3 2 ]
y

z

f x y z x z x y

f x y z x y z

  

 
 

พิจารณา 

  4

3

( , , ) ( , , )

6 5

6 20

( )

]
]

xx xf x y z f x y z
x

xyz x y
x
yz x y

     
 


 

 

ดังนั้น  3( , , ) 6 20xxf x y z yz x y   

 

พิจารณา 

  2 5 3

4

( , , ) ( , , )

3 12

6 5

( )

]
]

yx yf x y z f x y z
x

x z x y
x
xz x

     
  


 

 

ดังนั้น  2( , , ) 36yxf x y z y  

 

พิจารณา 

  4

4

( , , ) ( , , )

6 5

6 5

( )

]
]

xy xf x y z f x y z
y

xyz x y
y

xz x

     
 


 

 

ดังนั้น  4( , , ) 6 5xyf x y z xz x   
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พิจารณา 

  2 5 3

2

( , , ) ( , , )

3 12

36

( )

]
]

yy yf x y z f x y z
y

x z x y
y

y

     
  




 

ดังนั้น  2( , , ) 36yyf x y z y  

 

พิจารณา 

  4

( , , ) ( , , )

6 5

6

( )

]
]

xz xf x y z f x y z
z

xyz x y
z
xy

     
 




 

ดังนั้น  ( , , ) 6xzf x y z xy  

 

พิจารณา 

  2

( , , ) ( , , )

3 2

6

( )

]
]

zx zf x y z f x y z
x

x y z
x
xy

     
 




 

ดังนั้น  6xzf xy  

 

พิจารณา 

  2 5 3

2

( , , ) ( , , )

3 12

3

( )

]
]

yz yf x y z f x y z
z

x z x y
z
x

     
  




 

ดังนั้น  2( , , ) 3yzf x y z x  
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พิจารณา 

  2

2

( , , ) ( , , )

3 2

3

( )

]
]

zy zf x y z f x y z
y

x y z
y

x

     
 




 

ดังนั้น  2( , , ) 3zyf x y z x  

 

พิจารณา 

   2

( , , ) ( , , )

3 2

2]
]

zz zf x y z f x y z
z

x y z
z

     
 




 

ดังนั้น  ( , , ) 2zzf x y z   

 

 จากตัวอยางจะเห็นวา ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , )xy yx xz zxf x y z f x y z f x y z f x y z  และ 

( , , ) ( , , )yz zyf x y z f x y z  

  

 จากตัวอยางและทฤษฎีที่ผานมานั้น เราสามารถนิยามอนุพันธยอยอันดับที่สูงกวาของฟงกชัน

ที่มีตัวแปรสองตัว หรือมากกวาสองตัวไดในทำนองเดียวกัน ดังตัวอยาง (บัญญัติ สรอยแสง, 2553 : 

71-72) 

 อนุพันธยอยอันดับท่ีสาม 

  เชน 
3 2

( , , ) ( , , )xyz xy
f ff x y z f x y z

z y x z y x z
                    

  

 อนุพันธยอยอันดับท่ีสี่  

  เชน 
4 3

( , , ) ( , , )yxyz yxy
f ff x y z f x y z

z y x y z y x y z
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ตัวอยาง 6.24  จงหาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองของ 5 2 5 4 2( , , ) 3f x y z x y z x y xz yz      

จงหา ( , , ), ( , , ), ( , , )xyz xxyz yzyzf x y z f x y z f x y z  และ ( , , )xzyzxf x y z  

วิธีทำ  พิจารณา xyzf  

 จาก   5 2 5 4 2, , 3f x y z x y z x y xz yz     

5 2 5 4 2

4 2 4 4

( , , ) 3

15 5

( )

]
xf x y z x y z x y xz yz

x
x y z x y z

   


  
 

        

4 2 4 4

4 4

4 4

4

( , , ) 15 5

30 5

( , , ) 30 5

30

( )

( )

]

]

]

]

xy

xyz

f x y z x y z x y z
y

x yz x

f x y z x yz x
z
x y

  


 

 




 

ดังนั้น
  

4( , , ) 30xyzf x y z x y  

วิธีทำ  พิจารณา ( , , )xxyzf x y z  

 จาก   5 2 5 4 2, , 3f x y z x y z x y xz yz     

                 

5 2 5 4 2

4 2 4 4

4 2 4 4

3 2 3

3 2 3

3 3

3 3

3

( , , ) 3

15 5

( , , ) 15 5

60 20

( , , ) 60 20

120 20

( , , ) 120 20

120

( )

( )

( )

( )

]

]

]

]

]

]

]

x

xx

xxy

xxyz

f x y z x y z x y xz yz
x
x y z x y z

f x y z x y z x y z
x
x y z x y

f x y z x y z x y
y

x yz x

f x y z x yz x
y

x y

   


  

  


 

 


 

 




 

ดังนั้น  3( , , ) 120xxyzf x y z x y  



299 

วิธีทำ  พิจารณา
 yzyzf  

 จาก   5 2 5 4 2, , 3f x y z x y z x y xz yz     

                 

5 2 5 4 2

5 5 2

5 5 2

5

5

5

5

( , , ) 3

6

( , , ) 6

6 2

( , , ) 6 2

6

( , , ) 6

0

( )

( )

( )

( )

]

]

]

y

yz

yzy

yzyz

f x y z x y z x y xz yz
x
x yz x z

f x y z x yz x z
z
x y z

f x y z x y z
y
x

f x y z x
z

   


  
  


 
 








 

ดังนั้น  ( , , ) 0yzyzf x y z   

วิธีทำ  พิจารณา ( , , )xzyzxf x y z  

 จาก   5 2 5 4 2, , 3f x y z x y z x y xz yz     

          

5 2 5 4 2

4 2 4 4

4 2 4 4

4 2 3

4 2 3

4

4

( , , ) 3

15 5

( , , ) 15 5

15 4

( , , ) 15 4

30

( , , ) 30

0

( , , ) 0

0

( )

( )

( )

( )

( )

]

]

]

]

]

]

]

]

]

x

xz

xzy

xzyz

xzyzx

f x y z x y z x y xz yz
x
x y z x y z

f x y z x y z x y z
z
x y z

f x y z x y z
y

x y

f x y z x y
z

f x y z
z

   


  

  


 

 












  

ดังนั้น  0xzyzxf   
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6.6 สรุปทายบทที่ 6 

ในบทนี้นั้นเปนเรื่องของฟงกชันหลายตัวแปรและอนุพันธยอย โดยพ้ืนฐานเริ่มตนจากฟงกชัน

หลายตัวแปรจากบทนิยาม นั้นคือกำหนดให :f D R  โดยที่ nD R  เรียกฟงกชัน f  วาเปน 

ฟงกชนั n  ตัวแปร 1 2 3, , , , nx x x x  ถาสำหรับจุด 1 2 3( , , , , )nx x x x  ใด ๆ ในโดเมน D  

สามารถหาคา 1 2 3( , , , , )nf x x x x  ไดเพียงคาเดียวเทานั้น และถา กำหนดให 

1 2 3( , , , , )nz f x x x x   เรียกเซตของ 1 2 3( , , , , )nx x x x  ซึ่งเปนจำนวนจริงวา โดเมนของ

ฟงกชนั f  เขียนแทนดวย fD  สวนเซตของ z  ซึ่งเปนจำนวนจริงเรียกวา เรนจของฟงกชัน f  เขียน

แทนดวย fR  เพ่ือหาโดเมนและเรนจของฟงกชันหลายตัวแปร หลังจากนั้นเปนการหาลิมิตของฟงกชัน

สองตัวแปรจากบทนิยามที่วาถา f  มีคาลิมิตเทากับจำนวนจริง L  ขณะที่ ( , )x y  ยางเขาสู จุด

0 0( , )x y  ซึ่งแทนดวยสัญลัษณ 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y L


 ก็ตอเมื่อ สำหรับทุก ๆ จำนวนจริงบวก   ที่

กำหนดใหจะมีจำนวนจริงบวก 0   ที่ทำให ( , )f x y L    สำหรับทุก ๆ ( , )x y D  ซึ่ง 

0 00 ( , ) ( , )x y x y     

หรือจะเปนการหาคาลิมิตของฟงกชันสองตัวแปรโดยใชทฤษฎีบทตาง ๆ เพ่ือนำไปสูการหา

อนุพันธยอยของฟงกชันกหลายตัวแปรโดยเริ่มจากฟงกชันสองตัวแปรจนถึงฟงกชัน n ตัวแปร พรอม

ทั้งการใชกฎลูกโซในการหาอนุพันธยอย และเรื่องสุดทายคือการหาอนุพันธยอยอันดับสูง  
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คำถามทายบท 

 

1. กำหนดให   2 2, 2 5 3 1f x y x y y x     

     1.1  จงหา  0,0f  

     1.2  จงหา  2,0f   

     1.3  จงหา  2,5f  

     1.4  จงหา  ,f x y h  

     1.5  จงหา
  ,f x h y  

 

2. กำหนดให  
2 23,

2
x y yf x y
xy




 โดยที่ 2xy   

     2.1  จงหา  0,0f  

     2.2  จงหา
  2,0f   

     2.3  จงหา
  2,5f  

     2.4  จงหา
  ,f x y h  

     2.5  จงหา  ,f x h y  

 

3. กำหนดให     2 3, 5f x y x y y xy    

     3.1  จงหา  0,0f  

     3.2  จงหา  2,0f   

     3.3  จงหา  2,5f  

     3.4  จงหา
  ,f x y h  

     3.5  จงหา
  ,f x h y  

 

4. จงหาโดเมนของฟงกชันตอไปนี้พรอมทั้งเขียนกราฟของโดเมนของแตละฟงกชัน 

      4.1    2 2, 9f x y x y         

     4.2    2 2, 1f x y x y    
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5. จงหาลิมิตตอไปนี้ 

      5.1  2 2

( , ) (1,2)
lim 3 5

x y
y x y


   

     5.2  2

( , ) (0,0)
lim 2

x y
xy


 

     5.3  2 2( , ) (2,0)
lim

x y

xy x
x y




 

     5.4  
4 4

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y




 

 

6. จงแสดงวาลิมิตของฟงกชันตอไปนี้ไมมีคา 

 6.1  
2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y




 

 6.2 
 

3

2 6( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y 

 

7. กำหนด  ,f x y  ดังตอไปนี้จงหา  ,f x y
x




 และ  ,f x y
y




 โดยใชบทนิยาม 

      7.1    2, 2f x y x y xy        

     7.2    2, 3f x y xy x y   

     7.3    2 2, 15 2f x y x y x x y     

    7.4    3 2, 2f x y xy xy x y     

  7.5    3 2, 2 2f x y y x   

 

8. กำหนด  ,f x y ดังตอไปนี้จงหา  ,f x y
x




 และ  ,f x y
y




 

      8.1    2 2, 15 2f x y x y x x y     

     8.2    3 2, 2f x y xy xy x y     

     8.3     3 5, sin2f x y xy x y x   

     8.4     3 5tan
,

5 sin2
xy x y

f x y
x x





 

     8.5   
3 5

2 2,
15 2

xy x yf x y
x y x x y
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9. กำหนด  ,z f x y x y    และ cosx t , coty t  จงหา  ,df x y
dt

 

10. กำหนด   2,z f x y x y    และ cosx t , siny t  จงหา  ,df x y
dt

 

11. กำหนด   2, 2z f x y xy   และ 3 5x t  , siny t  จงหา  ,df x y
dt

 

12. กำหนด   2, 2z f x y xy   และ 3 5x t  , siny t  จงหา  ,df x y
dt

 

13. กำหนด   3 2,f x y x xy   และ, 3 5x t  , siny t  จงหา  ,df x y
dx

 

14. จงหา
 

z
x




 และ z
y




 กำหนด  2 2,2z f x y x y    โดยที่ f  เปนฟงกชันที่หา

อนุพันธได 

 

15. กำหนด   10 2 5 3, , 11f x y z x y z y z xz x     จงหาอนุพันธยอยดังตอไปนี้ 

     15.1   , ,yzf x y z  

     15.2   , ,yzzf x y z  

     15.3   , ,xyzf x y z  

15.4    , ,yxzyxf x y z  

 

16  กำหนด   4 2, , cosxyf x y z e x y z   จงหา  , ,yzf x y z  
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 7 

 

เนื้อหาประจำบท 

1. ปฏิยานุพันธ 

2. ปริพันธของฟงกชันในรูปแบบตาง ๆ 

3. ปริพันธจำกัดเขต 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. อธิบายและใหความหมายของปฏิยานุพันธได 

2. สามารถแสดงวิธีทำเพื่อหาปริพันธของฟงกชันในรูปแบบตาง ๆ ได 

3. สามารถอธิบายความหมายของปริพันธจำกัดเขตได 

4. สามารถแสดงวิธีทำเพื่อปริพันธจำกัดเขตได 

 

วิธีการสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจำบท 

1. ผูสอนบรรยายหัวขอตอไปนี้พรอมเปดโอกาสใหซักถาม 

1.1  ปฏิยานุพันธ 

1.2  ปริพันธของฟงกชันในรูปแบบตาง ๆ 

1.3  ปริพันธจำกัดเขต 

  2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี้ 

2.1.  ศึกษาขอมูลจากสื่ออิเล็กทรอนิกส เก่ียวกับเรื่องปฏิยานุพันธ  

 2.2.  ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให 

 

สื่อการเรียนการสอน 

  1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

  2. Slide Presentation 
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สื่อการเรียนการสอน 

  1. เอกสารประกอบการสอนและตำราตาง ๆ 

  2. Slide Presentation 

 

 

 

การวัดผลและการประเมินผล 

1. สังเกตความสนใจของนักศึกษาขณะสอน ความตั้งใจ การฟง การจดบันทึก 

และการซักถาม 

2. แบบฝกหัด 

3. แบบทดสอบ 

4. การมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน 
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บทท่ี 7 

ปริพันธ 
 

จากที่เคยกลาวมาแลววาวิชาคณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1 นั้นเปนสวนหนึ่งของวิชาที่

เรียกวา แคลคูลัส และในการศึกษาแคลคูลัสนั้นโดยทั่ว 7.ๆ ไปจะแบงเนื้อหาที่สำคัญ ๆ ออกเปน 2 

สาขา คือสาขาหนึ่งทำการเก่ียวกับเรื่องการหาอนุพันธ ซึ่งไดทำการศึกษามาแลวในบทท่ี 3 สวนอีก

สาขาหนึ่งเปนการศกึษาเก่ียวกับเรื่องการหาปริพันธ สำหรับปริพันธนีเ้มื่อใชเก่ียวของกับแคลคูลัสกลาว

โดยพ้ืนฐานคือ การแสดงจำนวนทั้งหมด หรือ ผลบวกของผลรวม แตถาเปนความหมายในเชิง

คณิตศาสตรทั่วๆ ไป คือ การหาพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง การหาปริมาตร การหาความยาวเสนโคง 

การหาจุดศนูยถวง ตลอดจนการประยุกตในดานอ่ืน ๆ เชน วิทยาศาสตร วิศวกรรมศาสตร และเศรฐ

ศาสตร เปนตน โดยทั่วไปแลว การศึกษาเก่ียวกับการหาปริพันธจะตองควบคูไปกับการหาอนุพันธ นั่น

คือ การศึกษาในเรื่องอนุพันธนั้นจะเริ่มจากศกึษาการกำหนดฟงกชัน f  แลวใหหาอนุพันธของ f  คือ 

f   แตสำหรับการศึกษาปฏิยานุพันธนั้นเราจะศึกษาปญหาที่ตรงขามกับปญหาที่กลาวมาขางตนแลว 

จะได เม่ือกำหนดอนุพันธฟงกชัน f   แลวเราสามารถที่จะหาฟงกชัน f  ได 

 

7.1 ปฏิยานุพันธ 

 กอนที่จะหาปริพันธของฟงกชันนั้นกอนอ่ืนจะตองศึกษาบทนิยามที่สำคัญและเก่ียวของกับการ

หาปริพันธดังตอไปนี ้(กวิยา เนาวประทีป, 2547 : 113) 

  

 บทนิยาม 6.1 

  ฟงกชัน f  เปนฟงกชนัท่ีหาคาไดบนชวง I  ถา สำหรับทุก ๆ x I  แลวทำให  

( )f x  หาคาได 

  

 

บทนิยาม 7.2 

  ให f  เปนฟงกชันที่หาคาไดบนชวง I  ถามีฟงกชัน F  ซึ่ง ( ) ( )d F x f x
dx

  

ทุก x I  แลวจะเรียก F  วา ปฏิยานพัุนธ ของ f  บน I  
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พิจารณาตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 7.1   

2x   เปนปฏิยานุพันธของ 2x   เพราะ 2 2d x x
dx

  

4

4
x   เปนปฏิยานุพันธของ 3x   เพราะ 

4
3

4
d x x
dx

      
 

33 1x   เปนปฏิยานุพันธของ 29x   เพราะ 3 23 1 9( )d x x
dx

   

 

2 5x    เปนปฏิยานุพันธของ 2x   เพราะ 2 5 2( )d x x
dx

   

 33 5x   เปนปฏิยานุพันธของ 29x   เพราะ 3 23 5 9( )d x x
dx

   

 

จากตัวอยาง 7.1 จะเห็นวา 2x  และ 2 5x   ตางก็เปนปฏิยานุพันธของ 2x  และ 33 1x 

กับ 33 5x   ก็เปนปฏิยานุพันธของ 29x  ทั้งคู ดังนั้นแสดงใหเห็นวาฟงกชันหนึ่งมีปฏิยานุพันธได

มากกวาหนึ่งฟงกชัน ซึ่งความจริงนี้เปนจริงสำหรับฟงกชันถา ( )F x  เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x  แลว

( )F x c  ก็เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x  ดวย เมื่อ c  เปนคาคงตัวใด ๆ ทั้งนี้เพราะวา 
 

 
( ) ( ) ( ) 0 ( )d d dF x c F x c f x f x

dx dx dx
          

 

ทฤษฎีบทตอไปนี้จะแสดงใหเห็นวาถา ( )F x  เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x  บนชวง I  แลวปฏิ

ยานุพันธอ่ืน ๆ ของ ( )f x  บน I  จะอยูในรูป ( )F x c  เม่ือ c  เปนตัวคงคา (คณาจารยภาควิชา

คณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง, 2542 : 121) 

 

ทฤษฎีบท 7.1 

ถา ( ) ( )F x G x   สำหรับทุก ๆ x I  แลวจะมีคาคงตัว c  ซึ่ง 

( ) ( )F x G x c  ทุก ๆ x I  โดยที่ c  เปนตัวคงคา 

 

 

 จากทฤษฎีบท 7.1 ทำใหเราสามารถกำหนดรูปทั่วไปของปฏิยานุพันธของ ( )f x  ไดเปน 

( )F x c  เม่ือ F  เปนปฏิยานุพันธบางตัวของ f  และ c  เปนตัวคงคา และจะเรียก ( )F x c  วา

เปนปฏิยานุพันธทั่วไปของ f  บน I  (กมล เอกไทยเจริญ, 2544 : 125) 
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 บทนิยาม 7.3 

  ให f เปนฟงกชันท่ีหาคาไดบนชวง I  แลวจะเรียกปฏิยานุพันธทั่วไป 

ของ f  บน I  วา ปริพันธไมจำกดัเขต ของ f  แทนดวย ( )f x dx  หรือเขียนยอ ๆ 

ดวย f  นั่นคือ ( ) ( )f x dx F x c   

  เครื่องหมาย dx  เรียกวาเครื่องหมายปริพันธเทียบกับ x  

วิธีการหาปริพันธไมจำกัดเขตเรียกวา การหาปฏิยานุพันธ หรือ ปริพันธไมจำกัดเขต 

ตัวคงคา c  ในปริพันธไมจำกัดเขต เรียกวา คาคงตัวของกาหาปฏิยานุพันธ 

ฟงกชัน f  หรือ ( )f x  เรียกวา ปริพัทธ 

และเรียก x  วา ตัวแปรหุนของการหาปริพันธ 

 

ตัวอยาง 7.2 

 3 44x dx x c     เนื่องจาก 4 3( ) 4d x c x
dx

   

 2 31( 1) ( 1)
3

x dx x c     เนื่องจาก 3 21 ( 1) ( 1)
3

d x c x
dx

        
 

 สูตรสำหรับหาปริพันธไมจำกัดเขต สามารถหาไดงายจากสูตรของการหาอนุพันธดังตอไปนี ้

  1. k dx kx c   
เมื่อ k  เปนคาคงตัว  

  2. 
1

1

n
n xx dx c

n



  
 เม่ือ n  เปนจำนวนจริงใด ๆ ซึ่ง 1n  

 
 

7.1.1 คุณสมบัติของปริพันธไมจำกัดเขต 

 กอนที่เราจะหาปริพันธไมจำกัดเขตนั้นเราตองอาศัยคุณสมบัติตาง ๆ ที่จะกลาวถึงดังตอไปนี้ 

(สุรวิทย ตันแตงผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ, 2557 : 146) 

 

ทฤษฎีบท 7.2  

 ให f  และ g  เปนฟงกชันท่ีมีปฏิยานุพันธ จะไดวา 

   1. ( ) ( )kf x dx k f x dx   เม่ือ k  เปนคาคงตัว 

   2. [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      
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โดยทั่วไปถา 1 2 3, , , , nf f f f เปนฟงกชันท่ีมีปฏิยานุพันธ และ 1 2 3, , , , nk k k k  เปนคาคงตัว

แลวจะไดวา (พัฒนา สีมากุล, 2539 : 131)

1 1 2 2 1 1 2 2[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )n n n nk f x k f x k f x dx k f x dx k f x dx k f x dx            

 

ตัวอยาง 7.3  จงหาคา 2( 3 1)x x dx   

วิธีทำ 2 2( 3 1) 3 1x x dx x dx x dx dx         

          22 1 13 3x dx xx x d dx dx x       

         
3 2

1 2 3
3

3 2
[ ]x xc c x c

   
           
      

  

โดยที่ 1 2,c c  และ 3c  เปนตัวคงคา และให 1 2 3c c c c    ได 

        

3 23
3 2
x x x c       

ดังนั้น
  

3 2
2 3( 3 1)

3 2
x xx x dx x c       

 

ขอสังเกต7.3 

จากตัวอยาง 7.3 เราสามารถรวมตัวคงคาทั้งสามคาคอื 1 2,c c , และ 3c  ใหเปนตัวคงคาเพียง

ตัวเดียวคือ c  เพียงตัวเดียวตั้งแตนี้เปนตนไป c  ที่ไดจากการหาปริพันธ หมายถึงตัวคงคา 

 

ตัวอยาง 7.4  จงหาปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x   

วิธีทำ ปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x  คือ 3(4 2 5)x x dx   

3 3

3

4 2

4 2

(4 2 5) 4 2 5

4 2 5

4 2 5
4 2

5

]
]

]

x x dx x dx x dx dx

x dx x dx dx

x x x c

x x x c

       

    

   

   

 

ดังนั้น  ปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x  คือ 4 2 5x x x c    
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ตัวอยาง 7.5  จงหาคา
23 2 1x x dx

x
 

  

วิธีทำ 
2 2

1 2

3 2 1 3 2 1x x x xdx dx
xx

      

 

 
2

1 2 1 2 1 2

3 2 1 2 1 2

3 2 1 2 1 2

5 2 3 2
1 2

2
3 1 3 2 1

3 2

3 2

6 4 2
5 3

]
]]

]

x x dx
x x x

x dx x dx x dx

x dx x

x

dx x dx

x x x c

dx





       

    

    

   



 

ดังนั้น
  

5 2 3 22
1 23 2 1 6 4 2

5 3
x x x xdx x c

x
       

ตัวอยาง 7.6  จงหาคา
2(3 1)x dx  

วิธีทำ 
2 2(3 1) (9 6 1)x dx x x dx      

        

 2 2

2

3 2

3 2

9 6 1

9 6 1

9 6
3 2

3

3 1

3

]
]
]

x dx x dx dx

x dx x dx dx

x x x c

x x x c

x dx     

    

   



   



 

ดังนั้น
  

2 3 2(3 1) 3 3x dx x x x c      

 

 จากตัวอยาง 7.6 
2 2(3 1) (9 6 1)x dx x x dx      ซึ่งสามารถทำไดไมยาก 

เนื่องจาก 2 2(3 1) 9 6 1x x x     แตถา (3 1)x   ยกกำลังมากกวา 2 แลวจะทำใหการ

กระจายยากขึ้นดังนั้นในกรณีดังกลาวนั้นปริพัทธอยูในรูปของฟงกชันประกอบ การหาปริพันธจะทำได

โดยใชทฤษฎีบทตอไปนี้ (เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ, 2553 : 133-134) 

 



314 

 

 

 ทฤษฎีบท 7.3 

  ให ( )u g x เปนฟงกชันท่ีสามารถหาอนุพันธไดบนชวง I  และให ( )f u   

เปนฟงกชันท่ีมี ( )F u  เปนปฏิยานุพันธบนชวง I จะได 

[ ( )] ( ) [ ( )]f g x g x dx F g x c    

หรือ               ( ) ( )f u du F u c   โดยที่ c  เปนตัวคงคา 

ตัวอยาง 7.7  จงแสดงวา 
1[ ( )][ ( )] ( )

1

n
n f xf x f x dx c

n


   

 

เมื่อ n  เปนจำนวนจริงที่ 1n   

วิธีทำ เนื่องจาก 
1 1[ ( )] [ ( )]

1 1

n nd f x d f x dc c
dx n dx n dx

    
            

 

       11 [ ( )] 0
1

nd f x
n dx

    
 

        

1 ( 1)[ ( )] ( )
1

[ ( )] ( )]
n

n

dn f x f x
n dx

f x f x

 
     



 

นั่นคือ     
1[ ( )][ ( )] ( )

1

n
n f xf x f x dx c

n


   

 

จากตัวอยาง 7.7 ถาให ( )u f x  จะได ( )du f x dx   

ดังนั้น 
1

[ ( )] ( ) , 1
1

n
n n uf x f x dx u du n

n


     

 จึงทำใหไดสูตรสำหรับการหาปริพันธ

ฟงกชันยกกำลัง คือ
1

1

n
n uu du c

n



  
 เม่ือn  เปนจำนวนจริงที่ 1n   และ c  เปนตัวคงคา  
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ตัวอยาง 7.8  จงหาคา 20(3 1)x dx  

วิธีทำ ให  3 1u x   

         

3 1

3

3

3

( )

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx

 







 

จะได
 

20 20(3 1)x dx u dx    

20

20

3
1
3

duu

u

 

 
 

21

21

21

1
3 21

63
(3 1)

63

]
]

]

u c

u c

x c

      

 

 

 

ดังนั้น
  

21
20 (3 1)(3 1)

63
xx dx c    

 

ตัวอยาง 7.9  จงหาคา 2 35 1x x dx  

วิธีทำ ให  35 1u x   

                  

3

2

2

2

5 1

15

15

15

( )

]
]
]

du d x
dx dx
du x
dx

du x dx

dudx
x
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 จะได 2 3 2
25 1

15
dux x dx x u
x

    

      

3 2

1 22
2

1 2

1 2

3 2

3 23

15

15
1
15

1
15 1 1

2
2
45
2 5 1
45

( )

]
]

]
]

]

dux u
x

duu

u du

u c

u c

x

 

 

 

           

 

 

 

ดังนั้น  3 22 3 325 1 5 1
45

( )x x dx x    

 

ตัวอยาง 7.10  จงหาคา
3

4 2 5

2
( 1)

x x dx
x x


  

 

วิธีทำ ให  4 2 1u x x    

         

4 2

3

3

3

1

4 2

(4 2 )

(4 2 )

( )

]
]
]

du d x x
dx dx
du x x
dx

du x x dx

dudx
x x

  

 

 




 

 จะได 
3 3

4 2 5 5

2 2
( 1)

x x x xdx dx
x x u
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3

5 3

3

5 3

5

5

4

4

4 2 4

2
(4 2 )

2
2(2 )

1 1
2
1
2
1
2 4

1
8
1 ( 1)
8

]
]
]
]
]

]

x x du
u x x

x x du
u x x

du
u

u du

u c

u c

x x c









  

 


 

 

      

  

   

 

ดังนั้น  
3

4 2 4
4 2 5

2 1 ( 1)
8( 1)

x x dx x x c
x x

      
 

 

 7.1.2 ปริพันธของฟงกชนัตรีโกณมิต ิ

 จากสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ จะไดสูตรปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิติดังนี้ 

เมื่อกำหนดให ( )u f x  หาอนุพันธได (ไมตรี ปชาเดชสุวัฒน, 2532 : 142) 

  1. sin cosu du u c   

  2. cos sinu du u c   

  3. 2sec tanu du u c   

  4. 2csc cotu du u c   

  5. sec tan secu u du u c   

  6. csc cot cscu u du u c   
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ตัวอยาง 7.11  จงหาคา sin(3 1)x dx  

วิธีทำ ให  3 1u x   

         

3 1

3

3

3

( )

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx

 







 

จะได
 

sin(3 1) sinx dx udx    

             

  

sin
3

1 sin
3
1 cos
3
1 cos(3 1)
3

]
]
]

duu

udu

u c

x c

 

 

  

   

 

ดังนั้น  sin(3 1) cos(3 1)x dx x c     

 

ตัวอยาง 7.12  จงหาคา 3 4 4sec tanx x x dx  

วิธีทำ ให  
4u x  

         

4

3

3

3

4

4

4

]
]
]

du d x
dx dx
du x
dx

du x dx

dudx
x









 

จะได
 

3 4 4 3sec tan sec tanx x x dx x u udx   
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3
3

4

sec tan
4

1 sec tan
4
1 sec
4
1 sec
4

]
]
]

dux u u
x

u udu

u c

x c

 

 

 

 

 

ดังนั้น 3 4 4 41sec tan sec
4

x x x dx x c   

 

ตัวอยาง 7.13  จงหาคา
sin2

1 cos2
x dx

x



 

วิธีทำ ให  1 cos2u x   

         

1 cos2

2sin2

(2 sin2 )

(2 sin2 )

( )

]
]
]

du d x
dx dx
du x
dx

du x dx

dudx
x

 







 

 จะได sin2 sin2
1 cos2

x xdx dx
x u

 


 

         

1 2

1 2

sin2
2 sin2

1 1
2

1 1
2

1
2

]
]
]

x du
xu

du
u

du
u

u du
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1 2

1 2

1 2

1
2 1

2

(1 cos2 )

1 cos2

]
]

]
]u c

u c

x c

x c

           

 

  

  

 

ดังนั้น  
sin2 1 cos2

1 cos2
x dx x c

x
  


 

 

ตัวอยาง 7.14  จงหาคา 2tan secx x dx  

วิธีทำ ให  tanu x  

         

2

2

2

tan

sec

sec

sec

]
]
]

du d x
dx dx
du x
dx

du x dx

dudx
x









 

จะได
 

2 2tan sec secx x dx u x dx   

       

  

2
2

1 2

3 2

3 2

sec
sec

2
3
2 tan
3

]
]
]
]

duu x
x

u du

u du

u c

x c

 

 

 

 

 

 

ดังนั้น 3 22 2tan sec tan
3

x x dx x c   
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ตัวอยาง 7.15  จงหาคา 4

cot
csc

x dx
x  

วิธีทำ ให  cscu x  

         

csc

csc cot

( csc cot )

( csc cot )

( )

]
]
]

du d x
dx dx
du x x
dx

du x x dx

dudx
x x



 

 




 

จะได 4 4

cot cot
csc

x xdx dx
x u

   

         

4

4

5

cot
( csc cot )

1
( csc )

1

]
]

x du
x xu

du
xu

du
u

  

  

  

 

      

5

4

4

4

4

4
1 (csc )
4

]
]
]

u du

u c

u c

x c









 

        

 

 

 

ดังนั้น  4
4

cot 1 (csc )
4csc

x dx x c
x

   

 

 7.1.3 ปริพันธของฟงกชนัลอกาลิทึม และฟงกชันชี้กำลัง 

 จากสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันลอกาลิทึม และฟงกชันชี้กำลัง จะไดสูตรปริพันธของ

ฟงกชันลอกาลิทึม และฟงกชันชี้กำลัง ดังนี้เมื่อกำหนดให ( )u f x  หาอนุพันธได (จันทนีย กาญจ

นะโรจน และชุลี โชติกประคัลภ, 2557 : 131) 
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  1. 
1 lndu u c
u

   

  2. u ue du e c   

  3. , 0
ln

u
u aa du c a

a
    และ 1a   

 

ตัวอยาง 7.16  จงหาคา
1

2 5
dx

x 
 

วิธีทำ ให  2 5u x   

         

2 5

2

2

2

( )

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx

 







 

 จะได 
1 1

2 5
dx dx

x u
 

 

           
1

2
du

u
   

         

1 1
2
1 ln
2
1 ln 2 5
2

]
]

du
u

u c

x c

 

 

  

 

ดังนั้น  
1 1 ln 2 5

2 5 2
dx x c

x
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ตัวอยาง 7.17  จงหาคา tanx dx  

วิธีทำ 
sintan
cos

xx dx dx
x

   

 ให       cosu x  

         

cos

sin

sin

sin

]
]
]

du d x
dx dx
du x
dx

du x dx

dudx
x










 

จะได
 

sintan
cos

xx dx dx
x

   

      

sin

sin
( sin )

1

ln

]
]
]

x dx
u
x du

u x

du
u

u c

 

  

 

  

 

    

  

1

ln cos

ln cos

ln sec

]
]

x c

x c

x c



 

 

 

 

ดังนั้น  tan ln secx dx x c   
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ตัวอยาง 7.18  จงหาคา 
323 xx e dx  

วิธีทำ ให  
3u x  

         

3

2

2

2

3

3

3

]
]
]

du d x
dx dx
du x
dx

du x dx

dudx
x









 

จะได
 

32 23 3x ux e dx x e dx   

      

  

3

2
2

3
3
]
]
]

u

u

u

x

dux e
x

e du

e c

e c

 

 

 

 

 

ดังนั้น  
3 323 x xx e dx e c   

 

ตัวอยาง 7.19  จงหาคา 
1

x

x

e dx
e




 

วิธีทำ ให  1xu e   

         

( 1)

]
]
]

x

x

x

x

du d e
dx dx
du e
dx

du e dx

dudx
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จะได
  1

x x

x

e edx dx
ue
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x

x

e du
u e

   

  

  

1

ln

ln 1

]
]
]x

du
u

u c

e c

 

 

  

 

ดังนั้น  ln 1
1

x
x

x

e dx e c
e

  


 

 

ตัวอยาง 7.20  จงหาคา 310 x dx  

วิธีทำ 3 2310 10 xx dx dx   

 ให  
3
2
xu   

         

3
2

3
2
2
3

]
]

du d x
dx dx
du
dx

dx du

      





 

จะได
 

3 2310 10 xx dx dx   

      

  

3 2

10

2 10
3
2 10
3 ln10
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3 ln10

]
]
]

u

u

u

x

dx

du

c
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ดังนั้น  
3 2

3 2 1010
3 ln10

x
x dx c
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7.2 ปริพันธจำกัดเขต 

 กอนที่จะศึกษาปริพันธจำกัดเขตนั้นตองรูจัก ตัวอักษรกรีก  คือ ซิกมา ใชในคณิตศาสตร

นั้นใชสำหรับระบุการบวกซ้ำ ๆ (Ross, F.L. Maurice,.W.D. and Frank, G.R., 2001 : 231) 

ตัวอยางเชน 

 1. 
100

1
1 2 3 100i      

 2. 
5

1
2 1 3 5 7 9 11i       

 3.  4 4

1 1
3 3 6 9 12 3 1 2 3 4 3i i           

 

ในกรณทีั่ว ๆ ไปเมื่อกำหนดฟงกชัน f  ที่นิยามบนเซตของจำนวนเต็ม และกำหนดจำนวนเต็ม 

k  และ n k  แทนดวย  ( ) ( ) ( 1) ( )
n

i k
f i f k f k f n


     

 ให f  เปนฟงกชันซึ่ง ( ) 0f x   สำหรับทุกคาของ x  บนชวงปด [ , ]a b  กราฟของ f  

เปนเสนโคงอยูเหนือแกน x  การหาพื้นที่ซึ่งอยูใตเสนโคงเหนือแกน x  และอยูระหวางเสน x a  

และ x b  ในหัวขอนี้เราจะพัฒนาวิธีการสำหรับหาพ้ืนท่ีดังกลาว 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 7.1  แสดงพ้ืนที ่A  บนชวงปด [ , ]a b  

     ท่ีมา : คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง. 2542 : 198 

x a  
 

 

 

 

 

0  
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ให f  เปนฟงกชันใด ๆ ที่มีความตอเนื่องบนชวง [ , ]a b  แบงชวง [ , ]a b  ออกเปน n  สวนที่

เทากัน โดยมีจุดแบงคือ 0 1 2, , ,..., nx x x x  โดยที่ 0 1 2 na x x x x b        ดังนั้นแตละ

ชวงจะตองยาว i
b a x
n
   ในแตละชวง 1[ , ]i ix x   ให ( )if x เปนคาของฟงกชัน f  ณ จุด ix

และให nS แทนผลบวกที่กำหนดดังนี ้(เลิศ สิทธิโกศล, 2541 : 141-142)
 

1 1 0 2 2 1 3 1( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]n n nS f x x x f x x x f x x x            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 7.2 แสดงการหา nS  ชวง [ , ]a b  

     ท่ีมา : คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง. 2542 : 198 

 

 บทนิยาม 7.4 

  กำหนดให a  และ b  เปนคาคงตัวใด ๆ โดยที ่ 0a x  และ nx b  

ปริพันธจำกัดเขตของฟงกชัน f  จาก a  ถึง b หาคาไดเม่ือ  

1 1 0 2 2 1 3 1lim lim ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]n n nn n
S f x x x f x x x f x x x  

          

หาคาไดจะใชสัญลักษณ ( )
b

a
f x dx  เรียก a  วาคาลิมิตลาง และเรียก b  วาคาลิมิตบน 

นั่นคือ 
1

( ) lim lim ( )
b n

n in n ia
f x dx S f x xi  

    เม่ือ 1i i ix x x     สำหรับ 
 

1,2,3,...,i n  
 

...  

   

 

0 
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 ทฤษฎีบท 7.4 

  ถา ( ) ( )f x dx F x c   (หมายถึง ( )F x c เปนปฏิยานุพันธของ ( )f x ) 

แลว ปริพันธจำกัดเขตของ ( )f x  จาก a  ถึง b  ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )
b

a
f x dx   

มีคาเทากับ ( )
b

a
F x  หรือ ( ) ( ) ( )

x b

x a
F x F b F a




   

 

จากบนิยาม 7.4  ( )f x dx F x c  จะไดวา  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

]
]

]
]

bb

aa
f x dx F x c

F b c F a c

F b c F a c

F b F a

     

            
   

 

 

ดังนั้น ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a  เนื่องจากตัวคงคา c  ลบกันไปหมดจึงไมจำเปนตองบวก 

เขาไปดังตัวอยางตอไปนี ้(Wright,D.F. and New, B.D.,1992 : 211) 

 

ตัวอยาง 7.21  จงหาคา
3

1
2xdx  

วิธีทำ 2x เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง 1, 3[ ] 

ได 

3
23

1
1

22
2
]xxdx

 
     

 

 

32

1

2 23 1

9 1

8

[ ]

]
]

]

x

 

 



 

ดังนั้น
  

3

1
2 8xdx   
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ตัวอยาง 7.22  จงหาคา
2

2

1
( 3 1)x x dx


   

วิธีทำ
 

2 3 1x x   เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ 1,2]  

 ได 

2
3 22

2

1
1

3( 3 1)
3 2

]x xx x dx x




 
         

 

       

3 2 3 22 3(2) ( 1) 3( 1)2 ( 1)
3 2 3 2

8 12 1 32 1
3 2 3 2

8 12 1 32 1
3 2 3 2

9 9 3
3 2

93 3
2

1.5

]
]

]
]

]

                
   
   
               

     

  

  



 

ดังนั้น  
2

2

1
( 3 1) 1.5x x dx


    

 

ตัวอยาง 7.23  จงหาคา
2

20

0
(3 1)x dx  

วิธีทำ 20(3 1)x   เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [0,2] 
 

 จากตัวอยาง 7.8 
21

20 3 1(3 1)
63

( )xx dx c    

 จะไดวา 

2
212

20

0
0

3 1(3 1)
63

( ) ]xx dx
       

 

              

21 21

21

3(2) 1 3(0) 1
63 63

15
63 63

( ) ( )

( )

]
]
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215 1
63
]  

ดังนั้น  
212

20

0

5 1(3 1)
63

x dx    

 

ตัวอยาง 7.24  จงหาคา 
1

2 3

0
5 1x x dx  

วิธีทำ 2 35 1x x   เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง 0,1[ ] 
 

 จากตัวอยาง 7.9 
3

2 3 3 225 1 5 1
45

( )x x dx x c     

 จะได 

1
1 3 22 3 3

0
0

25 1 5 1
45

( ) ]x x dx x
 
      

 

3 2 3 23 3

3 2 3 2

3 2

2 25(1 ) 1 5(0) 1
45 45

2 2(6 ) (1 )
45 45
2 (6 ) 1
45

( ) ( ) ]
]

]

   
            

 

    

 

ดังนั้น  
1 3 22 3

0

25 1 (6 ) 1
45

x x dx         

 

7.3 สรุปทายบทที่ 6 

 ในการศึกษาเก่ียวกับเรื่องปริพันธ สำหรับในเรื่องการหาอนุพันธไดกลาวถึง การหาอัตราการ

เปลี่ยนแปลงเฉลี่ย อัตราการเปลี่ยนแปลงขณะใด ๆ รวมถึงความเร็ว และความเรงในการเคลื่อนที่ และ

ถาเราตองการหาระยะทางท่ีวัตถุเคลื่อนที่ หรือแตถาเราตองการการหาพื้นที่ปดลอมดวยเสนโคง การ

หาปริมาตร การหาความยาวเสนโคง การหาจุดศนูยถวง ซึ่งเราไมสามารถหาโดยใชสูตร ที่เคยเรียนมา

แลวแตเราสามารถใชปริพันธ เพราะปริพันธตามความหมายของแคลคูลัสคือการแสดงจำนวนทั้งหมด 

หรือ ผลบวกของผลรวม เราสามารถใชหลักการนี้นำไปประยุกต เพ่ือหาคำตอบของสิ่งตาง ๆ ที่เรา

ตองการได ดังนั้นการศึกษาปริพันธนั้นนอกจากจะมีความสำคัญในสาขาวิชาคณิตศาสตรแลว ยัง

สามารถนำไปประยุกตใชในสาขาวิชาอ่ืน ๆ ไดอีกมากมายๆ เชน วิทยาศาสตร วิศวกรรมศาสตร 

และเศรฐศาสตร เปนตน 
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ถามทายบท 

 

1. จงแสดงวา 2 1x   เปนปฏิยานุพันธของ 2x  

2. จงแสดงวา 5 23 7 1x x   เปนปฏิยานุพันธของ 415 14x x  

3. จงแสดงวา 10 6 4 3 2x x x x     เปนปฏิยานุพันธของ 9 5 310 6 4 3x x x    

4. จงแสดงวิธีทำเพ่ือหาคาปริพันธตอไปนี้ 

4.1  2( 3 1)x x dx    4.2  (2 1)x dx  

4.3  2( 2 )x x x dx   4.4  20( 2 )x x dx  

 

5. จงใชทฤษฎีบท 7.3 เพื่อหาคาปริพันธตอไปนี้ 

5.1  2( 2 )x x dx    5.2 
 

2 3(2 3 )t dx  

5.3 
 23 2

dx

x



   5.4. 2( 5 3)x x dx  

5.5
  

22 1
y dy
y




   5.6. 
2

1
2 2

z dz
z x




 
 

 

6. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ 

6.1 sin(2 1)x dx    6.2 cos(2 1)x dx  

6.3 2sec ( 1)x dx    6.4 2csc (3 5)x dx  

6.5 sec(2 9)tan(2 9)x x dx   6.6 csc( 2)cot( 2)x x dx   

 

7. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ 

7.1 2 3 33 sec tanx x x dx   7.2 
cos 3

1 sin 3
x dx

x



 

7.3 2tan2 sec 2x x dx   7.4 10sec 2 tan2x x dx  

 

 

 



332 

 

8. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ 

8.1 1
5
dx

x 
   8.2 2

3
5

x dx
x 

 

8.3 
3

6 7
dx

x 
   8.4 2 1xe dx  

8.5 
22 3xxe dx    8.6 53 xe dx  

 

9. จงหาคาปริพันธจำกัดเขตตอไปนี้ 

9.1  
5

2

0
(3 1)x dx    9.2  

0
4

1
( 3 2)x x dx


   

9.3  
3

1
5dx     9.4 

 

3

0
( 6 2)x dx   

9.5  
1

0
(6 2)x dx    9.6

  

3
4 2

3
(5 6 2)x x dx


   

9.7
  

1
2 3 20

0
(5 1)x x dx   9.8  

5

2
2
( )
2 1

x dx
x 

 

 

10. จงหาคาปริพันธจำกัดเขตตอไปนี้ 

10.1  
0
sin(2 1)x dx


    10.2  

0

1
sin(2 1)x dx


  

10.3  2tan2 sec 2x x dx



   10.4 

 

3

0

1
6 2

dx
x  

 

10.5  
1

2
0 9

x dx
x 

   10.6
  

0
3

1

xe dx

  

10.7
  

21

0

xxe dx    10.8  
5

3 9

2

xe dx  
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แผนบริหารการสอนประจำบทที่ 8 

 

เนื้อหาประจำบท 

1. กฎสำหรับการหาปฏิยานุพันธ 

2. การหาปริพันธโดยการแทนคา หรือเปลี่ยนตัวแปร 

3.  การหาปริพันธโดยวิธีแยกเศษสวนยอย 

4. การหาปริพันธทีละสวน 

5. ปริพันธไมตรงแบบ 

 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 

1. อธิบายและใหความหมายกฎสำหรับการหาปฏิยานุพันธได 

2. สามารถแสดงวิธีทำเพื่อหาปริพันธโดยการแทนคา หรือเปลี่ยนตัวแปรได 

3. สามารถแสดงวิธีทำเพื่อหาปริพันธโดยวิธีแยกเศษสวนยอยได 

4. สามารถแสดงวิธีทำเพื่อหาปริพันธทีละสวนได 

5. สามารถแสดงวิธีทำเพื่อหาปริพันธปริพันธไมตรงแบบได 
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1.2 การหาปริพันธโดยการแทนคา หรือเปลี่ยนตัวแปร 

1.3 การหาปริพันธโดยวิธีแยกเศษสวนยอย  

1.4 การหาปริพันธทีละสวน 

1.5 ปริพันธไมตรงแบบ 

2. ใหนักศึกษาทำกิจกรรมตอไปนี ้

 2.1.  ศึกษาขอมูลจาก เก่ียวกับเรื่องเทคนิคการหาปริพันธเพ่ิมเติม 

 2.2.  ทำแบบฝกหัดที่กำหนดให 
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บทที่ 8 

เทคนิคการหาปริพันธ 
 

 การหาปริพันธของฟงกชันนั้นถึงแมจะมีสูตรพ้ืนฐานมากมายหลายสูตร ที่ทำใหเราสามารถหา

ปริพันธของฟงกชันตาง ๆ ได แตก็ยังมีฟงกชันหลายฟงกชันหลายรูปแบบที่เราไมสามารถหาปริพันธได

โดยใชเพียงสูตรพื้นฐานจึงจำเปนท่ีจะตองใชเทคนิคบางประการของการหาปริพันธเขาชวยจึงจะหา

ผลลัพธไดสำเร็จ วัตถุประสงสของการศึกาในบทนี้จึ่งเนนในแงการเพ่ิมเติมและพัฒนาเทคนิคของการ

หาปริพันธใหเปนระบบ เพื่อที่จะสามารถเลือกใชระเบียบวิธีที่เหมาะสมกับรูปแบบของตัวปริพันธ ซึ่ง

จัดเปนรูปแบบตาง ๆ ได เทคนิคสำคัญของการหาปริพันธแบงไดเปน 3 วิธี คือการหาปริพันธโดยการ

แทนคา หรือเปลี่ยนตัวแปร การหาปริพันธโดยวิธีแยกเศษสวนยอย การหาปริพันธที่ละสวน และ

นอกจากนี้ในบทนี้ยังไดศึกษาการหาปริพันธจำกัดเขตแตขอบเขตนั้นไมเปนจำนวนจริงเหมือนกับบทท่ี

ผานมาซึ่งเรียกวาการหาปริพันธไมตรงแบบ และในบางปญหารการหาปริพันธทั้งการหาปริพันธจำกัด

เขตและไมจำกัดเขต อาจตองใชเทคนิคของการหาปริพันธมากกวา 1 เทคนิค ผสมผสานกันก็ได 

 

8.1 กฏพื้นฐานสำหรับปฏยิานุพนัธ  

 กฎสำหรับการหาอนุพันธ โดยเฉพาะกฎผลบวกหรือผลตาง และกฎลูกโซ ใชสรางกฎที่สมนัย

กันสำหรับหาปฏิยานุพันธ เมื่อกำหนดให u  และ
 
v  เปนฟงกชันของตัวแปรอิสระบางตัว (เชน

 
x ) ซึ่ง

หาอนุพันธไดโดยที่ ,a n  และ
 
c  เปนคาคงตัวใด ๆ แลวเราจะไดกฎพ้ืนฐานสำหรับการหาปริพันธ

ดังตอไปนี้ (ทศพร คลายอุดม และคณะ, 2537 : 15-16)  

 

 1.  du u c   

 2.  a du a du   

 3. 
 

[ ]du dv du dv      

 4.  
1

1

n
n uu du c

n



  
 เม่ือ 1n   

 

ขอสังเกต  8.1 

 สำหรับกฎขอที่ 3 สามารถขยายไดสำหรับกรณีผลบวกเชิงอนุพันธที่มีจำนวนพจนจำกัดนั่นคือ 

1 2 1 2[ ]n ndu du du du du du          
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ตัวอยาง 8.1  จงหาคา 2( 3 1)x x dx    

วิธีทำ  2 2( 3 1) 3 1x x dx x dx x dx dx         

 22 ) 13 3( 1 x dx xx x d dx dx x     

 
2

3
2

3

1 23
3

( 3 1)
2

[ ]x x dx x xc c x c
                       

   

 เม่ือ 1 2,c c และ 3c เปนตัวคงคา 

             
3 23

3 2
x x x c     เม่ือ c  เปนตัวคงคาที่ 1 2 3c c c c    

ดังนั้น  
3 2

2 3( 3 1)
3 2
x xx x dx x c       

 

ขอสังเกต 8.2   

 จากตัวอยาง 8.2 เราสามารถรวมตัวคงคาทั้งสามคา คือ 1 2,c c , และ 3c  ใหเปนตัวคงคาเพียง

คาเดียวคอื c  ดังนั้นจากนี้เปนตนไปการหาปริพันธที่บรรจุตัวคงคาเพียงตัวเดียวเทานั้น 

 

ตัวอยาง 8.2  จงหาปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x   

วิธีทำ ปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x   คือ  34 2 5x x dx   

 3 3

3

4 2

4 2

4 2 5 4 2 5

4 2 5

4 2 5
4 2

5

]
]

]

x x dx x dx x dx dx

x dx x dx dx

x x x c

x x x c

       

    

   

   
 

ดังนั้น  ปฏิยานุพันธของ 34 2 5x x   คือ 4 2 5x x x c    
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ตัวอยาง 8.3  จงหาคา 2(3 1)x dx  

วิธีทำ  2 2(3 1) 9 6 1x dx x x dx      

        

 2 2

2

3 2

3 2

9 6 1

9 6 1

9 6
3 2

3

3 1

3

]
]
]

x dx x dx dx

x dx x dx dx

x x x c

x x x c

x dx     

    

   



   



 

ดังนั้น   2 3 23 1 3 3x dx x x x c      

 

 จากตัวอยาง 8.3  2 2(3 1) 9 6 1x dx x x dx      ซึ่งสามารถทำไดไมยาก 

เนื่องจาก
 

2 2(3 1) 9 6 1x x x     แตถา (3 1)x   ยกกำลังมากกวา 2 แลวจะทำใหการ

กระจายยากขึ้นดังนั้น จึงตองใชเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรเพ่ือชวยในการหาปฏิยานุพันธใหงายข้ึน 

ตัวอยางเชน 20(3 1)x dx  ตองกระจาย (3 1)x   คูณกันทั้งหมด 20 ครั้งซึ่งทำใหยุงยากและ

เสียเวลาดังนั้น จึงตองใชเทคนิคการหาปริพันธโดยการเปลี่ยนตัวแปรซึ่งจะกลาวถึงในหัวขอ 8.2 

ดังตอไปนี้ 

 

8.2 การหาปริพันธโดยการแทนคา หรือเปลี่ยนตัวแปร 

 เปนวิธีการหาปริพันธที่ใชเพื่อเปลี่ยนรูปแบบของปริพัทธ ใหเขาแบบมาตรฐานตาม

สูตรพ้ืนฐานของการหาปริพันธซึ่งไดกลาวถึงในหัวขอ 8.1 ไปแลวนั้น โดยทั่วไปแลวไมมีกฎเกณฑ

ตายตัววาควรจะแทนคาแบบใดหรือเปลี่ยนตัวแปร อยางไรตองอาศัยหมั่นฝกฝน สังเกต ความแมนสูตร 

และจินตนาการ จึงจะทำใหการสรางสมประสบการณที่จะเปนประโยชนในการหาปริพันธในคราวตอ 

ๆ ไปได แตอยางไรก็ตามเราสามารถกำหนดปริพัทธออกเปนพวกหรือประเภทที่ใชระเบียบวิธีการแทน

คา แบบเดียวกันได หลายประเภทดังนี ้ 

การแทนคาอยางงายรูปทั่ว ๆ ไป 

 ถาตองการหาคาของ [ ( )] ( )f g x g x dx  โดยการแทนคา ( )u g x  และถาเราทราบวา 

F  เปนปฏิยานุพันธของ f  แลว 



340 

 

 
[ ( )] ( ) ( ) ( ) [ ( )]f g x g x dx f u du F u c F g x c        

 ท้ังนี้เรามีจุดมุงหมายของการแทนคาหรือเปลี่ยนตัวแปรใหปริพัทธ อยูในรูปแบบมาตรฐาน

แบบหนึ่งแบบใดจากสูตรตอไปนี ้(คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร 

มหาวิทยาลัยขอนแกน, 2539 : 1-2) 

 1.  
1

1

n
n uu du c

n



  
 เม่ือ 1n   

 2.  
1 lndu u c
u

    

 3.  u ue du e c   

 4.  
ln

u
u aa du c

a
   เม่ือ 0a   

 5.  sin cosu du u c    

 6.  cos sinu du u c    

 7.  2sec tanu du u c    

 8.  2csc cotu du u c    

 9.  sec tan secu u du u c    

 10.  csc cot cscu u du u c    

 11.  sec tan secu u du u c    

 12.  tan ln secu du u c    

 13.  cot ln sinu du u c    

 14.  sec ln sec tanu du u u c     

 15.  csc ln csc cotu du u u c     

 16.  
2 2

arcsindu u c
aa u

 


 เม่ือ 0a   

 17.  2 2 arctandu u c
aa u

 


 เม่ือ 0a   

 18.  
2 2

1 arcsecdu u c
a au a u

 


 เม่ือ 0u a   
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ตัวอยาง 8.4  จงหาคา 20(3 1)x dx  

วิธีทำ ให   3 1u x   

  

(3 1)

3

3

3

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx

 






 

นั่นคือ
 

20 20(3 1)x dx u dx    

 

  20

20

2

2

1

21

2

0

1

3
1
3
1
3 21

63
(3 1)

63

3 1

]
]

]

duu

u du

u c

u c

x c

x dx  

 

 









 



 

ดังนั้น  
 2120
3 1

(3 1)
63

x
x dx c


    

 

ตัวอยาง 8.5  จงหาคา
 

2 35 1x x dx  

วิธีทำ ให  35 1u x    

         

3

2

2

2

(5 1)

15

15

15

]
]
]

du d x
dx dx
du x
dx

du x dx

dudx
x
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นั่นคือ 2 2 2
25 1

15
dux x dx x u
x

    

  

3 2

1 22
2

1 2

1 2

3 2

3 2

2 3

3

15

15
1
15

1
15 1 1

2
2
45
2 5 1
45

5 1

( )

]
]

]
]

]

dux u
x

duu

u du

u

u

x d

x

x x  

 

 

            

 







 

ดังนั้น  3 22 3 325 1 5 1
45

( )x x dx x    

 

ตัวอยาง 8.6  จงหาคา 
1

3 5
dx

x 
 

วิธีทำ ให   3 5u x   

  

(3 5)

3

3

3

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx

 







 

นั่นคือ
 

1 1
3 5 3 5

dx dx
x x

  
 

           

 20 1
3

1 1
3

3 1

]
du

u

u

x

du

dx  
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1 ln
3
1 ln 3 5
3

]
]

u c

x c

 

  

 

ดังนั้น  1 1 ln 3 5
3 5 3

dx x c
x

   
 

 

ตัวอยาง 8.7  จงหาคา 
5
7

dx
x  

วิธีทำ ให   7u x  

  

(7 )

7

7

7

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx









 

นั่นคือ
 

5 5
7

dx dx
x u

   

   

 20 5
7

5 1
7
5 ln
7
5 7

3

ln
7

1

]
]
]

du
u

du
u

u c

x x

x c

d  

 

 

 



 

ดังนั้น  5 5 ln 7
7 7

dx x c
x
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ตัวอยาง 8.8  จงหาคา 
3

4 9
dx

x  
 

วิธีทำ ให   4 9u x   

  

( 4 9)

4

4

4

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx

  







 

นั่นคือ
 

3 3
4 9

dx dx
x u

  
 

 

 

 203 3
4

3 1
4
3 ln
4
3 l

1

n 4 9
4

]
]

]

du
u

du
u

u c

x

x d

c

x   

  

  

    



 

ดังนั้น  
3 3 ln 4 9

4 9 4
dx x c

x
     

 

 

ตัวอยาง 8.9  จงหาคา 3 5xe dx  

วิธีทำ ให   3 5u x   

  

(3 5)

3

3

3

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx

 







 

นั่นคือ
   

3 5x ue dx e dx    



345 

 

      

 20 3
1

1

3

3

]
u

u

due

e u

x

d

x d  

 


 

  
3 5

1
3
1
3

]
]

u

x

e c

e c

 

 

 

ดังนั้น 3 5 3 51
3

x xe dx e c    

 

ตัวอยาง 8.10  จงหาคา 6 1xe dx   

วิธีทำ ให   6 1u x   

  

( 6 1)

6

6

6

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx

du dx

dudx

  







 

นั่นคือ
   

6 1x ue dx e dx     

        

 

6

2

1

0

6
1
6
1
6
1

1

6

3

]
]
]

u

u

u

x

due

e du

e c

e c

x dx

 

  

  

  

  



 

ดังนั้น  3 5 6 11
6

x xe dx e c      
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ตัวอยาง 8.11  จงหาคา
 2

sin2
1 sin

x dx
x




 

วิธีทำ ให    21 sinu x    

  

2(1 sin )

2 sin cos ]
du d x
dx dx
du x x
dx

 


 

  

2sin cos

sin2

sin2

]
]
]

du x x dx

du x dx

dudx
x







 

นั่นคือ 
2

sin 2 sin2
sin 21 sin

x x dudx
u xx

 


 

  

   
2

1

ln
ln 1 sin

du
u
u c

x c

 
 
  

 

ดังนั้น  2
2

sin2 ln 1 sin
1 sin

x dx x c
x

  


 

ตัวอยาง 8.12  จงหาคา
 5 2

1
(arccos ) 1

dx
x x




 

วิธีทำ ให    arccosu x   

  

2

2

2

(arccos )

1
1
1

1

1

]
]
]

du d x
dx dx
du
dx x

du dx
x

dx x du



 


 


  
 

นั่นคือ 2

5 2 2

1 1 1
(arccos ) 1 1

dx x du
x x u x
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5

5

4

5

4

2

1

1
4
1 (arccos

1
(arccos ) 1

)
4

du
u
u du

u c

x

x

c

d
x x







 

 

 









 

ดังนั้น  4

5 2

1 1 (arccos )
4(arccos ) 1

dx x c
x x

 


 

 

8.3 การหาปริพันธโดยวิธีแยกเศษสวนยอย 

 เพ่ือใหเขาใจวัตถุประสงคของการหาปริพันธโดยวิธีแยกเศษสวนยอยโดยรวดเร็ว จะแสดง

ตัวอยางวิธีบวกเศษสวนยอย 2 จำนวนดังนี ้

 

4 3 4( 2) 3(5 1)
5 1 2 (5 1)( 2)

4 8 15 3
(5 1)( 2)

19 5
(5 1)( 2)

]
]

x x
x x x x

x x
x x

x
x x

   
   

  
 


   

และถาเราตองแกปญหา 
19 5

(5 1)( 2)
x dx

x x


  
 

และเนื่องจาก 19 5 4 3
(5 1)( 2) 5 1 2

x
x x x x

  
   

 

วิธีหนึ่งที่เรานาจะเกิดแนวความคิด 
19 5

(5 1)( 2)
x

x x


 
 แทนดวย 4 3

5 1 2x x


 
 

แลว 

19 5 4 3
(5 1)( 2) 5 1 2

4 3
5 1 2

x dx dx
x x x x

dx dx
x x

      

   

 

            

4 ln 5 1 3 ln 2
5

x x c    
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 แตถาเปนการหาปริพันธของฟงกชันตรรกยะอ่ืน ๆ ซึ่งเราไมทราบมากอนวาเกิดจากการบวก

กันของเศษสวนใดบาง เราตองการวิธีการคดิยอนกลับเพื่อหาเคาสวนยอยตาง ๆ เหลานั้น วิธีการหา

เศษสวนยอยเหลานั้นเรียกวา วิธีการแยกเศษสวนยอย เชน ถาตอการแยก 
19 5

(5 1)( 2)
x

x x


 
 ตอง

อาศัยวิธดีังตอไปนี ้(มงคล ทองสงคราม, 2536 : 276) 

 สมมุติให 1 219 5
(5 1)( 2) 5 1 2

A Ax
x x x x

  
   

 แลวหาคา 1A และ 2A  ตอไป ในกรณทีั่ว 

ๆ ไปแลวสามารถสรุปไดวา การแยกเศษสวนยอยของฟงกชันตรรกยะ 
( )
( )

P x
Q x

 เม่ือ ( )P x  และ ( )Q x  

เปนพหุนามที่ไมมีตัวประกอบรวม สามารถทำไดโดยมีลำดับข้ันตอนดังนี้ 

 1) ถาระดับขั้นของ ( )P x  ไมนอยกวา ( )Q x  ใหหาร ( )P x  ดวย ( )Q x  เพ่ือใหไดผลลัพธ

ดังนี้ 
( ) ( )( )
( ) ( )

P x R xS x
Q x Q x

   ซึ่ง ( )S x  เปนพหุนาม และระดับขั้นของ ( )R x  นอยกวา ( )Q x  

 2) แยกตัวประกอบของ ( )Q x  ซึ่งตวัประกอบของ ( )Q x  จะมีแตตัวประกอบเชิงเสนในรูป

ของ ( )x a  และตัวประกอบกำลังสองในรูป 2ax bx c   (ซึ่งแยกตัวประกอบตอไปไมได) 

เทานั้น 

 3) ถา ( )mx a  เปนตัวประกอบของ ( )Q x  แลวจะเกิดผลบวกของเศษสวนยอย m  

เศษสวนยอยจากตัวประกอบ ( )mx a  ในรูปของ 

 

1 2 3
2 3( ) ( ) ( )

m
m

A A A A
x a x a x a x a

  
     

 4) ถา 2( )nax bx c   เปนตัวประกอบของ ( )Q x  แลวจะเกิดผลบวกของเศษสวนยอย n  

เศษสวนยอยจากตัวประกอบ 2( )nax bx c   ในรูปของ 

 

1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 3 2( ) ( ) ( )

n n
n

Ax B Ax B Ax B A x B
ax bx c ax bx c ax bx c ax bx c

   
  

         
 5) แลวหาคาของสัมประสิทธิ์ทุกตัว โดยวิธีหนึ่งวิธีใดก็ได แตโดยทั่ว ๆ ไปนิยมวิธีการเทียบ

สัมประสิทธิ์ 

 6) ถาตองการหาปริพันธของฟงกชันตรรกยะ ก็แยกเปนผลบวกของปริพันธของแตละเศษสวน

ยอย แลวหาผลลัพธโดยวิธีตาง ๆ ที่เราเรียนรูมาแลวตามความเหมาะสม 
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 เพ่ือใหเขาในไดงายขึ้น ก็อาจจะขยายความใหละเอียดมากข้ึนไดวา ถาตองการแยกเศษสวน

ยอยของฟงกชันตรรกยะ 
( )
( )

P x
Q x

 และระดับขั้นของ ( )P x  นอยกวา ( )Q x  แลวสามารถแยกไดเปน 4 

กรณีดังตอไปนี้ (วัลลภ เฉลิมสุวิวัฒนาการ, 2539 : 197) 

 

กรณีที่ 1 ( )Q x  เปนตัวประกอบเชิงเสนที่ไมซ้ำกันเชน 

1 2 3( ) ( )( )( )...( )nQ x x a x a x a x a      จะแยก 

 

1 2 3

1 2 3

( )
( )

n

n

A A A AP x
Q x x a x a x a x a

   
      

จะเห็นวา ( )Q x  มีตัวประกอบเชิงเสนที่ไมซ้ำกัน n  ตัว แตละตัวประกอบดวย ix a  เกิดเศษสวน

ยอย 1 ตัว ในรูปของ i

i

A
x a

 , 1,2,3,...,i n  และจะตองหาคาคงตัว iA , 1,2,3,...,i n   

ตอไป ดังตัวอยางตอไปนี ้(วัลลภ เฉลิมสุวิวัฒนาการ, 2539 : 369-370) 

 

ตัวอยาง 8.13  จงหาคา
 

2

3

2 3x x dx
x x
 




 

วิธีทำ เนื่องจาก 3 2( 1) ( 1)( 1)x x x x x x x       

 จึงเขียน 
2

1 2 3
3

2 3
1 1

A A Ax x
x x xx x

    
 

 

 แลวดำเนินการหา 1 2,A A  และ 3A  ตอไปโดยวิธีตอไปนี ้

วิธีที่ 1 โดยการเทียบสัมประสิทธิ ์

 

 

2
1 2 3

3

2 31 2 3

3 3 3
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3
1 1

2 3
1 1

( ) ( ) ( )
1 1

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
1 1

( 1)( 1) ( 1) ( 1)]

]
]

]

A A Ax x
x x xx x
A A A

x x x x
x x x

A x x A x x A x x
x x x

Ax x x A x x x A x x x
x x x

A x x A x x A x x
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2 2 2
1 2 3

2 2 2
1 2 3

2 2 2
1 1 2 2 3 3

2
1 2 3 2 3 1

( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )

( ) ( )

]
]
]
]

A x A x x A x x

A x A x x A x x

Ax A A x A x A x A x

A A A x A A x A

     

     

     

     

 

(1) 
 

2 2
1 2 3 2 3 12 3 ( ) ( )x x A A A x A A x A          

 และเทียบสัมประสิทธิ์ไดวา 

  

1 2 3

2 3

1

1
2
3

A A A
A A

A

  
 
   

 และจากการแกสมการทั้งสามได 1 23, 3A A   และ 3 1A   

 

วิธีที่ 2 โดยวิธีแทนคา x  ที่เหมาะสม 

 

 

2
1 2 3

3

2 31 2 3

3 3 3
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3
1 1

2 3
1 1

( ) ( ) ( )
1 1

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
1 1

( 1)( 1) ( 1) ( 1)]

]
]

]

A A Ax x
x x xx x
A A A

x x x x
x x x

A x x A x x A x x
x x x

Ax x x A x x x A x x x
x x x

A x x A x x A x x

    
 

 
          

  
  

 
     

  
 

      

 

(2) 
 

2
1 2 32 3 ( 1)( 1) ( 1) ( 1)x x A x x A x x A x x           

 จากสมการ (1) ซึ่งเปนสมการที่เปนจริงสำหรับทุกคา x  จะเลือกคา x  ที่ทำใหการคิด

คำนวณหา 1 2,A A  และ 3A  งาย สะดวก และรวดเร็ว ซึ่งพิจารณาแลวเห็นไดวาสมมุติให x  เปน 0,1  

และ 1  ดังนี้ 
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 แทน 1x   ในสมการ (2) ได 

         

2
1 2 3

2

2

2

2

1 2(1) 3 (1 1)(1 1) (1)(1 1) (1)(1 1)
6 (1)(1 1)
6 (2)

6
2
3

A A A
A
A

A

A

        
 






 

 แทน 1x   ในสมการ (2) ได 

2
1 2 3

3

3

3

3

( 1) 2( 1) 3 ( 1 1)( 1 1) ( 1)( 1 1) ( 1)( 1 1)
2 ( 1)( 2)
2 (2)

2
2
1

A A A
A
A

A

A

                
  





แทน 0x   ในสมการ (2) ได 

        

2
1 2 3

1

1

1

0 2(0) 3 (0 1)(0 1) (0)( 1) (0)(0 1)
3 ( 1)(1)
3 ( 1)

3

A A x A
A
A

A

        
 
 


 

 และจากการแกสมการทั้งสามได 1 23, 3A A   และ 3 1A   

นั่นคือ     
2

3

2 3 3 3 1
1 1

x x dx dx
x x xx x

        
 

    

2

3

3 3

3

3

3 3 1
1 1

3 ln

2

3 ln 1 ln 1

ln ln 1 ln 1

( 1

3

) ( 1)ln

]
]

]

dx dx dx
x x x

x x

x x dx
x x

x c

x x x c

x x c
x

     

     

    

 








  

 

ดังนั้น 
2 3

3 3

2 3 ( 1) ( 1)lnx x x xdx c
x x x
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กรณีที่ 2 กรณีตัวประกอบบางตัวของ ( )Q x  เปนตัวประกอบเชิงเสนที่ซ้ำกัน 

ตัวอยางเชน 1 2 3( ) ( )( )( )mQ x x a x a x a     จะแยก 

 

1 2 1
2

1 2 3 3

( )
( ) ( ) ( )

m
m

A A B BP x
Q x x a x a x a x a

    
      

 จะเห็นวา ( )P x  แยกเศษสวนยอยได 2m  เศษสวนยอย 

 จากตัวประกอบ 1( )x a แยกเศษสวนยอยได 1  เศษสวนยอย 

 จากตัวประกอบ 2( )x a แยกเศษสวนยอยได 1  เศษสวนยอย 

 จากตัวประกอบ 3( )mx a แยกเศษสวนยอยได m  เศษสวนยอย 

แลวดำเนินการหา 1 2 1 2, , , ,..., mA A B B B   ตอไป  (วัลลภ เฉลิมสุวิวัฒนาการ, 2539 : 370) 

ตัวอยาง 8.14  จงหาคา
 3

5
3 2

x dx
x x


  

 

วิธีทำ เนื่องจาก 3 23 2 ( 1) ( 2)x x x x      

 จึงเขียน 1 2 3
3 2

5
( 1) ( 2)3 2 ( 1)
A A Ax
x xx x x

   
   

 

 แลวดำเนินการหา 1 2,A A  และ 3A  ตอไปโดยวิธีแทนคา x  ที่เหมาะสมดังนี ้

 จาก 1 2 3
3 2

5
( 1) ( 2)3 2 ( 1)
A A Ax
x xx x x

   
   

 

 ได      31 2 3
25 ( 3 2)

( 1) ( 2)( 1)
A A A

x x x
x xx

 
          

 

       

3 3
1 2

2

3
3

2 2
1 2

2

2
3

( 3 2) ( 3 2)
5

( 1) ( 1)

( 3 2)
( 2)

( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
5

( 1) ( 1)

( 1) ( 2)
( 2)

]

]

A x x A x x
x

x x

A x x
x

A x x A x x
x

x x

A x x
x

   
  

 

 



   

  
 

 


  
(3)       2

1 2 35 ( 1)( 2) ( 2) ( 1)x A x x A x A x         

 แทน 1x   ในสมการ (3) ได 
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2
1 2 3

2
1 2 3

2

2

1 5 (1 1)(1 2) (1 2) (1 1)
6 (0)(1 2) (3) (0)
6 (3)

2

A A A
A A A
A

A

       
   

  

 แทน 2x   ในสมการ (3) ได 

 

2
1 2 3

2
1 2 3

3

3

( 2) 5 [( 2) 1][( 2) 2] [( 2) 2] [( 2) 1]
3 ( 3)(0) (0) ( 3)
3 (9)

1
3

A A A
A A A
A

A

            
    



 

 แทน 0x   ในสมการ (3) ได 

      

2
1 2 3

2
1 2 3

1

1

0 5 (0 1)(0 2) (0 2) (0 1)
5 ( 2) (2) ( 1)

15 ( 2) (2)(2)
3

1
3

A A A
A A A

A

A

       
    

   



 

นั่นคือ 
 

3 2

5 1 2 1
3( 1) 3( 2)3 2 ( 1)

x dx dx
x xx x x

         
 

 

3 2

1 2 1
3( 1) 3( 2)(

5
3 1)

1 2 1ln 1 ln 2
3 1 3

2

)
]

dx dx dx
x xx

x x c

x dx
x x

x

      




     







  

ดังนั้น 3

5 1 2 1ln 1 ln 2
3 1) 33 2

]x dx x x c
xx x

         
 

 

กรณีที่ 3 กรณีตัวประกอบของ ( )Q x  เปนตัวประกอบกำลังสองที่ไมซ้ำกัน 

ตัวอยางเชน 2
1 2( ) ( )( )( )Q x x a x a ax bx c     จะแยก 

 

1 2
2

1 2

( )
( )

A AP x Bx D
Q x x a x a ax bx c

  
      

จะเห็นวา ( )P x  แยกเศษสวนยอยได 3  เศษสวนยอย 
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จากตัวประกอบ 1( )x a แยกเศษสวนยอยได 1  เศษสวนยอยคือ 1

1

A
x a

 

จากตัวประกอบ 2( )x a แยกเศษสวนยอยได 1  เศษสวนยอยคือ 2

2

A
x a

 

และ จากตัวประกอบ 2( )ax bx c  แยกเศษสวนยอยได 1  เศษสวนยอยคือ 
2

Bx D
ax bx c


 

 

แลวดำเนินการหา 1 2, , ,A A B D  ตอไป  (วัลลภ เฉลิมสุวิวัฒนาการ, 2539 : 370-371) 

 

ตัวอยาง 8.15  จงหาคา
 5 2

1 dx
x x 

 

วิธีทำ เนื่องจาก 5 2 2 3 2 2( 1) ( 1)( 1)x x x x x x x x        

 จึงเขียน  5 2 2 2

1
1 1

A B C Dx E
x xx x x x x

   
  

 

 แลวดำเนินการหา 1 2,A A  และ 3A  ตอไปโดยวิธีแทนคา x  ที่เหมาะสมดังนี ้

 จาก  5 2 2 2

1
1 1

A B C Dx E
x xx x x x x

   
  

 

 ได       5 2
2 2

1 ( )
1 1

A B C Dx E x x
x xx x x
          

 

 

5 2 5 2 5 2 5 2
2 2

2 2 2 2
2

2 2 2 2
2

2 2

2 2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1)
1 1

1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)

( 1) ( ) ( 1)

1

]
]

]
]

A B C Dx Ex x x x x x x x
x xx x x
A Bx x x x x x x x
x x

C Dx Ex x x x x x x x
x x x

Ax x x x B x x x

Cx x x Dx E x x

       
  

       

       
  

       

     

 4 3 4 3 2 3 2

4 3 4 3 2 4 3 3 2

( ) ( 1) ( ) ( )( )

1

]
]

A x x B x C x x x Dx E x x

Ax Ax Bx B Cx Cx Cx Dx Dx Ex Ex

        

          

 

(4) 4 3 21 ( ) ( ) ( )A C D x B C E D x C E x Ax B            
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 จากสมการ(4)เทียบสัมประสิทธิ์ไดวา 

 

0
0
0
0
1

A C D
B C E D

C E
A
B

  
   

 
 
   

 และจากการแกสมการได 

           

0
1

1
3
1
3

A
B

C

D







 

นั่นคือ 
     

5 2 2 2

1 1 1
1 0 1 3 3 3

1 1

x
dx dx

x xx x x x x

 
       

 

       2 2

1 1 1 1 1
3 1 3 1

xdx dx dx
xx x x

      
 

  

2
2

2

2

1 1 1 1 1ln 1 ln 1
3 6 2 1 3

2 4
1 1 ( 1) 1 2 1ln arctan

6 31 3

x x x dx
x

x

x x c
x x x

       
      

    
 

 

ดังนั้น  
2

5 2 2

1 1 1 ( 1) 1 2 1ln arctan
6 31 3

x xdx c
xx x x x

    
  

 

 

กรณีที่ 4 กรณีตัวประกอบของ ( )Q x  เปนตัวประกอบกำลังสองซ้ำกัน 

ตัวอยางเชน 2
1( ) ( ) ( )mQ x ax bx c x a     แยก 

 

1 1 2 2
2 2 2 2

1

( ) ...
( ) ( ) ( )

m m
m

Ax B Ax B A x BP x D
Q x x aax bx c ax bx c ax bx c

  
    

        
จะเห็นวา ( )P x  แยกเศษสวนยอยได 1m  เศษสวนยอย 

จากตัวประกอบ 2( )max bx c  แยกเศษสวนยอยได m  เศษสวนยอยคือ 
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1 1 2 2
2 2 2 2

...
( ) ( )

m m
m

Ax B Ax B A x B
ax bx c ax bx c ax bx c

  
  

       

และจากตัวประกอบ 1( )x a แยกเศษสวนยอยได 1  เศษสวนยอยคอื 
1

D
x a

 

แลวดำเนินการหา 1 2 1 2, ... , , ... ,m mA A A B B B D  ตอไป (วัลลภ เฉลิมสุวิวัฒนาการ, 2539 : 371-372) 

 

ตัวอยาง 8.16  จงหาคา
 

3

2 2

2
( 1)
x x dx
x





 

วิธีทำ 
3

2 2 2 2 2

2
( 1) 1 ( 1)
x x Ax B Cx D
x x x

   
  

 

 แลวดำเนินการหา , ,A B C  และ D  ตอไปโดยวิธีเทียบสัมประสิทธิ ์

 จาก    
3

2 2 2 2 2

2
( 1) 1 ( 1)
x x Ax B Cx D
x x x

   
  

 

 ได 3 2 2
2 2 22 ( 1)

1 ( 1)
Ax B Cx Dx x x
x x

         
 

              

2 2 2 2
2 2 2

2

3 2

3 2

( 1) ( 1)
1 ( 1)

( )( 1)

( )

Ax B Cx Dx x
x x
Ax B x Cx D
Ax Ax Bx B Cx D
Ax Bx A C x B D

    
 

    
     
       

(5) 3 3 22 ( )x x Ax Bx A C x B D      
 

 จากสมการ(5)เทียบสัมประสิทธิ์ไดวา 

             

1
0
2

0

A
B

A C
B D




 
   

 และจากการแกสมการได 

          

1
0
3

0

A
B
C
D






 



357 

 

นั่นคือ 
 

3

2 2 2 2 2

2 3
( 1) 1 ( 1)
x x x xdx dx
x x x

   
  

 

     

2 2 2

2 2 2

2
2

3
1 ( 1)

3
1 ( 1)

1 3ln( 1)
2 2( 1)

x xdx dx
x x
x xdx dx

x x

x c
x

   

  
 

   
  

ดังนั้น 
 

3
2

2 2 2

2 1 3ln( 1)
2( 1) 2( 1)

x x dx x c
x x

    
 

 

 

ตัวอยาง 8.17  จงหาคา
 

4 2

3 2

3 3 2
2

x x x dx
x x x
  


 

 

วิธีทำ เนื่องจากปริพัทธมีระดับขันของตัวเศษมากกวาระดับขั้นของสวน จึงหารเศษดวยสวนเสียกอน

ดังนี้      
4 2

3 2 2

3 3 2 21
2 ( 2)

x x x xx
x x x x x x
     

     

ดังนั้น
 

4 2

3 2 2

3 3 2 2( 1 )
2 ( 2)

x x x xdx x dx
x x x x x x
      

     

    
 

21
( 2)( 1)

xx dx dx
x x x

       

แต 
2

( 2)( 1) 2 1
x A B C

x x x x x x
   

   
 

ได                2 ( 2)( 1)
2 1

A B Cx x x x
x x x
 
           

          

( 2)( 1) ( 2)( 1)
2

( 2)( 1)
1

( 2)( 1) ( 1) ( 2

2

)]

A Bx x x x x x
x x

C x x x
x

A x x

x

Bx x Cx x

     


  


      



 

(6) 2 ( 2)( 1) ( 1) ( 2)x A x x Bx x Cx x       
 

 แทน 2x   ในสมการ (6) ได 
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2 2 (2 2)(2 1) 2(2 1) 2(2 2)
4 (0)(3) 2(3) 2(0)
4 6

2
3

A B C
A B C
B

B

       
  




  แทน 0x   ในสมการ (6) ได 

          

0 2 (0 2)(0 1) 0(0 1) 0(0 2)
2 ( 2)(1) 0(1) 0( 2)
2 2

1

A B C
A B C

A
A

       
    
 
 

  แทน 1x   ในสมการ (6) ได 

       

1 2 ( 1 2)( 1 1) ( 1)( 1 1) ( 1)( 1 2)
1 ( 3)(0) ( 1)(0) ( 1)( 3)
1 3

1
3

A B C
A B C
C

C

              
      




 นั่นคือ

2 1 2 1 1 11 1
( 2)( 1) 3 2 3 1

xx dx dx x dx dx dx dx
x x x x x x

              

            
2

1 2 11
3 2

1 1
3 1

2 1ln ln 2 ln 1
2 3 3

]

x dx dx dx
x x

dx
x

x x x x x c

      
  

       
 

ดังนั้น  
4 2 2

3 2

3 3 2 2 1ln ln 2 ln 1
2 3 32

x x x xdx x x x x c
x x x
          

 
 

 

8.4 การหาปริพันธทีละสวน 

 เปนเทคนิคที่จะชวยใหสามารถคำนวณหาคาของปริพันธไดหลายลักษณะที่ไมเหมาะสมกับ

การใชเทคนิคอื่น ๆ แลว 

 ถา ( )u x  และ ( )v x  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธได โดยกฎของการหาอนุพันธของผลคูณของ

สองฟงกชัน 
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[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )d u x v x u x v x v x u x
dx

  

 แลวหาปริพันธเทียบกับ x  ทั้งสองขางของสมการจะไดผลลัพธ  

  
[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )d u x v x dx u x v x v x u x dx

dx
   

 หรือ          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x c u x v x dx v x u x dx        
 

หรือ        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx c    
 

เนื่องจากปริพันธทางขวามือของสมการจะตองใหคาคงตัวของการหาปริพันธจึงไมจำเปนที่

จะตองใสคา c  จึงไดสูตร   

(7)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx      
 

เรียกสมการ (7) วาการหาปริพันธทีละสวน และโดยการใชสูตรการหาปริพันธที่ละสวนนี้ จะ

ทำใหความยากของปญหาการหาปริพันธลดลงไดมากมาย ในการนำสูตรปริพันธทลีะสวนไปใชนิยมที่

จะเขียนสูตร (7) ใหมใหจำไดงายข้ึนดังนี้ 

(8)  u dv uv v du     

 

 หลักสำคัญของการหาปริพันธทีละสวน คือ ตองแยกตัวที่จะหาปริพันธออกเปน 2 สวน  

สวนหนึ่ง เปน
 
u  และอีกสวนหนึ่งเปน dv  โดยปรกติมีหลักการทั่วไปพอสรุปไดดังนี ้(คณาจารย

ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน, 2539 : 93) 

 1) เลือก u  ซึ่งเม่ือหา du  แลวทำใหเกิดปริพันธใหมเปน v du  ซึ่งงายกวาปริพันธตัวเดิม

คือ u dv  

 2) เลือก dv  ซึ่งเปนฟงกชันที่หาปริพันธ v  ไดงาย 

 3) พยายามจัดกลุมฟงกชันที่มีหลายฟงกชันที่เราจะหาปริพันธ ใหเปนกลุมใหญที่สุดใหเปน 

dv  เพ่ือลดความยุงยากท่ีจะเกิดข้ึนในการหาปริพันธตัวใหม 

โดยปรกติ วิธีการหาปริพันธทีละสวน ใชไดดีกับตัวที่เราจะหาปริพันธประเภทตอไปนี้ 

 1. เปนผลคูณของสองฟงกชันขึ้นไป 

 2. มีฟงกชันลอการิทึม 

 3 มีฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน และฟงกชันไฮเพอรโบลิกผกฝน 
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ตัวอยาง 8.18  จงหาคา
 

3xxe dx  

วิธีทำ   เราจะหาปริพันธที่อยูในรูปผลคูณ 3xxe  

 เลือก  u x  

          3

3 31
3

x

x x

du dx
dv e dx

v e dx e




 

 

 

3 3 3

3 3

1 1
3 3
1 1
3 9

x x x

x x

xe dx xe e dx

xe xe c

  

  
 

ดังนั้น  3 3 31 1
3 9

x x xxe dx xe xe c    

 

ตัวอยาง 8.19  จงหาคา
 

sin2x x dx  

วิธีทำ   เราจะหาปริพันธที่อยูในรูปผลคูณ sin2x x  

 เลือก  u x  

          sin2
1sin2 cos2
2

du dx
dv xdx

v x dx x




 

 

 

1 1sin2 cos2 cos2
2 2
1 1cos2 sin2
2 4

x x dx x x x dx

x x x c

   

   
 

ดังนั้น  
1 1sin2 cos2 sin2
2 4

x x dx x x x c     
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ตัวอยาง 8.20  จงหาคา
 

arctanx dx  

วิธีทำ   เลือก  arctanu x  

          

2

1
1
]

du dx
x

dv dx
v dx x





 

 

 

2

2

arctan arctan
1

1arctan ln 1
2

xx dx x x dx
x

x x x c

  


   
 

ดังนั้น  21arctan arctan ln 1
2

x dx x x x c     

 

ตัวอยาง 8.21  จงหาคา
 

2 xx e dx  

วิธีทำ   เราจะหาปริพันธที่อยูในรูปผลคูณ 2 xx e  

 เลือก  2u x  

          

2
x

x x

du xdx
dv e dx
v e dx e



 

 

          

2 2

2

2

2
2
2

x x x

x x

x

x e dx x e xe dx
x e xe dx
x e A

  
  
 

 

 เม่ือ xA xe dx   

 ดำเนินการหา A  โดยการหาปริพันธทีละสวนอีกครั้ง 

 เลือก  1u x  

          
1

1

1

x

x x

du xdx
dv e dx
v e dx e
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1 1 1 1

x

x x

x x

A xe dx
u v v du
xe e dx
xe e c

 
  
  
  

 

 นั่นคือ    x xA xe e c    

ดังนั้น  2 2 2 2x x x xx e dx x e xe e c     

 

ตัวอยาง 8.22  จงหาคา
 

3sec x dx  

วิธีทำ   กำหนดให
 

3 2sec sec secA x dx x x dx    

 หาปริพันธที่อยูในรูปผลคูณ 2sec secx x  

 เลือก  secu x  

          2

2

sec tan
sec
sec tan

du x x dx
dv x dx
v x dx x



 

 

  

3

2

2

2

3

sec

sec sec

sec tan tan sec tan

sec tan tan sec

sec tan (sec 1)sec

sec tan sec sec

sec tan sec

sec tan ln sec tan

2 sec tan ln sec tan

]
]

]
]
]

]
]

]

A x dx

x x dx

x x x x x dx

x x x x dx

x x x x dx

x x x dx x dx

x x A x dx

x x A x x c

A x x x x c

A

 
 
  
  
  
   
   
    

   

sec tan 1 ln sec tan
2 2

]x x x x c   

 

ดังนั้น  3 sec tan 1sec ln sec tan
2 2
x xx dx x x c     
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ตัวอยาง 8.23  จงหาคา
 

2 2a x dx  

วิธีทำ   กำหนดให 2 2I a x dx   

 แลวคูณปริพัทธดวย 
2 2

2 2

a x
a x




 เพ่ือแปลงรูปปริพัทธใหงายตอการหาปริพันธตอไป 

   

2 2

2 2
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2
2

2 2 2 2

2

2 2

2
1

1

arcsin

arcsin

I a x dx

a xa x dx
a x

a x dx
a x
a xdx dx

a x a x
a xdx dx

a x a x
xa dx dx

a x a x
x xa x dx
a a x
xa I
a

 
 


 


  
 

  
 

  
 

  


 

 

 เม่ือ 1 2 2

xI x dx
a x

 


 

 ดำเนินการหา 1I  โดยการหาปริพันธทีละสวน 

 เลือก  1u x  

          

1

1 2 2

2 2
1 2 2

du dx
xdv dx

a x
xv dx a x

a x






   


 

  

1 2 2

2 2 2 2

2 2

]
]

xI x dx
a x

x a x a x dx

x a x I

 


    

   

 

 ซึ่ง 2 2I a x dx   
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 จะเห็นวา 2
1arcsin xI a I

a
   

 และ 2 2
1I x a x I     

 โดยการหาปริพันธที่ผานมาไดวา 

   

2 2

2 2 2

2 2 2

2
2 2

arcsin

2 arcsin

arcsin
2 2

I a x dx
xI a x a x I
a
xI a x a x
a

a x xI a x c
a

 

   

  

   

2 2a x dx  

ดังนั้น  
2

2 2 2 2arcsin
2 2
a x xa x dx a x c

a
      

 

8.5 ปริพันธไมตรงแบบ 

 จากที่เคยทราบมาแลววาการหาปริพันธจำกัดเขต 

( )
b

a
f x dx  

 จะหาคาไดก็ตอเมื่อลิมิตของการหาปริพันธ คือ a  และ b  ตองเปนจำนวนจริงท่ีกำหนดคาให

ชัดเจน และฟงกชัน f  ตองตอเนื่องหรือมีขอบเขตบนชวงของการหาปริพันธคือ [ , ]a b  

 ในหัวขอนี้จะพิจารณาปริพันธจำกัดเขตในกรณีที่ลิมิตของการหาปริพันธมีคาเปนอนันต ( )  

หรือ f  ไมตอเนื่องแบบที่มีคาเปนอนันตที่บางจุด [ , ]c a b  ซึ่งจะเรียนกปริพันธในลักษณะดังกลาวนี้

วา ปริพันธไมตรงแบบ และจะแยกพิจารณาเปนกรณียอย ๆ ดังตอไปนี ้(อำพล ธรรมเจริญ, 2546 : 

145-147) 

 

8.5.1 กรณีท่ีลิมตของการหาปริพันธมีคาเปนอนันต 

 ก. ลิมิตบนเปนอนันต ( )b    

  ถา f  ตอเนื่องบน [ , )a   จะกำหนดวา 

(9)    ( ) lim ( )
t

ta a
f x dx f x dx
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หมายความวา lim ( )

t

t a
f x dx


  ตองหาคาได และจะกลาววาปริพันธไมตรงแบบ ( )

a
f x dx



  

นี้ลูเขา แตถา lim ( )
t

t a
f x dx


  หาคาไมไดแสดงวาปริพันธไมตรงแบบ ( )

a
f x dx



  นี้ลูออก  

หมายเหตุ 8.1 

 1. ถา ( ) 0f x   บน [ , )a   แลวคาลิมิตในสมการ (9) จะหาคาไดหรือไมก็เปนคาอนันต

และถามีคาอนันต จะกลาววาปริพันธไมตรงแบบนั้น ลูออกสูอนันต และเขียนแทนดวย

( )
a
f x dx


   

 2. ถา ( )f x  มีคาเปนทั้งบวกและลบบน [ , )a   แลวปริพันธไมตรงแบบดังกลาว อาจจะลู

ออก หรือแบบแกวงกวัด นั้นคือไมลูออกสูอนันต เชน 
0
sinx dx


   

จะเห็นวา 
0

0 ; 2 ,
sin 2 ; (2 1) ,

t t k k Z
x dx t k k Z




       
 

ซึ่งมีคาแกวงกวัดอยูระหวาง 0  และ 2  เม่ือ t  ดังนั้นลิมิตในสมการ (9) จึงหาคาไมได 

  

 ข. ลิมิตลางเปนอนันต ( )a    

  ในทำนองเดยีวกันกับกรณี ก ถา f  ตอเนื่องบน ( , ]b  จะกำหนดวา 

(10)    ( ) lim ( )
b b

t t
f x dx f x dx


   

โดยลิมิตในสมการ (10) หาคาได ดังรูป 
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ภาพประกอบท่ี 8.1  ลิมิตลางเปนอนันต 

     ท่ีมา : คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน. 2539 : 113 

 

 ค. ทั้งลิมิตลางและลิมิตบนเปนอนันต ( , )a b     

 โดยอาศัยกรณี ก และ ข ถา f  ตอเนื่องบน ( , )   จะกำหนดวา  

(11)  ( ) ( ) ( )
c

c
f x dx f x dx f x dx

 

 
     

 โดยท่ี c  เปนจำนวนจริงใด ๆ ที่มีคาคงตัว และอินทิกรัลไมตรงแบบทั้งสอง ซึ่งอยูทางขวาของ

สมการ (11) ตองลูเขาดังภาพประกอบที่ 8.2 โดยใช สมการ (9) และ (10) จะเขียน (11) ไดในรูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบท่ี 8.2  ทั้งลิมิตลางและลิมิตบนเปนอนันต 

     ท่ีมา : คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน. 2539 : 114 
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หมายเหตุ 8.2 

 1. คา c  ในสมการ (10) หรือ (11) จะเลือกใชคาใดก็ได เพราะจะไมทำใหคาของการหา

ปริพันธไมตรงแบบเปลี่ยนแปลงทั้งนี้เพราะวา ถาคา c  ที่เลือกมาทำใหปริพันธไมตรงแบบทางซายของ

สมการ (10) ลูเขาแลวจะไดวา ทุก ๆ คาจำนวนจริง d c  (ให c d ) ซึ่งใชแทน c  ในสมการ 

(10) ก็จะทำใหปริพันธนั้นลูเขาดวย ซึ่งแสดงไดดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

c c d

c c d
d

d

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx

 

 




       

  
 

โดยมีเงื่อนไขวาลิมิตที่เกี่ยวของทั้งหมดตองหาคาได (ในกรณี c d  ก็แสดงไดในทำนองเดียวกัน) 

และถา c  ที่เลือกมาทำใหปริพันธไมตรงแบบทางซายของสมการ (9) ลูออก ก็จะไดวาทุกจำนวนจริง 

d  ที่เลือกมาทำใหปริพันธไมตรงแบบทางซายของสมการ (10) ลูออก ก็จะไดวาทุกจำนวนจริง d  ที่ใช

แทน c  ก็จะทำใหปริพันธดังกลาวลูออกดวยซึ่งแสดงไดดงันี้ 

เพราะวา ( ) lim ( )
t

tc c
f x dx f x dx




   

   
lim( ) [ ( )]

t

t cc
F xf x dx





   (F  เปนปฏิยานุพันธของ f ) 

   

lim[ ( ) ( )]

lim

(

(

)

) ( )]
t

t

c
F tf x F c

F t F c

dx





 

    




 

 ดังนั้นถา ( )
c
f x dx



  ลูออกแสดงวา lim ( )
t

F t


 หาคาไมได และสำหรับจำนวนจริง d  ใด ๆ 

จะไดทำนองเดียวกันวา ( ) lim ( ) ( )]
dd

f x dx F t F d




     
ซึ่งลูออกเมื่อ lim ( )

t
F t
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 สรุปนิยามของการหาปริพันธไมตรงแบบชนิดที่ลิมิตของการหาปริพันธเปนอนันตดังนี้ถา f  

ตอเนื่องทุกจุดบนชวงของการหาปริพันธ และทุกลิมิตที่ปรากฏในสมการขางลางหาคาไดจะไดวา

(คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน, 2539 : 115) 
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8.5.2 กรณีปริพัทธไมตอเนื่องและมีคาเปนอนันต 

 ถา f  ตอเนื่องบนชวง [ , ]a b  ยกเวนบางจุด [ , ]c a b  ซึ่ง lim ( )
x c

f x


  จะกำหนดคา

ของการหาปริพันธไมตรงแบบ ( )
b

a
f x dx  ดังนี ้

 ก. f  ตอเนื่องบนชวง ( , ]a b  และ f  ไมตอเนื่องที่ c a  และ ( )f x    

เมื่อ x a  จะกำหนดวา 

(12)  ( ) lim ( )
b b

t aa t
f x dx f x dx
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 โดยท่ีลิมิตในสมการ (12) นี้ตองหาคาได ซึ่งจะกลาววาปริพันธไมตรงแบบ (ทางซายของ

สมการ(12)) ลูเขาแตถาลิมิตนี้หาคาไมได จะกลาววาปริพันธไมตรงแบบดังกลาวนั้นลูออก และถาลิมิต

นี้มีคาเปนอนันต ( ) จะกลาววา ปริพันธไมตรงแบบนั้น ลูออกสูอนันต 

เพ่ือใหเขาใจสมการ (12) ใหมากขึ้น พิจารณาภาพตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบท่ี 8.3  แสดง ( )
b

a
f x dx  

     ท่ีมา : คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน. 2539 : 123 

 

 ข. f  ตอเนื่องบนชวง [ , )a b  และ f  ไมตอเนื่องที่ c d  และ ( )f x    

เมื่อ x b  จะกำหนดวา 

(13)  ( ) lim ( )
b t

t ba a
f x dx f x dx


   

โดยลิมิตในสมการ (13) นี้ตองหาคาไดและเพ่ือใหเขาใจสมการ (13) ใหมากขึ้น พิจารณาภาพตอไปนี้ 
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ภาพประกอบท่ี 8.4  แสดง ( ) lim ( )
b t

t ba a
f x dx f x dx


   

     ท่ีมา : คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน. 2539 : 124 

 

 ค. f  ตอเนื่องบนชวง [ , ]a b  ยกเวนที่จุด ( , )c a b  ซึ่งลิมิตทางซายหรือทางขวาของ f  ที่

x c  มีคาอนันต จะกำหนดวา  

(14)  ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx     

 โดยท่ีปริพันธไมตรงแบบทั้งสองทางขวาของสมการ (14) ตองลูเขา ถาปริพันธใดปริพันธหนึ่งลู

ออกจะไดวาปริพันธไมตรงแบบทางซายของ (9) นั้นลูออก 

หมายเหตุ  

 ในกรณทีี่ f  ตอเนื่องบนชวง ( , )a b  และไมตอเนื่องที่ x a  และที่ x b  โดยที่ 

lim ( )
t a

f x
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t b

f x
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b c b
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โดยที่ ( , )c a b  

ตัวอยาง 8.27 จงแสดงวา ปริพันธตอไปนี้ ลูเขาหรือลูออก ถาลูเขาจงหาคาของปริพันธนั้น 
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และ  ดังนั้น 
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 และในทำนองเดียวกันจะหาไดวา 
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8.6 สรุปทายบทที่ 8 

 การหาปริพันธของฟงกชันตาง ๆ มีความสำคัญมาก ดังจะเห็นไดวานักคณิตศาสตรพยายามที่

จะ สรางสูตรสำเร็จในการหาปริพันธของฟงกชันใหไดมากที่สุดเทาที่จะมากได เพื่อสะดวกตอการ 

นำมาใชอยางรวดเร็ว แตก็ไมสามารถที่จะสรางสูตรสาหรับฟงกชันทุกฟงกชันได ดังนั้นการหา วิธีการ

ใหม ๆ หรือวิธีการท่ีแตกตางกนัออกไปเพ่ือที่จะทำใหสามารถหาปริพันธของฟงกชันนั้น ๆ ได ดังนั้นใน

และบทนี้เปนการใชเทคนิคการหาปริพันธในรูปแบบตาง ๆ ท่ีนิยม คือ การหาปริพันธแบบเปลี่ยนตัว

แปร การหาปริพันธแบบแยกสวน และการหาปริพันธโดยแยกเปนเศษสวนยอย นอกจากนี้ยังมีเนื้อหา

เก่ียวกับการหาปริพันธไมตรงแบบดวย 
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5. จงหาปริพันธโดยเทคนิคการหาปริพันธทีละสวน 

 5.1  xxe dx    5.2  2 3xx e dx  

 5.3  sin 6x x dx   5.4  2 xx e dx  

 5.5  2 cosx x dx   5.6.  lnx x dx  
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