
บทที่ 3 

ภาคตัดกรวย (Conic Section) 

 
ภาคตัดกรวย (conic section หรือ conic) ในทางคณิตศาสตร หมายถึง เสนโคงที่ไดจากการตัด

พ้ืนผิวกรวยกลมดวยระนาบแบน ภาคตัดกรวยถูกต้ังเปนหัวขอศึกษาต้ังแตสมัย 200 ปกอนคริสตศักราช

โดย อพอลโลเนียส แหง เพอรกา (Apollonius of Perga) ผูซึ่งศึกษาภาคตัดกรวยและคนพบสมบัติหลาย

ประการของภาคตัดกรวย ตอมาการศึกษาภาคตัดกรวยถูกนําไปใชประโยชนหลายแบบ ไดแก ในป ค.ศ. 

1590 กาลิเลโอ กาลิเล (Galileo Galile) พบวาขีปนาวุธท่ียิงขึ้นไปในมุมที่กําหนดมีวิถีการเคล่ือนที่โคง

แบบพาราโบลา ในป ค.ศ. 1609 โยฮันส เคปเลอร (Kapler) พบวาวงโคจรของดาวเคราะหรอบนอกเปน

รูปวงรี และในป ค.ศ.1668 ไอแซค นิวตัน (Isaac Newton) เปนบุคคลแรกท่ีประดิษฐกลองโทรทรรศน

ชนิดสะทอนแสงโดยอาศัยหลกัการท่ีมีพ้ืนฐานจากสมบัติขอพาราโบลาและไฮเพอรโบลา  

ในปจจุบันมีการศึกษาเกี่ยวกับการนําสมบัติของภาคตัดกรวยไปใชประโยชนในดานตางๆ เรื่อยมา 

เชน ใชจานทรงพาราโบลา (รูปเรขาคณิตสามมิติที่เกิดจากการหมุนพาราโบลารอบแกนสมมาตรของ

พาราโบลา) เปนอุปกรณเก็บรวบรวมสัญญาณ จานรับสงสัญญาณในระบบโทรคมนาคม หรือใชเปน

อุปกรณเก็บพลังงานจากดวงอาทิตย หรือใชเปนอุปกรณสําหรับสะทอนแสง ไดแก โคมไฟ การหาตําแหนง

ของเรือในทะเลโดยใชจุดตัดของไฮเพอรโบลา การทํางานของอุปกรณท่ีใชสลายกอนนิ่วในไตใชสมบัติการ

สะทอนของวงรี เปนตน สําหรับในบทท่ี 3 น้ีเราจะมาศึกษาภาคตัดกรวย ซึ่งภาคตัดกรวยนั้น เปน

การศึกษารูปท่ีเกิดจากการตัดกรวยกลมดวยระนาบแลวเกิดกราฟลักษณะตาง ๆ กัน ไดแก วงกลม 

พาราโบลา วงรี และ ไฮเพอรโบลา ดังรายละเอียดตอไปนี ้

 

3.1 วงกลม (Circle) 

 

 

 

 

 

 

(Riddle, Douglas F., 1996 : 126)  

บทนิยาม 3.1.1 วงกลม คอื เซตของจุดทุกจุดบนระนาบซึ่งอยูหางจากจุดคงท่ีจุดหน่ึงเปนระยะทาง

เทากัน 

โดย  จุดคงท่ี เรียกวา จุดศนูยกลาง (Centre)  

ระยะทางท่ีเทากัน เรียกวา รัศมี (Radius) 
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รูปท่ี 3.1 กราฟวงกลม 
 

วัลลภ เฉลิมสุวิวัฒนาการ  (2540 : 36) ไดกลาววา การหาสมการวงกลมใหจุด ( , )C h k  เปนจุด

ศูนยกลางของวงกลมและจุด ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนวงกลม ดังรูปที่ 3.1 จะได CP r  เปน

ระยะทางคงท่ี จากสูตรการหาระยะทางระหวางจุดสองจุดในทฤษฎีบท 1.2.1 จะไดสมการรูปมาตรฐาน

ของวงกลม คือ 

   2 2

2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

CP r

x h y k r
x h y k r



   
   

 

ดังนั้น  สมการรูปมาตรฐานของวงกลม คือ 2 2 2( ) ( )x h y k r     

 

 

 

 

 

 

 

 

(วรรณี ธรรมโชติ, 2550 : 48-49)  

ขอสังเกต  

1. ถาวงกลมมีจุดศูนยกลางที่จุดกําเนิด (0, 0)  สมการรูปมาตรฐานของวงกลม คือ 
2 2 2x y r   

และถาวงกลมนีมี้รัศมียาว 1 หนวย จะเรียกวงกลมน้ีวา วงกลมหนึ่งหนวย  

2. ถาวงกลมมีจุดศูนยกลางที่จุดกําเนิด ( , )h k  สมการรูปมาตรฐานของวงกลม คือ 
2 2 2( ) ( )x h y k r     
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สมการรูปท่ัวไปของวงกลม (General Equation of Circle) ไดจากการกระจายสมการรูป

มาตรฐานของวงกลมดังน้ี 

      

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( ) ( )
2 2
2 2 0

x h y k r
x xh h y ky k r

x y xh ky h k r

   
     

      
 

ดังนั้น  สมการรูปท่ัวไปของวงกลม คือ  
2 2 0x y Dx Ey F      

เมื่อ 2D h  

   

2 2 2

2E k
F h k r
 
  

 

จาก 2 2 0x y Dx Ey F       จัดรูปใหเปนรูปกําลังสองสมบูรณ จะไดวา 

           

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

0

2 2 2 2

4
2 2 4

2

x y Dx Ey F

D E D Ex Dx y Ey F

D E D E Fx y

Dx

    
                                                                  

                   
             

2 2 2
2 21 4

2 2
Ey D E F

                         

 

จะไดวา จุดศูนยกลางของวงกลม คือ ( , ) ,
2 2
D Eh k

       
 

และ รัศมีของวงกลม คือ 2 21 4
2

r D E F    เม่ือ 2 2 4 0D E F    

 

 

 

 

 

 

 
 

(ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักดิ์ บายเที่ยง,  2544 : 77)  

หมายเหตุ สมการรูปท่ัวไป 2 2 0x y Dx Ey F      ไมจําเปนตองใหกราฟเปนรูปวงกลม

เสมอไป หากทําสมการใหเปนรูปกําลังสองสมบูรณ 
2 2( ) ( )x h y k r     

1. ถา 0r   จะไดสมการที่มีกราฟเปนรูปวงกลมมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( , )h k  รัศมี r  
2. ถา 0r   จะไดสมการที่มีกราฟเปนจุดเพียงจุดเดียวคือจุด ( , )h k  
3. ถา 0r   สมการไมมีคําตอบ แสดงวาไมทําใหไดกราฟเปนรูปวงกลม 
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ตัวอยาง 3.1.1 จงหาสมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( 1, 4)  และรัศมี 2  หนวย พรอมท้ังวาด

กราฟประกอบ 

วิธีทํา  จากสมการมาตรฐานของวงกลม จะไดวา 

     2 2 2( ) ( )x h y k r     

      

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

( 1) ( 4) 2
( 1) ( 4) 4

2 1 8 16 4
2 8 16 1 4 0

2 8 13 0

x y
x y

x x y y
x y x y

x y x y

   
   

     
      

    

 

ดังนั้น  สมการวงกลมคือ 2 2 2 8 13 0x y x y      

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.1.1 ดังรูปท่ี 3.2 

 

 
 

รูปท่ี 3.2 กราฟวงกลม 2 2 2 8 13 0x y x y      
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ตัวอยาง 3.1.2 จงหาจุดศูนยกลางและรัศมขีองวงกลมที่มีสมการเปน 2 2 8 2 1 0x y x y      

พรอมท้ังวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  จัดรูปสมการใหอยูในสมการรูปมาตรฐานของวงกลม จะไดวา 
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

8 2 1 0
8 2 1

8 4 2 1 1 4 1
( 4) ( 1) 16

( ( 4)) ( 1) 4

x y x y
x x y y

x x y y
x y

x y

    
    

       
   

    

 

ดังนั้น  สมการรูปมาตรฐานของวงกลมคือ 2 2 2( ( 4)) ( 1) 4x y      

จะไดจุดศูนยกลางของวงกลม ( , ) ( 4,1)h k    และรัศมีของวงกลม 4r   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.1.2 ดังรูปท่ี 3.3 

 

 
 

รูปท่ี 3.3 กราฟวงกลม 2 2 8 2 1 0x y x y      
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ตัวอยาง 3.1.3 จงหาจุดศูนยกลางและรัศมขีองวงกลมที่มีสมการเปน 2 23 3 6 12 8x y x y      

พรอมท้ังวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  จัดรูปสมการใหอยูในสมการรูปมาตรฐานของวงกลม จะไดวา 
2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

3 3 6 12 8 0
3( 2 ) 3( 4 ) 8

3( 2 1) 3( 4 4) 8 3 12
3( 1) 3( 2) 7

7( 1) ( 2)
3

x y x y
x x y y

x x y y
x y

x y

    
    

        
   

   

 

ดังนั้น  สมการของวงกลมคือ 
2

2 2 7( 1) ( 2)
3

x y     จุดศูนยกลางคือ (1, 2)  รัศมีคือ 7
3

 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.1.3 ดังรูปท่ี 3.4 
 

 
 

รูปที่ 3.4 กราฟวงกลม 2 23 3 6 12 8 0x y x y      
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ตัวอยาง 3.1.4 จงหาสมการของวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลาง ( 2, 3)  และผานจุด (2, 0)  พรอมท้ังวาดกราฟ 

วิธีทํา  หารัศมีจากระยะทางระหวางจุดศูนยกลาง และ จุดท่ีวงกลมผานไดดังน้ี 

2 2
2 1 2 1

2 2

2 2

( ) ( )

(2 ( 2)) (0 3)

(2 2) (0 3)
16 9
25

5

r x x y y   

    

   
 



 

ดงันั้น  สมการของวงกลมที่มีจุดศูนยกลาง ( 2,3)  และรัศมีเทากับ 5  คือ 

2 2 2( 2) ( 3) 5x y     
ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.1.4 ดังรูปท่ี 3.5 

 

 
 

รูปที่ 3.5 กราฟวงกลม 2 2 2( 2) ( 3) 5x y     
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ตัวอยาง 3.1.5 จงหาสมการของวงกลมท่ีมีจุดปลายของเสนผานศูนยกลางเสนหนึ่งอยูที่จุด (4, 3)  และ

จุด (0, 5)  พรอมท้ังวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  จากจุดปลายของเสนผานศูนยกลาง แสดงวาจุด ( , )h k  เปนจุดก่ึงกลางของเสนตรงน้ี จะได 

4 0 2
2
3 ( 5) 4

2

h

k

 

   
 

 รัศมีของวงกลมคือระยะทางจากจุดศูนยกลางไปยังจุดปลายของเสนตรงนี้ จะได 
2 2

2 1 2 1
2 2

( ) ( )

(4 2) ( 3 ( 4)) 5

r x x y y   

      
 

ดังนั้น  สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลาง (2, 4)  และรัศมีเทากับ 5  คือ 2 2( 2) ( 4) 5x y     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.1.5 ดังรูปท่ี 3.6 
 

 
 

รูปที่ 3.6 กราฟวงกลม 2 2( 2) ( 4) 5x y     
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ตัวอยาง 3.1.6 จงหาสมการของวงกลมซึ่งผานจุด (3,1)  และจุด (5, 1)  และมีจุดศูนยกลางอยูบน

เสนตรง : 3 6 0l x y    พรอมท้ังวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  ใหจุดศูนยกลางของวงกลมคือจุด ( , )h k  และสมการวงกลมคือ 2 2 2( ) ( )x h y k r      

เมื่อแทนจุด (3,1)  และจุด (5, 1)  ที่วงกลมผานลงในสมการวงกลม จะทําใหสมการวงกลม 

เปนจริง ดงัน้ี 
2 2 2

2 2 2

(3 ) (1 ) ..................................................(1)
(5 ) ( 1 ) ..................................................(2)

h k r
h k r
   

    
 

 จากจุดศูนยกลางของวงกลมอยูบนเสนตรง : 3 6 0l x y    จะไดวา 

             3 6 0 ..................................................(3)h k    

 จากสมการ (1),(2) และ (3)  จะได 3, 1h k   และ 2r   

ดังนั้น  สมการของวงกลมนี้ คือ 2 2 2( 3) ( 1) 2x y     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.1.6 ดังรูปท่ี 3.7 
 

 
 

รูปท่ี 3.7 กราฟวงกลม 2 2( 3) ( 1) 4x y     
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3.2 พาราโบลา (Parabola)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(Varberg, Dale ; Purcell, Edwin J & Rigdon, Steven E.  2000 : 518) 
 

 
 

รูปที่ 3.8 กราฟแสดงสวนประกอบพาราโบลา 

บทนิยาม 3.2.1 พาราโบลา คือ เซตของจุดทุกจุดบนระนาบ ซึ่งอยูหางจากจุดคงท่ีจุดหน่ึงและเสนตรง 

คงท่ีเสนหนึ่งเปนระยะทางเทากัน  

- จุดคงท่ี เรียกวา จุดโฟกัส (Focus) เขียนแทนดวย F   

- เสนตรงคงที่ เรียกวา ไดเรกตริกซ (Directrix) 

- เสนตรงท่ีลากผานจุดโฟกัส และตั้งฉากกับไดเรกตริกซ เรียกวา แกนของพาราโบลา 

- จุดท่ีกราฟตัดกับแกนของพาราโบลา เรียกวา จุดยอด (Vertex) เขียนแทนดวย V  

- เสนตรงท่ีตั้งฉากกับแกนของพาราโบลาตรงจุดโฟกัส F  และ ปลายเสนตรงอยูบน 

พาราโบลา เรียกวา เลตัสเรกตัม (Latus Rectum) 

- ถา P  เปนจุดใด ๆ ท่ีอยูบนพาราโบลาและ PD  ตั้งฉากกับไดเรกตริกซ D  และ F   

เปนจุดโฟกัสของพาราโบลาแลว PD PF  
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3.2.1 พาราโบลาที่มีจุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)  

เลศิ สิทธิโกศล  (2542 :13-16) และ Murdoch, D. C.  (1967 : 127-128) ไดกลาววา การ

หาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด (0, )F c  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ 

บนพาราโบลา จะไดจุด ( , )D x c  ดังรูปท่ี 3.9 จากบทนิยาม 3.2.1 จะไดวา 
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รูปที่ 3.9 พาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยูที่จุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด (0, )F c  

 

จากรูปท่ี 3.9 จะไดวา พาราโบลามีสมการรูปมาตรฐานคือ 2 4x cy  มีลักษณะเปนพาราโบลา

หงายจุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด (0, )F c  ความยาวเลตัสเรกตัมเทากับ 4c  หนวย 

สมการไดเรกตริกซคือ y c   และมีแกน Y  เปนแกนสมมาตร 
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การหาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด (0, )F c  ให ( , )P x y  

เปนจุดใด ๆ บนพาราโบลา จะไดจุด ( , )D x c  ดังรูปที่ 3.10 จากบทนิยาม 3.2.1 จะไดวา 
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รูปท่ี 3.10 พาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด (0, )F c  

 

จากรูปท่ี 3.10 จะไดวา พาราโบลามีสมการรูปมาตรฐานคือ 2 4x cy   มีลักษณะเปน

พาราโบลาคว่ํา จุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด (0, )F c  ความยาวเลตัสเรกตัมเทากับ 

4c  หนวย สมการไดเรกตริกซคือ y c  และมีแกน Y  เปนแกนสมมาตร 
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การหาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูที่จุด ( ,0)F c  ให ( , )P x y  

เปนจุดใด ๆ บนพาราโบลา จะไดจุด ( , )D c y  ดังรูปท่ี 3.11 จากบทนิยาม 3.2.1 จะไดวา 
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รูปที่ 3.11 พาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยูที่จุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( , 0)F c  

 

จากรูปท่ี 3.11 จะไดวา พาราโบลามีสมการรูปมาตรฐานคือ 2 4y cx  มี ลักษณะเปน

พาราโบลาตะแคงขวา จุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( ,0)F c  ความยาวเลตัสเรกตัมเทากับ 

4c  หนวย สมการไดเรกตริกซคือ x c   และมีแกน X  เปนแกนสมมาตร 
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การหาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( ,0)F c  ให ( , )P x y  

เปนจุดใด ๆ บนพาราโบลา จะไดจุด ( , )D c y  ดังรูปท่ี 3.12 จากบทนิยาม 3.2.1 จะไดวา 
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รูปที่ 3.12 พาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยูที่จุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( ,0)F c  

 

จากรูปท่ี 3.12 จะไดวา พาราโบลามีสมการรูปมาตรฐานคือ 2 4y cx   มีลักษณะเปน

พาราโบลาตะแคงซาย จุดยอดอยูที่จุด (0, 0)V  จุดโฟกัสอยูที่จุด ( ,0)F c  ความยาวเลตัสเรกตัม

เทากับ 4c  หนวย สมการไดเรกตรกิซคือ x c  และมีแกน X  เปนแกนสมมาตร 



บทท่ี 3 ภาคตัดกรวย  89 
 

3.2.2 พาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยูท่ีจุด ( , )h k  

เลิศ สิทธิโกศล   (2542 :19-22) และ Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton  (1992 : 

109-111) ไดกลาววา  การหาสมการพาราโบลา ท่ีมี จุดยอดอยู ท่ี จุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยู ท่ีจุ ด 

( , )F h k c  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนพาราโบลา จะไดจุด ( , )D x k c  ดังรูปท่ี 3.13 จากบท

นิยาม 3.2.1 จะไดวา 
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รูปที่ 3.13 พาราโบลาที่มีจุดยอดอยูที่จุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูที่จุด ( , )F h k c  
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จากรูปท่ี 3.13 จะไดวา พาราโบลามีสมการรูปมาตรฐานคือ 2( ) 4 ( )x h c y k    มีลักษณะ

เปนพาราโบลาหงายจุดยอดอยูที่จุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูที่ จุด ( , )F h k c  ความยาวเลตัสเรกตัม

เทากับ 4c  หนวย สมการไดเรกตรกิซคือ y k c   และมแีกนสมมาตรขนานแกน Y  

การหาสมการพาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยู ท่ีจุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยู ท่ีจุด ( , )F h k c  ให  

( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนพาราโบลา จะไดจุด ( , )D x k c  ดังรูปที่ 3.14 จากบทนิยาม 3.2.1 จะไดวา 
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รูปที่ 3.14 พาราโบลาที่มีจุดยอดอยูทีจุ่ด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( , )F h k c  
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จากรูปท่ี 3.14 จะไดวา พาราโบลามีสมการรูปมาตรฐานคือ 2( ) 4 ( )x h c y k     มี

ลักษณะเปนพาราโบลาคว่ําจุดยอดอยูท่ีจุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( , )F h k c  ความยาวเลตัสเรก

ตัมเทากับ 4c  หนวย สมการไดเรกตริกซคือ y k c   และมีแกนสมมาตรขนานแกน Y  

การหาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูท่ีจุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( , )F h c k  ให 

( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนพาราโบลา จะไดจุด ( , )D h c y  ดังรูปท่ี 3.15 จากบทนิยาม 3.2.1 จะไดวา 
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รูปที่ 3.15 พาราโบลาที่มีจุดยอดอยูที่จุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูที่จุด ( , )F h c k  
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จากรูปท่ี 3.15 จะไดวา พาราโบลามีสมการรูปมาตรฐานคือ 2( ) 4 ( )y k c x h    มีลักษณะ

เปนพาราโบลาตะแคงขวา จุดยอดอยูท่ีจุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( , )F h c k  ความยาวเลตัสเรก

ตัมเทากับ 4c  หนวย สมการไดเรกตริกซคือ x h c   และมีแกนสมมาตรขนานแกน X  

การหาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูท่ีจุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( , )F h c k  ให 

( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนพาราโบลา จะไดจุด ( , )D h c y  ดังรูปท่ี 3.16 จากบทนิยาม 3.2.1 จะไดวา 
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   
   

 

 

 
 

รูปที่ 3.16 พาราโบลาที่มีจุดยอดอยูทีจุ่ด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( , )F h c k  

 



บทท่ี 3 ภาคตัดกรวย  93 
 

จากรูปท่ี 3.16 จะไดวา พาราโบลามีสมการรูปมาตรฐานคือ 2( ) 4 ( )y k c x h     มี

ลักษณะเปนพาราโบลาตะแคงซาย จุดยอดอยูท่ีจุด ( , )V h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด ( , )F h c k  ความยาว

เลตัสเรกตัมเทากับ 4c  หนวย สมการไดเรกตริกซคือ x h c   และมีแกนสมมาตรขนานแกน X  

ตัวอยาง 3.2.1 จงหาสมการพาราโบลา ท่ีมีจุดยอดอยูท่ีท่ีจุดกําเนิด และมีจุดโฟกัสอยูท่ี (0,2)  พรอมท้ัง

วาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  จากโจทยจะไดวา กราฟพาราโบลามีแกน Y  เปนแกนสมมาตร โดยคา c  คือระยะหางระหวาง

จุดยอดและจุดโฟกัส นั่นคือ 

  0 2
2

c  


 

จากสมการมาตรฐานของพาราโบลา 
2 4

4(2)
8

x cy
y

y





 

ดังนั้น สมการพาราโบลา ที่มีจุดยอดที่จุดกําเนิด และมีจุดโฟกัสท่ีจุด (0,2)คือ 2 8x y  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.2.1 ดังรูปท่ี 3.17 
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รูปที่ 3.17 กราฟพาราโบลา 2 8x y  
ตัวอยาง 3.2.2 กําหนดสมการพาราโบลา 2 8 2 17 0y x y     จงหาจุดยอด จุดโฟกัส สมการ 

เสนไดเรกตริกซ ความยาวลาตัสเรกตัม และจุดปลายของเสนลาตัสเรกตัม พรอมทั้งวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  จัดสมการ 2 8 2 17 0y x y     ใหอยูในรูปมาตรฐาน 
2

2

2

2

8 2 17 0
2 1 8 17 1

( 1) 8( 2)
( 1) 4(2)( 2)

y x y
y y x

y x
y x

   
    

  
  

 

ดังนั้น จะไดสมการรูปมาตรฐานของพาราลา คือ 2( 1) 4(2)( 2)y x    

จุดยอด ( , ) (2,1)h k   จุดโฟกัส ( , ) (4,1)h c k   สมการเสนไดเรกตริกซ 0x   ความ

ยาวเลตัสเรกตัม 4 8c   และจุดปลายของเสนลาตัสเรกตัม จากจุดโฟกัสลากขึ้นไป 4  หนวยและลากลง

4  หนวยดังนั้นจุดปลายของเลตัสเลกตัม คือ (4,5),(4, 3)  
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.2.2 ดังรูปท่ี 3.18 
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รูปท่ี 3.18 กราฟพาราโบลา 2( 1) 8( 2)y x    
ตัวอยาง 3.2.3 จงหาสมการรูปทั่วไปของพาราโบลา ท่ีมีจุดยอดอยูท่ี ( 2, 3)  และจุดโฟกัสอยูท่ี (5, 3)  

พรอมท้ังวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  จากโจทย จะไดวา แกนสมมาตรขนานกับแกน X  โดย 

                  5 ( 2)
7

c   


 

 และสมการพาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยูที่ ( 2, 3), 7c   คือ 
2

2

2

( 3) 4(7)( ( 2))
( 3) 28( 2)

28 6 47 0

y x
y x

y x y

   
  

   
 

ดังนั้น  สมการรูปท่ัวไปของพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูท่ี ( 2, 3)  และจุดโฟกัสอยูที่ (5,3)  คือ  
2 28 6 47 0y x y     

 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.2.3 ดังรูปท่ี 3.19 
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รูปที่ 3.19 กราฟพาราโบลา 2 28 6 47 0y x y     
ตัวอยาง 3.2.4  จงหาระยะทางจากจุด (3, 6)  ซึ่งอยูบนพาราโบลา 22 3 0x y   ไปถึงจุดโฟกัส 

พรอมท้ังวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  หาจุดโฟกัสของพาราโบลา โดยจัดรูปสมการพาราโบลาใหอยูในรูปมาตรฐาน ดังน้ี 

         

2

2

2

2 3 0
3
2

34
8

x y

x y

x y

 

 
       

 

จากสมการพาราโบลา มีลักษณะเปนพาราโบลาคว่ํา จุดยอดอยูท่ีจุด (0, 0)   

จุดโฟกัสอยูดานลางจุดยอดเปนระยะทาง 
3
8

 หนวย ดังน้ันจะได 

จุดโฟกัสอยูที่จุด 
30,
8

     
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ให P  เปนระยะทางจากจุด (3, 6)  กับจุดโฟกัส จะได 

2
2

2
2

2

3(0 3) ( 6)
8

3 48( 3)
8

459
8

20259
64

576 2025
64 64
576 2025

64
2601
64

51
8

P
          

         
      

 

 





  

ดังนั้น ระยะทางจากจุด (3, 6)  กับจุดโฟกัส คือ 
51
8

 หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.2.4 ดังรูปท่ี 3.20 
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รูปที่ 3.20 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 3.2.4 
 

ตัวอยาง 3.2.5  จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด (1,6) และจุดโฟกัสของพาราโบลาท่ีมีสมการ 
2 4 4 8y x y    พรอมท้ังวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  หาจุดโฟกัสของสมการพาราโบลา จาก 
2

2

2

2

4 4 8
4 4 8

4 4 4 8 4
( 2) 4( 3)

y x y
y y x

y y x
y x

  
  

    
  

 

 จะเห็นวา 3, 2h k   และ 1c    

 จะไดจุดโฟกัสคือจุด ( 2,2)   

สมการเสนตรงท่ีผานจุด (1,6) และจุด ( 2,2)  คือ  
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2 6( 6) ( 1)
2 1
4( 6) ( 1)
3

y x

y x

  
 
  


 

3( 6) 4( 1)
3 18 4 4

4 3 14 0

y x
y x

x y

    
    
  

 

ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีผานจุด (1,6) และจุดโฟกัสของพาราโบลานี้ คือ 4 3 14 0x y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.2.5 ดังรูปท่ี 3.21 

 

 
 

รูปที่ 3.21 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 3.2.5 
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3.3 วงรี (Ellipse) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(Protter, Murray H. & Morrer, Charles B. Jr.,  1975 : 120) 
 

 
 

รูปที่ 3.22 กราฟแสดงสวนประกอบของวงรี 

บทนิยาม 3.3.1 วงรี หมายถึง เซตของจุดทุกจุดบนระนาบซึ่งผลบวกของระยะทางจากจุดใด ๆ บน   

วงรีไปยังจุดคงท่ีสองจุดมีคาคงตัวเสมอ 

- ระยะ 1 2OV OV a   คือ ระยะจากจุดศูนยกลางถึงจุดยอด  

- ระยะ 1 2OF OF c   คือ ระยะจากจุดศูนยกลางถึงโฟกัส  

- ระยะ 1 2 2VV a  คือ ความยาวของแกนเอก  

- ระยะ 1 2 2BB b  คือ ความยาวของแกนโท  

- ระยะ 1 2OB OB b   คือ ระยะจากจุดศูนยกลางถึงจุด 1B  และจุด 2B  

- a  คือ ระยะครึ่งแกนเอก จะไดวา 1 2 2PF PF a   ทุก ๆ จุด P  บนวงรี  

- ความยาวเลตัสเรกตัม เทากับ 1 2L L  

- ความเยื้องศูนยกลาง เทากับ 
c
a
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3.3.1 สมการวงรีที่จุดศูนยกลางที่จุด (0, 0)  

Murdoch, D. C.  (1967 : 119-122) ไดกลาววา การหาสมการวงรีท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี

จุด (0, 0)  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด 1( , 0)F c  และจุด 2( , 0)F c  จุดยอดอยูท่ีจุด 1( , 0)V a  และจุด 2( ,0)V a  

ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนวงร ีดังรูปท่ี 3.23 จากบทนิยาม 3.3.1 จะไดวา 

 

1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

( ) ( 0) ( ) ( 0) 2

( ) 2 ( )

( ) 2 ( )

2 4 4 ( ) ( )

2 4 4 ( ) 2

4 4 4 ( )

( )

PF PF a

x c y x c y a

x c y a x c y

x c y a x c y

x cx c y a a x c y x c y

x cx c a a x c y x cx c

cx a a x c y
cxa x c y
a

cxa
a

 

       

     

     

         

        

    

   






2
2 2

2 2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

( )

2 2

1

1

x c y

c xa cx x cx c y
a

c xa c x y
a

a ca c x y
a

x y
a a c

x y
a a c

       

     

   
        

 


 


 

 จาก 2 2 2b a c   จึงไดวา 

             
2 2

2 2 1 .................................................(1)x y
a b

    

โดยท่ี a b  

- ถาให 0y   แทนลงในสมการที่ (1)  จะได 

             
2 2

2 2

0 1x
a b

   
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2

2

2 2

1x
a
x a
x a




 

 

 แสดงวาวงรีตัดแกน X  ที่จุด ( ,0)a  และ ( ,0)a  ซึ่งเปนจุดยอดของวงรี และจะไดความยาว

ของแกนเอกเทากับ 2a  

- ถาให 0x   แทนลงในสมการที่ (1)  จะได 

       

2 2

2 2

2 2

0 1y
a b

y b
y b

 


 

 

 แสดงวาวงรีตัดแกน Y  ท่ีจุด (0, )b  และ (0, )b  จะไดความยาวของแกนโทเทากับ 2b  

- จากรูปท่ี 3.23 ความยาวเลตัสเรกตัม คือ 1 2L L   

จาก 1( , )L c y  อยูบนวงรี แทน x  ดวย c  ลงในสมการที่ (1)  จะได 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
2 2

2

4
2

2

2

1

1

c y
a b

y c
b a

a cy b
a

by
a
by
a

 

 
       



 

 

  จะไดพิกัดจุด 
2

1 ,bL c
a

     
 และ 

2

2 , bL c
a

     
 นั่นคือ 

              

2
2 2

2
1 2

22 2

( )

2 2

b bL L c c
a a

b b
a a

              
      

 

 ดังน้ัน ความยาวเลตัสเรกตัม 
2

1 2
2bL L
a

  
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รูปท่ี 3.23 กราฟวงรี  
2 2

2 2 1x y
a b

    โดยท่ี a b  

 

การหาสมการวงรีท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (0, 0)  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด 1(0, )F c  และจุด 2(0, )F c  

จุดยอดอยูท่ีจุด 1(0, )V b  และจุด 2(0, )V b  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนวงรี ดังรูปท่ี 3.24        

จากบทนิยาม 3.3.1 จะไดวา 

 

1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

( 0) ( ) ( 0) ( ) 2

( ) 2 ( )

( ) 2 ( )

2 4 4 ( ) ( )

2 4 4 ( ) 2

4 4 4 ( )

( )

PF PF a

x y c x y c a

x y c a x y c

x y c a x y c

x y cy c a a x y c x y c

y cy c a a x y c y cy c

cy a a x y c
cya x y c
a

cya
a

 

       

     

     

         

        

     

   




2
2 2

2 2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

( )

2 2

x y c

c ya cy x y cy c
a

c ya c x y
a

       

     

   
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2 2
2 2 2 2

2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

1

1

a ca c x y
a

x y
a c a

x y
a c a

        

 


 


 

 จาก 2 2 2b a c   จึงไดวา 

     
2 2

2 2 1 ......................................................(2)x y
b a

    

โดยท่ี a b  

- ถาให 0y   แทนลงในสมการที่ (2)  จะได 

     

2 2

2 2

2

2

2 2

0 1

1

x
b a

x
b
x b
x b

 




 

 

 แสดงวาวงรีตัดแกน X  ที่จุด ( , 0)b  และ ( ,0)b  จะไดความยาวของแกนโทเทากับ 2b  

- ถาให 0x   แทนลงในสมการที่ (2)  จะได 

      

2 2

2 2

2

2

2 2

0 1

1

y
b a

y
a
y a
y a

 




 

 

 แสดงวาวงรีตัดแกน Y  ท่ีจุด (0, )a  และ (0, )a  ซึ่งเปนจุดยอดของวงรี จะไดความยาวของ

แกนเอกเทากับ 2a  

- จากรูปท่ี 3.24 ความยาวเลตัสเรกตัม คือ 1 2L L   

จาก 1( , )L x c  อยูบนวงรี แทน y  ดวย c  ลงในสมการที่ (2)  จะได 

     

2 2

2 2

2 2

2 2

1

1

x c
b a

x c
b a

 

 
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2 2
2 2

2

4
2

2

2

a cx b
a

bx
a
bx
a

       



 

 

  จะไดพิกัดจุด 
2

1 ,bL c
a

     
 และ 

2

2 ,bL c
a

     
 น่ันคือ 

       

2
2 2

2
1 2

22 2

( )

2 2

b bL L c c
a a

b b
a a

              
      

 

 ดังน้ัน ความยาวเลตัสเรกตัม 
2

1 2
2bL L
a

  

 

 
 

รูปท่ี 3.24 กราฟวงรี  
2 2

2 2 1x y
b a

    โดยท่ี  a b  
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3.3.2 สมการวงรีที่จุดศูนยกลางที่จุด ( , )h k  

เลิศ สิทธิโกศล  (2542 : 36-38) ไดกลาววา การหาสมการวงรท่ีีมีจุดศูนยกลางอยูที ่

จุด ( , )h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด 1( , )F h c k  และจุด 2( , )F h c k  จุดยอดอยูท่ีจุด 1( , )V h a k  และ 

จุด 2( , )V h a k  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนวงร ีดงัรูปที่ 3.25 จากบทนิยาม 3.3.1 จะไดวา 

                                              1 2 2PF PF a   

2 2 2 2( ( )) ( ) ( ( )) ( ) 2x h c y k x h c y k a           

 
2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

( ( )) ( ) 2 ( ( )) ( )

( ( )) ( ) 2 ( ( )) ( )

2( ) ( ) ( ) 4 4 ( ( )) ( )
( ( )) ( )

4 4 ( ( )) ( )
2( ) ( ) ( )

2 2

x h c y k a x h c y k

x h c y k a x h c y k

x h c x h c y k a a x h c y k
x h c y k

a a x h c y k
x h c x h c y k

hx cx

         

         

           
    

     
      

  2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 4 4 ( ( )) ( )
2 2 2

2 2 4 4 ( ( )) ( ) 2 2

4 4 4 4 ( ( )) ( )

4 4 ( ) 4 ( ( )) ( )
( ) ( ( )) ( )

( )

h hc c a a x h c y k
hx cx h hc c

cx hc a a x h c y k cx hc

cx hc a a x h c y k

a c x h a x h c y k
c x ha x h c y k

a
c x ha

a

        
    

        

      

        
     

    

2
2 2

2
2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2

2

2
2 2

2

( ( )) ( )

2 ( ) ( ) 2( ) ( ) ( )

2 2 ( ) 2 2 2 ( )

( ) 2 ( )

( ) ( ) ( )

1

x h c y k

ca c x h x h x h c x h c y k
a
ca cx ch x h x hx cx h ch c y k
a
ca x h x hx h c y k
a

ca c x h x h y k
a

ca c
a

     

          

           

       

      
    

2 2( ) ( )x h y k   
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2 2
2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )1

( ) ( ) 1

a ca c x h y k
a

a c a c x h y k
a c a a c a c

x h y k
a a c

x h y k
a a c

          
           

  


  


 

 จาก 2 2 2b a c   จึงไดวา 

       
2 2

2 2

( ) ( ) 1 ..........................................................(3)x h y k
a b
     

โดยท่ี a b  

- ถาให y k  แทนลงในสมการที่ (3)  จะได 

                         

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

2 2

( ) ( ) 1

( ) 0 1

( ) 1

( )

x h k k
a b

x h
a b

x h
a

x h a
x h a

x h a

  

  

 

 
  

 

 

 แสดงวาวงรีผานจุด ( , )h a k  และ ( , )h a k  ซึ่งเปนจุดยอดของวงรี และจะไดความยาว

ของแกนเอกเทากับ 2a  

- ถาให x h  แทนลงในสมการท่ี (3)  จะได 

            

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

2 2

( ) ( ) 1

0 ( ) 1

( ) 1

( )

h h y k
a b

y k
a b

y k
b

y k b
y k b

y k b

  

 

 

 
  

 

 

 แสดงวาวงรีผานจุด ( , )h k b  และ ( , )h k b  จะไดความยาวของแกนโทเทากับ 2b  
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- จากรูปท่ี 3.25 ความยาวเลตัสเรกตัม คือ 1 2L L   

จาก 1( , )L h c y  อยูบนวงรี แทน x  ดวย h c  ลงในสมการท่ี (3)  จะได 

     

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
2 2

2

4
2

2

2

( ) 1

( ) 1

( )

( )

c y k
a b

y k c
b a

a cy k b
a

by k
a

by k
a

 

  
        

 

 

 

  จะไดพิกัดจุด 
2

1 , bL h c k
a

      
 และ 

2

2 , bL h c k
a

      
 นั่นคือ 

              

2
2 2

2
1 2

22 2

(( ) ( ))

2 2

b bL L h c h c k k
a a

b b
a a

                            
      

 

 ดังน้ัน ความยาวเลตัสเรกตัม 
2

1 2
2bL L
a

  

 

 
 

รูปที่ 3.25 กราฟวงรี  
2 2

2 2

( ) ( ) 1x h y k
a b
     โดยท่ี a b  
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การหาสมการวงรีที่มี จุดศูนยกลางอยู ท่ีจุด ( , )h k  จุดโฟกัสอยู ท่ีจุด 1( , )F h k c  และจุด 

2( , )F h k c  จุดยอดอยูท่ีจุด 1( , )V h k a  และจุด 2( , )V h k a  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนวงรี 

ดังรูปท่ี 3.26 จากบทนิยาม 3.3.1 จะไดวา 

   1 2 2PF PF a   

2 2 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) 2x h y k c x h y k c a           

 
2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ( )) 2 ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) 2 ( ) ( ( ))

( ) 2( ) ( ) 4 4 ( ) ( ( ))
( ) ( ( ))

4 4 ( ) ( ( ))
( ) 2( ) ( )

2 2

x h y k c a x h y k c

x h y k c a x h y k c

x h y k c y k c a a x h y k c
x h y k c

a a x h y k c
x h y k c y k c

cy kc

         

         

           
    

     
      

  2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2
2 2

2 2

2 2

4 4 ( ) ( ( )) 2 2

4 4 4 4 ( ) ( ( ))

4 4 4 4 ( ) ( ( ))
( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ))

2 2 2

4 4 ( ) ( (

a a x h y k c cy kc

cy kc a a x h y k c

a cy kc a x h y k c
c y ka x h y k c

a
c y ka x h y k c

a
ky cy k kc c

a a x h y k

      

      

       
     

           
    

      2

2 2

2
2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2

2

2
2 2 2

2

))
2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) 2( ) ( )

2 2 ( ) ( ) 2 2 2

( ) ( ) 2

( ) ( ) ( )

( ) 1

c
ky cy k kc c

ca c y k y k x h y k c y k c
a
ca cy ck y k x h y ky cy k ck c
a
ca y k x h y ky k c
a

ca c x h y k y k
a

ca c x h
a

    

          

           

       

      


     2( )y k
       
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2 2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

( ) ( )

( ) ( )

a ca c x h y k
a

a ca c x h y k
a

          
          

 

 จาก 2 2 2b a c   จึงไดวา 

       
2 2

2 2

( ) ( ) 1 ..........................................................(4)x h y k
b a
     

โดยท่ี a b  

- ถาให y k  แทนลงในสมการที่ (4)  จะได 

                        

2 2

2 2

2

2

2 2

( ) 0 1

( ) 1

( )

x h
b a

x h
b

x h b
x h b

x h b

  

 

 
  

 

 

 แสดงวาวงรีผานจุด ( , )h b k  และ ( , )h b k  และจะไดความยาวของแกนโทเทากับ 2b  

- ถาให x h  แทนลงในสมการท่ี (4)  จะได 

                

2 2

2 2

2

2

2 2

0 ( ) 1

( ) 1

( )

y k
b a

y k
a

y k a
y k a

y k a

 

 

 
  

 

 

 แสดงวาวงรีผานจุด ( , )h k a  และ ( , )h k a  ซึ่งเปนจุดยอดของวงรี จะไดความยาวของ

แกนเอกเทากับ 2a  

- จากรูปท่ี 3.26 ความยาวเลตัสเรกตัม คือ 1 2L L   

จาก 1( , )L x k c  อยูบนวงรี แทน y  ดวย k c  ลงในสมการท่ี (4)  จะได 

     

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) 1

( ) 1

x h c
b a

x h c
b a

  

  
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2 2
2 2

2

4
2

2

2

( )

( )

a cx h b
a

bx h
a

bx h
a

        

 

 

 

  จะไดพิกัดจุด 
2

1 ,bL h k c
a

      
 และ 

2

2 ,bL h k c
a

      
 นั่นคือ 

              

2
2 2

2
1 2

22 2

(( ) ( ))

2 2

b bL L h h k c k c
a a

b b
a a

                            
      

 

 ดังน้ัน ความยาวเลตัสเรกตัม 
2

1 2
2bL L
a

  

 

 
 

รูปที่ 3.26 กราฟวงรี  
2 2

2 2

( ) ( ) 1x h y k
b a
     โดยท่ี a b  
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3.3.3 สมการรูปท่ัวไปของวงรี 

จากสมการรูปมาตรฐานของวงรี จะไดวา 

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( )
( 2 ) ( 2 )

2 2 0
2 2 0

x h y k
b a

a x h b y k
a b a b

a x h b y k
a b

a x h b y k a b
a x hx h b y ky k a b

a x a hx a h b y b ky b k a b
a x b y a hx b ky a h b k a b

  

  

   

   
     

      
      

 

 โดยกําหนดให 
2

2

2

2

2 2 2 2 2 2

2
2

A a
B b
C a k
D b h
E a h b k a b





  

 

ดังนั้น สมการรูปท่ัวไป คือ 2 2 0Ax Bx Cx Dy E       

 เมื่อ 

- 0A B   
- สัมประสิทธิ์หนาตัวแปร 2x  และ 2y  ตองไมเทากัน 

- 0A  และ 0B   

(ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักดิ์ บายเที่ยง,  2544 : 121) 

หมายเหตุ  

- a b  และ a c  

- ตัวเลขใตตัวแปรใดมีคามาก แสดงวา แกนนั้นเปนแกนเอก  

- 2 2 2b a c   หรือ 2 2 2a b c    

- e  คือ ความเยื้องศูนยกลาง 1ce
a

   
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ตัวอยาง 3.3.1 จงหาสมการวงรซ่ึีงมีจุดโฟกัสท่ีจุด (0, 4)  และ จุดยอดจุดหนึ่งอยูที่ (0,6)  

วิธีทํา  จากจุดโฟกัสเราจะไดจุดศูนยกลางอยูที่จุด (0, 0)  และ 4c   แกน Y  เปนแกนเอก  

จาก a  คือ ระยะทางจากจุดยอดถึงจุดศูนยกลาง เทากับ 6  จะได 
2 2 2

2 26 4 20
b a c 

  
 

 จากสมการรูปมาตรฐานของวงรี จะได 

         

2 2

2 2

2 2

1

1
36 20

y x
a b
y x

 

 
 

ดังนั้น สมการวงรี คือ 
2 2

1
36 20
y x    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.3.1 ดังรูปท่ี 3.27 
 

 
 

รูปที่ 3.27 กราฟพาราโบลา 
2 2

1
36 20
y x   



114  บทที่ 3 ภาคตัดกรวย 
 

ตัวอยาง 3.3.2 จากสมการวงร ี 2 29 4 18 16 11 0x y x y      จงหา  

ก. จุดศูนยกลาง  ข. จุดยอด  ค. จุดโฟกัส  ง. ความยาวลาตัสเรกตัม     

วิธีทํา  จัดสมการใหมใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

9 4 18 16 11 0
9( 2 ) 4( 4 ) 11

9( 2 1) 4( 4 4) 11 9 16
9( 1) 4( 2) 36
( 1) ( 2) 1

2 3

x y x y
x x y y

x x y y
x y
x y

    
   

       
   
  

 

ดังนั้น  ก. จุดศูนยกลาง คือ (1,2)   ข. จุดยอด คือ (1,5)  และ (1, 1)   

ค. จุดโฟกัส คือ (1,2 5)  ง. ความยาวเลตัสเรกตัม คือ 
22 8

3
b
a

  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.3.2 ดังรูปท่ี 3.28 
 

 
 

รูปที่ 3.28 กราฟวงรี 2 29 4 18 16 11 0x y x y      
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3.4 ไฮเพอรโบลา (Hyperbola)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(Larson, Ron & Edwards H. Bruce,  2011 : 703) 
 

 
 

รูปที่ 3.29 สวนประกอบของกราฟไฮเพอรโบลา 

บทนิยาม 3.4.1 ไฮเพอรโบลา หมายถึงเซตของจุดทุกจุดบนระนาบ ซึ่งผลตางของระยะทางจากจุด   

ใด ๆ บนไฮเพอรโบลาไปยังจุดคงที่สองจุด จะมีคาคงตัวเสมอ  

- จุดคงท่ีสองจุดคือ จุดโฟกัส 1 2( , )F F  

- ระยะ 1 2OV OV a   เทากับความยาวครึ่งแกนขวางคือระยะทางจากจุดศูนยกลาง

ถึง จุดยอด  

- ระยะ 1 2OB OB b   เทากับความยาวครึ่งแกนสังยุค  

- ระยะ 1 2OF OF c   เทากับระยะโฟกัสคือระยะทางจากจุดศูนยกลางถึงจุดโฟกัส  

- ความยาวแกนขวางคือระยะทางระหวางจุดยอดจุดหน่ึงถึงจุดยอดอีกจุดเทากับ 2a  

- ความยาวแกนสังยุคยาว 2b  

- เสนกํากับคือเสนสองเสนท่ีบังคับความกวางของไฮเพอรโบลา  

- เสนตรง D  และเสนตรง E  เรียกวาเสนไดเรกตริกซ  

- คาความเยื้อศูนยกลาง เทากับ c
a

  

- สวนของเสนตรง 1 2LL  เรียกวา เลตัสเรกตัม  

- ถา a b  เรียกไฮเพอรโบลาน้ีวา "ไฮเพอรโบลามุมฉาก" 
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3.4.1 สมการไฮเพอรโบลาที่มีจุดศูนยกลางที่จุด (0, 0)  

สุเทพ ลิ่มอรุณ  (2542 : 31-34) ไดกลาววา การหาสมการไฮเพอรโบลาที่มีจุดศูนยกลาง

อยู ท่ีจุด (0, 0)  จุดโฟกัสอยู ท่ีจุด 1( , 0)F c  และจุด 2( ,0)F c  จุดยอดอยูที่จุด 1( , 0)V a  และจุด 

2( , 0)V a  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนไฮเพอรโบลา ดังรปูท่ี 3.30 จากบทนิยาม 3.4.1 จะไดวา 

 

1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

( ) ( 0) ( ) ( 0) 2

( ) 2 ( )

( ) 2 ( )

2 4 4 ( ) ( )

2 4 4 ( ) 2

4 4 4 ( )

( )

PF PF a

x c y x c y a

x c y a x c y

x c y a x c y

x cx c y a a x c y x c y

x cx c a a x c y x cx c

cx a a x c y
cx a x c y
a

cx a
a

 

       

     

     

         

        

   

   

 


2
2 2

2 2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

( )

2 2

1

1

x c y

c x cx a x cx c y
a

c xa c x y
a

a ca c x y
a

x y
a a c

x y
a a c

      

     

   
        

 


 


 

 จาก 2 2 2c a b   หรือ 2 2 2b a c    จึงไดวา 

             
2 2

2 2 1 .................................................(5)x y
a b

    

- ความยาวแกนขวางเทากับ 2a  และความยาวแกนสังยุคเทากับ 2b  

- สมการเสนกํากับผานจุด (0, 0),( , )a b  และจุด ( , )a b  จะไดวา 

สมการเสนกํากับ คือ 
by x
a

    
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- ความยาวเลตัสเรกตัม คือ 1 2L L   

จาก 1( , )L c y  อยูบนไฮเพอรโบลา แทน x  ดวย c  ลงในสมการท่ี (5)  จะได 

               

2 2

2 2

2 2

2 2

4
2

2

2

( ) 1

1

c y
a b

y c
b a

by
a
by
a

  

  

 

 

 

   จะไดพิกัดจุด 
2

1 ,bL c
a

     
 และ 

2

2 , bL c
a

      
 นั่นคือ 

                    

22 2
2

1 2

22 2

( ( ))

2 2

b bL L c c
a a

b b
a a

           
      

 

 ดังน้ัน ความยาวเลตัสเรกตัม 
2

1 2
2bL L
a

  

 

 
 

รูปท่ี 3.30 กราฟไฮเพอรโบลา  
2 2

2 2 1x y
a b

     
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การหาสมการไฮเพอรโบลาที่มีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (0, 0)  จุดโฟกัสอยูที่จุด 1(0, )F c  และจุด 

2(0, )F c  จุดยอดอยูท่ีจุด 1(0, )V a  และจุด 2(0, )V a  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนไฮเพอรโบลา  

ดังรูปท่ี 3.31 จากบทนิยาม 3.4.1 จะไดวา 

 

1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

( 0) ( ) ( 0) ( ) 2

( ) 2 ( )

( ) 2 ( )

2 4 4 ( ) ( )

2 4 4 ( ) 2

4 4 4 ( )

( )

PF PF a

x y c x y c a

x y c a x y c

x y c a x y c

x y cy c a a x y c x y c

y cy c a a x y c y cy c

cy a a x y c
cy a x y c
a

cy a
a

 

       

     

     

         

        

    

    

 
2

2 2

2 2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

( )

2 2

1

1

x y c

c y cy a x y cy c
a

c xa c x y
a

a ca c x y
a

x y
a c a

x y
a c a

        

     

   
         

 


 


 

 จาก 2 2 2c a b   หรือ 2 2 2b a c    จึงไดวา 

             
2 2

2 2 1 .................................................(6)y x
a b

    

- ความยาวแกนขวางเทากับ 2a  และความยาวแกนสังยุคเทากับ 2b  

- สมการเสนกํากับผานจุด (0, 0),( , )b a  และจุด ( , )b a  จะไดวา 

สมการเสนกํากับ คือ 
ay x
b

    

- ความยาวเลตัสเรกตัม คือ 1 2L L   
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จาก 2( , )L x c  อยูบนไฮเพอรโบลา แทน y  ดวย c  ลงในสมการท่ี (6)  จะได 

         

2 2

2 2

2 2

2 2

4
2

2

2

( ) 1

1

c x
a b

x c
b a

bx
a
bx
a

  

  

 

 

 

   จะไดพิกัดจุด 
2

1 ,bL c
a

      
 และ 

2

2 ,bL c
a

     
 นั่นคือ 

              

2
2 2

2
1 2

22 2

( ( ))

2 2

b bL L c c
a a

b b
a a

                
      

 

 ดังน้ัน ความยาวเลตัสเรกตัม 
2

1 2
2bL L
a

  

 

 
 

รูปท่ี 3.31 กราฟไฮเพอรโบลา  
2 2

2 2 1y x
a b

     
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3.4.2 สมการไฮเพอรโบลาที่มีจุดศูนยกลางที่จุด ( , )h k  

วรรณี ธรรมโชติ  (2550 : 74-79) ไดกลาววา การหาสมการไฮเพอรโบลาท่ีมีจุดศูนยกลาง

อยูที่จุด ( , )h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด 1( , )F h c k  และจุด 2( , )F h c k  จุดยอดอยูที่จุด 1( , )V h a k  

และจุด 2( , )V h a k  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนไฮเพอรโบลา ดังรูปท่ี 3.32 จากบทนิยาม 3.4.1  

จะไดวา 

                               1 2 2PF PF a   

2 2 2 2( ( )) ( ) ( ( )) ( ) 2x h c y k x h c y k a           
2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

( ( )) ( ) 2 ( ( )) ( )

( ( )) ( ) 4 4 ( ( )) ( )
( ( )) ( )

2( ) ( ) 4 4 ( ( )) ( )
2( ) ( )

2 2 2 4 4 ( ( )) ( )
2

x h c y k a x h c y k

x h c y k a a x h c y k
x h c y k

x h c x h c a a x h c y k
x h c x h c

hx cx h hc c a a x h c y k

         

         
    

         
    

          
 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2
2 2

2

2 2

2 2 4 4 ( ( )) ( )
2 2

4 4 4 4 ( ( )) ( )

4 4 ( ) 4 ( ( )) ( )
( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )

2 ( )

hx cx h hc c

cx hc a a x h c y k
cx hc

a cx hc a x h c y k

a c x h a x h c y k
c x ha x h c y k

a
c x ha x h c y k

a

a c x h

   

       
 

       

       
      

            

  
2

2 2 2 2
2

2
2 2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

( ) 2( ) ( ) ( )

2 2 ( ) 2 2 2 ( )

( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )

( ) ( )

c x h x h c x h c y k
a
ca cx ch x h x hx cx h hc c y k
a

ca c x h x h y k
a

ca c x h y k
a

a ca c x h y k
a

       

           

      
          
          
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2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

( ) ( )1

( ) ( ) 1

x h y k
a a c

x h y k
a a c

  


  


 

จาก 2 2 2c a b   หรือ 2 2 2b a c    จึงไดวา 

       
2 2

2 2

( ) ( ) 1 .....................................................................(7)x h y k
a b
     

- ความยาวแกนขวางเทากับ 2a  และความยาวแกนสังยุคเทากับ 2b  

- สมการเสนกํากับผานจุด ( , ),( , )h k h a k b   และจุด ( , )h a k b   จะไดวา 

สมการเสนกํากับ คือ ( )by x h k
a

     

- พิกัดจุด 
2

1 , bL h c k
a

      
 และ 

2

2 , bL h c k
a

      
 จะไดวา 

              

2
2 2

2
1 2

22 2

(( ) ( ))

2 2

b bL L h c h c k k
a a

b b
a a

                            
      

 

 ดังน้ัน ความยาวเลตัสเรกตัม 
2

1 2
2bL L
a

  
 

 
 

รูปที่ 3.32 กราฟไฮเพอรโบลา  
2 2

2 2

( ) ( ) 1x h y k
a b
      
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การหาสมการไฮเพอรโบลาที่มีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( , )h k  จุดโฟกัสอยูท่ีจุด 1( , )F h k c  และ

จุด 2( , )F h k c  จุดยอดอยูที่จุด 1( , )V h k a  และจุด 2( , )V h k a  ให ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บน

ไฮเพอรโบลา ดังรูปที่ 3.33 จากบทนิยาม 3.4.1 จะไดวา 

                               1 2 2PF PF a   

2 2 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) 2x h y k c x h y k c a           
2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

( ) ( ( )) 2 ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) 4 4 ( ) ( ( ))
( ) ( ( ))

2( ) ( ) 4 4 ( ) ( ( ))
2( ) ( )

2 2 2 4 4 ( ) ( ( ))
2

x h y k c a x h y k c

x h y k c a a x h y k c
x h y k c

y k c y k c a a x h y k c
y k c y k c

ky cy k kc c a a x h y k c

         

         
    

         
    

          
 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2
2 2

2
2 2 2 2

2

2 2

2 2 4 4 ( ) ( ( ))
2 2

4 4 4 4 ( ) ( ( ))
( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ))

2 ( ) ( ) ( ) 2( ) (

ky cy k kc c

cy kc a a x h y k c
cy kc

a cy kc a x h y k c
c y ka x h y k c

a
c y ka x h y k c

a
ca c y k y k x h y k c y k
a

   

       
 

       
      

            

           2

2
2 2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2

2

2 2
2 2 2 2

2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

)

2 2 ( ) ( ) 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) 1 ( )

( ) ( )

( ) ( )1

( ) ( )

c

ca cy ck y k x h y ky cy k ck c
a

ca c x h y k y k
a

ca c x h y k
a

a ca c x h y k
a

x h y k
a c a

x h y k
a c a

           

      
          
          

  


  


1
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จาก 2 2 2c a b   หรือ 2 2 2b a c    จึงไดวา 

 
2 2

2 2

( ) ( ) 1 ....................................................(8)y k x h
a b
     

- ความยาวแกนขวางเทากับ 2a  และความยาวแกนสังยุคเทากับ 2b  

- สมการเสนกํากับผานจุด ( , ),( , )h k h b k a   และจุด ( , )h b k a   จะไดวา 

สมการเสนกํากับ คือ ( )ay x h k
b

     

- พิกัดจุด 
2

1 ,bL h k c
a

      
 และ 

2

2 ,bL h k c
a

      
 จะไดวา 

2
2 2

2
1 2

22 2

(( ) ( ))

2 2

b bL L h h k c k c
a a

b b
a a

                            
      

 

 ดังน้ัน ความยาวเลตัสเรกตัม 
2

1 2
2bL L
a

  

 

 
 

รูปที่ 3.33 กราฟไฮเพอรโบลา  
2 2

2 2

( ) ( ) 1y k x h
a b
      
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ตัวอยาง 3.4.1 จากสมการไฮเพอรโบลา 2 24 9 16 18 29 0x y x y      จงหา 

ก. จุดศูนยกลาง    ข. จุดยอด    ค. จุดโฟกัส    ง. สมการเสนกํากับ    จ. ความยาวลาตัสเรกตัม  

วิธีทํา  จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 

2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

4 9 16 18 29 0
4( 4 ) 9( 2 ) 29

4( 4 4) 9( 2 1) 29 16 9
( 2) ( 1) 1

23

x y x y
x x y y

x x y y
x y

    
   

       
  

 

ดังนั้น ก. จุดศูนยกลาง คือ (2,1)    ข. จุดยอด คือ (2 3,1)    ค. จุดโฟกัส คือ (2 13,1)  

 ง. สมการเสนกํากับ คือ 
2 ( 2) 1
3

y x       จ. ความยาวเลตัสเรกตัมเทากับ 
8
3

 หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.4.1 ดังรูปท่ี 3.34 
 

 
 

รูปท่ี 3.34 กราฟไฮเพอรโบลา 2 24 9 16 18 29 0x y x y      
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ตัวอยาง 3.4.2 จงหาสมการไฮเพอรโบลาซึ่งผานจุด (5, 2)  และมีเสนกํากับเปน 3 4 11 0x y               

กับ 3 4 5 0x y    

วิธีทํา  จากสมการเสนกํากับ จะไดวา 

2 2

2 2

(3 4 11)(3 4 5) 0
9 16 18 64 55 0

( 1) ( 2) 0
16 9

x y x y
x y x y

x y

    
    

  

 

 ใหสมการไฮเพอรโบลารูปมาตรฐาน เปน 
2 2

2 2

( 1) ( 2) 1x y
a b
    

ดังนั้น สมการไฮเพอรโบลา คือ 
2 2( 1) ( 2) 1

16 9
x y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 3.4.2 ดังรูปท่ี 3.35 
 

 
 

รูปท่ี 3.35 กราฟไฮเพอรโบลา 
2 2( 1) ( 2) 1

16 9
x y    



126  บทที่ 3 ภาคตัดกรวย 
 

สรุปทายบทที่ 3  

สําหรับในบทท่ี 3 นั้นเราไดศึกษาเรื่องของภาคตัดกรวย ซึ่งแบงออกเปน 4 กราฟใหญ ๆ ไดแก          

วงกลม พาราโบลา วงร ีและไฮเพอรโบลาซึ่งมีสมการดังน้ี 

- วงกลม (Circle) 

                                  
                            2 2 2x y r          2 2 2( ) ( )x h y k r     

 

- พาราโบลา (Parabola) 

    
       2( ) 4 ( )x h c y k              2( ) 4 ( )x h c y k     

 

    
       2( ) 4 ( )y k c x h             2( ) 4 ( )y k c x h     
 



บทท่ี 3 ภาคตัดกรวย  127 
 

- วงรี (Ellipse) 

    

      
2 2

2 2

( ) ( ) 1 ,x h y k a b
a b
            

2 2

2 2

( ) ( ) 1 ,x h y k a b
b a
     

 

- ไฮเพอรโบลา (Hyperbola) 

  

     
2 2

2 2

( ) ( ) 1x h y k
a b
                         

2 2

2 2

( ) ( ) 1y k x h
a b
    
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แบบฝกหัดบทท่ี 3 
 

จงหาสมการวงกลมท่ีสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปน้ี (ขอ 3.1-3.5) 

3.1 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (1,2)  รัศมี 4  หนวย  

3.2 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( 1, 4)   รัศมี 5  หนวย 

3.3 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (1, 3)  และวงกลมผานจุด (2, 4)  

3.4 วงกลมสัมผัสแกน X  และจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( 1,2)  

3.5 เสนผานจุดศูนยกลางมีจุดปลายอยูท่ีจุด (3, 2)  และจุด (0, 1)  
 

จงจัดรูปสมการวงกลมในขอตอไปนี้ ใหอยูในรูปมาตรฐาน พรอมท้ังวาดกราฟประกอบ (ขอ 3.6-3.10) 

3.6 2 2 10 24 25 0x y x y       

3.7 2 2 3 4 0x y x y      

3.8 2 23 3 6 5 0x y x y      

3.9 2 25 5 10 20 15 0x y x y       

3.10 2 2 4 2 5 0x y x y        
 

จงหาสมการวงกลมท่ีสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปน้ี (ขอ 3.11-3.15) 

3.11 วงกลมสัมผัสกับเสนตรง 2 3x y   ที่จุด ( 1,2)  และจุดศูนยกลางอยูบนแกน Y   

3.12 สมการวงกลมสัมผัสกับแกนพิกัดทั้งสอง และผานจุด (6,3)   

3.13 สมการวงกลมผานจุด (0,0),(0,5)  และจุด (3, 3)  

3.14 จงหาคา k  ที่ทําให 2 2 6 8 0x y x y k      เปนสมการวงกลม 

3.15 วงกลมผานจุด (1,1)P  และสัมผัสกับเสนตรง 2 3y x   ท่ีจุด (3, 3)Q  
 

จงหาจุดโฟกัส ความยาวลาตัสเรกตัม จุดปลายของลาตัสเรกตัมท้ังสองจุด และสมการไดเรกตริกซ  

ของพาราโบลา พรอมทั้งเขียนกราฟประกอบ (ขอ 3.16-3.20) 

3.16 2 10x y    

3.17 2 8 0x y    

3.18 22 3y x    

3.29 2 10 2 20 0x y x      

3.20 22 3 12 6y x y     
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จงหาสมการพาราโบลาท่ีสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปน้ี (ขอ 3.21-3.24) 

3.21 จุดยอดท่ี (1,2) จุดโฟกัสที่ ( 4,0)  

3.22 จุดยอดท่ี ( 2, 3)  ไดเรกตริกซมีสมการเปน 4 0x     

3.23 จุดยอดท่ี ( 3,1)  เลตัสเรกตัมยาว 10  หนวย เปนพาราโบลาเปดขวา  

3.24) จุดโฟกัสอยูบนแกน X  และพาราโบลาผานจุด (3, 4) 
 

จากสมการพาราโบลา จงหาจุดยอด จุดโฟกัส จุดปลายของลาตัสเรกตัม พรอมท้ังเขียนกราฟประกอบ 

(ขอ 3.25-3.30) 

3.25 2 8 8 0y x     

3.26 2 12 48 0y x     

3.27 2 4 16 4 0x x y      

3.28 2 4 8 28 0y y x      

3.29 2 8 6 8x x y     
 

จงหาจุดศูนยกลาง จุดโฟกัส จุดยอด ความยาวลาตัสเรกตัม สมการไดเรกตริกซของสมการวงรีท่ีกําหนดให

ตอไปน้ี (ขอ 3.30-3.33) 

3.30 
2 2

1
25 9
x y    

3.31 
2 2

1
9 4
y x    

3.32 2 24 4x y    

3.33 
2 2( 3) ( 2) 1

4 9
x y     

 

จากสมการท่ีกําหนดให จงหาจุดศูนยกลาง จุดโฟกัส จุดยอด ความยาวลาตัสเรกตมั และสมการ 

ไดเรกตริกซ (ขอ 3.34-3.35)  

3.34 2 24 6 16 21x y x y      

3.35 2 225( 1) 169( 2) 4225x y      

3.36 2 2169( 1) 144( 3) 24,336x y      

3.37 2 24 2 16 3x y x y       

3.38 2 25 7 10 14 35x y x y       
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จงหาสมการวงรีท่ีสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปน้ี (ขอ 3.38-3.41) 

3.38 จุดยอดท่ี (6,3)  จุดโฟกัสที่ ( 4, 3),(4, 3)  

3.39 จุดยอดท่ี ( 1,3),(5, 3)  แกนโทยาว 4  หนวย  

3.40 จุดโฟกัสท่ี ( 4,2)  แกนเอกยาว 10  หนวย  

3.41 จุดโฟกัสท่ี (0, 8)  แกนเอกยาว 34  หนวย  

 

จงหาจุดศูนยกลาง จุดยอด จุดโฟกัส ความยาวลาตัสเรกตัม สมการเสนกํากับ พรอมท้ังเขียนกราฟ 

ไฮเพอรโบลา  (ขอ 3.42-3.43) 

3.42 
2 2

1
16 4
y x    3.43 

2 2( 3) ( 3) 1
16 5

x y    

 

จากสมการท่ีกําหนดให จงหาจุดศูนยกลาง จุดโฟกัส จุดยอด สมการเสนกํากับ พรอมเขียนกราฟประกอบ 

(ขอ 3.44-3.46)   

3.44 2 29 4 90 189 0x y x     

3.45 2 22 6 4 5 0x y x y      

3.46 2 24 9 8 54 81y x y x     

 

จงหาสมการไฮเพอรโบลาท่ีสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ (ขอ 3.47-3.49)   

3.47 จุดศูนยกลางอยูท่ี ( 2,2)  จุดยอกจุดหนึ่งอยูท่ี (4,2)  จุดโฟกัสจุดหนึ่งอยูที่ (6,2)  

3.48 จุดยอดอยูท่ีจุด ( 2,2)  ไดเรกตริกซมีสมการเปน 4 0x     

3.49 เสนกํากับ คือ  2 1x y   และ  2 7x y    และผานจุด  (4, 3)  

 

1. กําหนดใหไฮเพอรโบลารูปหน่ึงมีสมการเปน 2 2 2 0x y x    ถาสมการพาราโบลามีโฟกัสเปน 

จุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรงท่ีเชื่อมระหวางจุดตัดของเสนตรง 2y x  กับเสนกํากับของ

ไฮเพอรโบลา และมีเสนไดเรกตริกซเปนเสนตรงท่ีผานจุดยอดทั้งสองของไฮเพอรโบลา  แลวจงหาสมการ

ของพาราโบลา  
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2. กําหนดไฮเพอรโบลา H  มีสมการเปน 2 22 8 6 0y x x      ถาเสนตรง 2y   ตัดกับ 

เสนกํากับไฮเพอรโบลา H  ที่จุด A  และจุด B  โดยท่ีจุด B  อยูทางดานขวามือของจุด A  และเสนตรง 

2y   ตัดกับไฮเพอรโบลา H  ที่จุด C  และจุด D  โดยท่ีจุด D  อยูทางดานขวามือของจุด C  แลว 

จงหาสมการของวงรีท่ีมีจุดยอดอยูบนจุด C  และจุด D  และมี A  เปนจุดโฟกัสจุดหนึ่ง 

 

3. กําหนดให 2 216 9 36 32 124 0y x x y      เปนสมการไฮเพอรโบลา ให L  เปนสมการ 

เสนตรงท่ีผานจุดกําเนิด (0, 0)  และผานจุดศูนยกลางของไฮเพอรโบลารูปนี้ แลวผลบวกของระยะทาง

จากโฟกัสทั้งสองของไฮเพอรโบลาไปยังเสนตรง L  มีคาเทากับเทาไร 

 

4. กําหนดใหวงรีรูปหนึ่งผานจุด (8,0) มีจุดศูนยกลางอยูท่ี (4, 1)  และมีโฟกัสจุดหนึ่งอยูท่ี (1, 1)    

ถาพาราโบลารูปหนึ่งมีโฟกัสอยูท่ีจุดปลายแกนโทของวงรีในควอดรันต ท่ี 1 และมีเสนไดเรกตริกซทับกับ

แกนเอกของวงรแีลวจงหาสมการของพาราโบลารูปน้ี 

 

5. ใหวงกลม C  มีสมการเปน 2 2 6 12 0x y ax y      เม่ือ 0a    โดยระยะทางจากจุด 

ศูนยกลางของวงกลม C  ไปยังเสนตรง 4 3 71x y   เทากับ 14 หนวย ถาพาราโบลารูปหนึ่งมีโฟกัส

อยูที่จุดศูนยกลางของวงกลม C  และมี 7y   เปนเสนไดเรกตริกซ แลวจงหาสมการของพาราโบลา 
 

6. ใหพาราโบลารูปหน่ึงมีสมการเปน 2 4 40 236 0y y x     โดยมี V  และ F  เปนจุดยอด 

และโฟกัสของพาราโบลาตามลําดับ ถาวงรีรูปหนึ่งผานจุด (4,6)  และมีโฟกัสอยูที่ V  และ F  แลวจงหา

สมการวงรีรูปน้ี 

 

7. ให C  เปนวงกลมมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด A  เสนตรง 3 4 35x y   สัมผัสวงกลมที่จุด  5,5  ถา 

ไฮเพอรโบลารูปหนึ่งมีแกนตามขวางขนานกับแกน Y  จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด A  มีระยะระหวางจุด

ศูนยกลางกับโฟกัสหนึ่งเปนสองเทาของรัศมีวงกลม C  และเสนตรง 3 4 2x y   เปนเสนกํากับเสน

หน่ึงแลวจงหาสมการไฮเพอรโบลารูปนี้ 

 

8. กําหนดให P  เปนพาราโบลารูปหนึ่งมีสมการ 2 4 3 5 0x x y     ซึ่ง P  ตัดแกน X  ท่ีจุด  

A  และจุด B   ถา E  เปนวงรีท่ีมีจุดยอดอยูท่ีจุด A  และ B  โดยผลบวกของระยะทางจากจุดยอด

ของพาราโบลา P  ไปยังโฟกัสท้ังสองของวงรี E  เทากับ 2 13  หนวย แลวจงหาสมการวงรี E  
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9. ถาพาราโบลารูปหนึ่งมีแกนสมมาตรทับแกน Y  และผานจุดปลายของสวนของเสนตรง  

2 3 6 0x y    เม่ือ x  สอดคลองกับสมการ 2 3 3 0x x x x       แลวจงหา

ความยาวของเลตัสเรกตัมของพาราโบลา 

 
 

10. ให P  เปนพาราโบลาที่มีสมการเปน 2 8 4 12 0x x y     ถา H  เปนไฮเพอรโบลาที่มีแกน 

ตามขวางขนานกับแกน Y  มีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดยอดของ P  ระยะทางระหวางโฟกัสท้ังสองของ H  

เทากับ 4 13  หนวย และเสนกํากับเสนหนึ่งของ H  ขนานกับเสนตรง 2 3 2 0x y    จงหา

สมการของไฮเพอรโบลารูปนี้ 


