
บทที่ 4 

การปรับสมการใหเปนรูปอยางงาย (Simplification of Equation) 

 
 การจัดรูปสมการใหอยูในรูปสมการมาตรฐานของภาคตัดกรวยในบทที่ 3 เราจะสังเกตเห็นวารูป

เรขาคณิตแตละรูปน้ันมีสมมาตรกับแกน X  และแกน Y  หรือมีสมมาตรกับเสนตรงท่ีขนานกับแกน X  

และแกน Y เทานั้น แตถารูปเรขาคณิตดังกลาวไมไดมีสมมาตรกับเสนตรงท่ีขนานกับแกน X  และแกน 

Y  แลวจะมีพจนท่ีมีตัวแปร x  กับตัวแปร y  คูณกันอยูในสมการนั้น ซึ่งเปนเรื่องยากท่ีเราจะจัดสมการ

ใหอยูในรูปมาตรฐานของภาคตัดกรวย ซึ่งในบทท่ี 4 จะแสดงถึงวิธีที่ทําใหการจัดรูปสมการใหอยูในรูป

อยางงาย และนําไปสูการวาดกราฟไดงายขึ้น และวิธีดังกลาวก็คือการเลื่อนแกน และการหมุนแกน 

 การยายแกนเปนการเปลี่ยนแปลงตําแหนงจุดเริ่มตนไปอยู ณ ตําแหนงใหมท่ีจุดใดจุดหน่ึง

เพื่อที่จะทําใหสมการของกราฟอยูในรูปที่งายข้ึน ซึ่งโดยปกติจะเปนการยายจุดเร่ิมตนไปยังจุดศูนยกลาง

ของกราฟน่ันเอง ดังนั้นกราฟของสมการจะอยูในรูปท่ีไมมีเทอมกําลังหน่ึงของตัวแปร การหมุนแกนเปน

การเปล่ียนแปลงระบบพิกัดโดยหมุนแกน X   และแกน Y   ไปเปนมุม   ขณะท่ีมีจุดเริ่มตนคือจุด  

(0,0)   ทั้งน้ีเพ่ือจะกําจัดเทอม xy   ของสมการน่ันเอง  
 

 
 

รูปท่ี 4.1 แสดงการหมุนและเล่ือนแกน 
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4.1 การเลื่อนแกน (Translation of Axes)  

ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักด์ิ บายเที่ยง  (2544 : 154 -155) ไดกลาววา ในการเล่ือนแกนนั้น

จะเก่ียวของกับการแปลง (Transformation) อยูสองลักษณะ คือ การเล่ือนตามแนวนอน (Horizontal 

Shift) และการเล่ือนตามแนวด่ิง (Vertical Shift) เชน สมการ ( )y f x h   จะมีลักษณะกราฟสมภาค 

(Congruence) กับสมการ ( )y f x  โดยถา 0h   เล่ือนกราฟไปทางขวา h  หนวย ถา 0h   

เล่ือนไปทางซาย h  หนวย ดังรูปที่ 4.2 
 

 
 

รูปที่ 4.2 แสดงการเล่ือนตามแนวนอน 

ในทํานองเดียวกัน กราฟ ( )y k f x    หรือ ( )y f x k   จะมีลักษณะของกราฟสมภาค 

กับ ( )y f x  โดยถา 0k   เล่ือนกราฟข้ึนไปขางบน k  หนวย ถา 0h   เล่ือนกราฟลงขางลาง 

k  หนวย ดังรูปท่ี 4.3 

 
 

รูปที่ 4.3 แสดงการเล่ือนตามแนวด่ิง 
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Protter, Murray H. & Morrer, Charles B. Jr.  (1975 : 140-141) & Riddle, Douglas F. 

(1996 :186-187) ไดกลาววา สําหรับกราฟท่ีมีรูปสมการเปน ( , )f x h y k c    กราฟจะสมภาค

กับ ( , )f x y c  โดย ตองเลื่อนตามแนวแกนนอนไป h  หนวย และเล่ือนตามแนวแกนต้ังไป k  หนวย  

สมมติใหแกน OX  และ OY  เปนแกนชุดเดิม และใหแกน O X   และ O Y   เปนแกนชุด

ใหม ซึ่งมจุีดพิกัดของ O   คือจุด ( , )h k  เม่ือเทียบกับแกนชุดเกา ดังรูปท่ี 4.4 

 

 
 

รูปที่ 4.4 แกนชุดเกาเทียบกับแกนชุดใหม 

ให P  เปนจุดหนึ่งซ่ึงมีพิกัดเปน ( , )x y  เม่ือเทียบกับแกนชุดเกา และ P  เปนจุดพิกัด ( , )x y   

เมื่อเทียบกับแกนชุดใหม จะไดวา 

PN PN N N
x x h

PM PM M M
y y k

  
 
  

 

 

นั่นคือ 

,x x h y y k      

ความสัมพันธระหวางระบบพิกัดเกา ( , )x y  กับระบบพิกัดใหม ( , )x y   เมื่อมีการเล่ือนแกน X  

ไป h  หนวย เล่ือนแกน Y  ไป k  หนวย เปน 

   ,x x h y y k      
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 ในการเลื่อนยายจุดกําเนิด (0, 0)  ไปอยูที่จุดกําเนิดใหม ( , )h k  ซึ่งแกนของพิกัดใหม O X   

และ O Y   ยังคงขนานกับแกนชุดเดิมอยูเขียนพิกัด ( , )x y   เม่ือเทียบกับแกนพิกัดใหม และเขียนพิกัด 

( , )x y  เมื่อเทียบกับแกนพิกัดเดิม เม่ือตองการอานพิกัด ( , )x y   เทียบกับแกนพิกัดเดิม ( , )x y  ใหใช

ความสัมพันธใน ,x x h y y k      ในทํานองเดียวกัน เมื่อตองการอานพิกัด ( , )x y  เมื่อ

เทียบกับแกนพิกัดใหมใหใชความสัมพันธใน ,x x h y y k      ดังรูปท่ี 4.5 

 

 
 

รูปที่ 4.5 แกนชุดใหมเทียบกับแกนชุดเกา 

 

ตัวอยาง 4.1.1 จงเปลี่ยนสมการเสนตรง 2 3 4 0x y    ใหมาเทียบกับแกนชุดใหม X Y   ซึ่ง

ขนานกับแกนชุดเกาโดยมีจุดกําเนิดใหมท่ี (3, 4)  

วิธีทํา  สรางแกนพิกัดใหมโดยมีจุดกําเนิดใหมอยูท่ีจุด (3, 4)  จะได 

3

4

x x h
x

y y k
y
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จัดสมการเสนตรงใหมจะได  

    
3 4 0

2( 3) 3( 4) 4 0
2 3 14 0

x y
x y

x y

  
     

   
 

ดังนั้น 2 3 14 0x y    เปนสมการเสนตรงเม่ือเทียบกับแกนพิกัดใหม 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.1.1 ดังรูปท่ี 4.6 

 

 
 

รูปที่ 4.6 กราฟเสนตรง 2 3 14 0x y     เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.1.2 จงเล่ือนแกนใหเหมาะสมเพ่ือจัดสมการวงกลม 2 2 8 2 8 0x y x y      ใหอยูใน

รูปมาตรฐาน 2 2 2( ) ( )x y r    พรอมท้ังหาจุดกําเนิดของพิกัดใหม 

วิธีทํา  จัดสมการวงกลมใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2

2 2

2 2

8 2 8 0
8 16 2 1 8 16 1

( 4) ( 1) 9 ....................................................(1)

x y x y
x x y y

x y

    
        

   
 

ให 4, 1x x y y      แทนลงในสมการ (1)  จะได 

       

2 2

2 2

2 2 2

( 4) ( 1) 9
(( 4) 4) (( 1) 1) 9

( ) ( ) 3

x y
x y

x y

   
      

  
 

ดังนั้น สมการวงกลมคือ 2 2 2( ) ( ) 3x y    จุดกําเนิดของพิกัดใหมคือจุด (4, 1)  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.1.2 ดังรูปท่ี 4.7 
 

 
 

รูปที่ 4.7 กราฟวงกลม 2 2 2( ) ( ) 3x y     เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.1.3 จงเล่ือนแกนของสมการ 2 6 6 15 0x x y     ใหอยูในรูปสมการมาตรฐานของ 

ภาคตัดกรวย 

วิธีทํา  จัดสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2

2

2

6 6 15 0
6 9 6 15 9

( 3) 6( 1) .............................................(2)

x x y
x x y

x y

   
    

  
 

เปนกราฟพาราโบลา ซึ่งมีจุดยอดอยูที่จุด (3,1)  

ให 3, 1x x y y      แทนลงในสมการ (2)  จะได 

            
2

2

(( 3) 3) 6(( 1) 1)
( ) 6( )

x y
x y

     
 

 

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 2( ) 6( )x y   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.1.3 ดังรูปท่ี 4.8 
 

 
 

รูปท่ี 4.8 กราฟพาราโบลา 2( ) 6( )x y    เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.1.4 จงเล่ือนแกนของสมการ 2 225 16 150 32 191 0x y x y      ใหอยูในรูปสมการ

มาตรฐานของภาคตัดกรวย 

วิธีทํา  จัดสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2

2 2

2 2

25 16 150 32 191 0
25( 6 9) 16( 2 1) 191 225 16

( 3) ( 1) 1 ...........................................(3)
16 25

x y x y
x x y y

x y

    
       

  

 

เปนกราฟไฮเพอรโบลา ซึ่งมีจุดยอดอยูท่ีจุด (3,1)  

ให 3, 1x x y y      แทนลงในสมการ (3)  จะได 

                 
2 2( ) ( ) 1

16 25
x y 

   

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 
2 2

2 2

( ) ( ) 1
4 5
x y 

   
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.1.4 ดังรูปท่ี 4.9 
 

 
 

รูปที่ 4.9 กราฟไฮเพอรโบลา 
2 2( ) ( ) 1

16 25
x y 

    เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.1.5 จงเล่ือนแกนของสมการ 2 22 3 8 18 11x y x y     ใหอยูในรูปสมการมาตรฐาน

ของภาคตัดกรวย 

วิธีทํา  จัดสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2

2 2

2 2

2 2

2 3 8 18 11
2( 4 4) 3( 6 9) 11 8 27

2( 2) 3( 3) 24
( 2) ( 3) 1 .............................................(4)

12 8

x y x y
x x y y

x y
x y

    
        

   
  

 

เปนกราฟวงรี ซึ่งมีจุดศูนยกลางอยูท่ี ( 2, 3)  

ให 2, 3x x y y      แทนลงในสมการ (4)  จะได 

               
2 2( ) ( ) 1

12 8
x y 

   

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 
2 2( ) ( ) 1

12 8
x y 

   
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.1.5 ดังรูปท่ี 4.10 
 

 
 

รูปที่ 4.10 กราฟวงรี 
2 2( ) ( ) 1

12 8
x y 

    เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.1.6 จงเลื่อนแกนของสมการ 2 29 4 18 16 7x y x y     ใหอยูในรูปสมการมาตรฐาน

ของภาคตัดกรวย 

วิธีทํา  จัดสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2

2 2

2 2

9 4 18 16 7 0
9( 2 1) 4( 4 4) 7 9 16

9( 1) 4( 2) 0 .............................................(5)

x y x y
x x y y

x y

    
       

   
 

ให 1, 2x x y y      แทนลงในสมการ (5)  จะได 

                 

2 2

2 2

9( 1) 4( 2) 0
9(( 1) 1) 4(( 2) 2) 0

(3 2 )(2 2 ) 0

x y
x y

x y x y

   
      

     
 

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 3 2 0x y     หรือ  2 2 0x y    
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.1.6 ดังรูปท่ี 4.11 
 

 
 

รูปท่ี 4.11 กราฟเสนตรง 3 2 0x y     หรือ  2 2 0x y     เทียบกับแกน X Y   
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4.2 การหมุนแกน (Rotation of Axes) 

 

 

 
 

(สุเทพ ลิ่มอรุณ, 2542 : 45 และ Riddle, Douglas F,  1996 : 200) 

 

เราทราบวา ภาคตัดกรวยใด ๆ  ท่ีมีแกนขนานกับแกนพิกัด สามารถแทนในรูปสมการระดับข้ันสอง  
2 2 0Ax Cy Dx Ey F      

สําหรับสมการระดับข้ันสองใด ๆ 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       โดยท่ี 0B   

ยังแทนภาคตัดกรวย หรือ ภาคตัดกรวยลดรูป (Degenerate Conic) ท่ีมีแกนขนานกับแกนพิกัดได ใน

การศึกษาการวาดกราฟของสมการระดับขั้นที่สองใด ๆ โดยท่ี 0B   เราสามารถกําจัดเทอม Bxy  

ออกไปจากสมการไดโดยใชวิธีการหมุนแกน สมมติสมการระดับข้ันท่ีสองใด ๆ ที่ 0B   คอื 

สมมติวาหมุนแกน OX  และแกน OY  ไปเปนมุม   โดย 0
2
   ดังรูปที่ 4.12  

 

 
 

รูปท่ี 4.12 แสดงหมุนแกน OX  และแกน OY  ไปเปนมุม   โดย 0
2
   

บทนิยาม 4.2.1 การหมุนแกน คือ การแปลงระบบแกนพิกัด ซึ่งจุดกําเนิด (Origin) อยูตําแหนงเดิม 

และหมุนแกนไปเปนมุมคงท่ีมุมหนึ่งรอบจุดคงท่ี 
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Protter, Murray H. & Morrer, Charles B. Jr.   (1975 : 145-146) ไดกลาววา ถา ( , )x y   

เปนพิกัดของจุด P  เมื่อเทียบกับแกน OX   และ OY   ใหม  

และ ( , )x y  เปนพิกัดของจุด P  เม่ือเทียบกับแกน OX  และ OY  เดมิ  

เพราะวา cosOM OP    และ sinPM OP    

จะได cosx r    และ siny r     

เพราะวา cos( )OM OP     และ sin( )PM OP     จะได 
(cos cos sin sin )

( cos )cos ( sin )sin
cos sin

OM r
r r
x y

   
   
 

 
 

  
 

และ 
(sin cos cos sin )

( cos )sin ( sin )cos
sin cos

PM r
r r
x y

   
   
 

 
 

  
 

นั่นคือ 

cos sin , sin cos ...................................(5)x x y y x y           

เมื่อตองการเขียน x   และ y   ในเทอมของ ,x y  ก็สามารถหาไดจากระบบสมการ (5)  ดังน้ี 

 

sin
cos

cos sin
sin cos
cos sin

cos
sin

cos sin
sin cos

sin cos

x
y

x

x x y

x
y

y

y x y




 
 
 




 
 

 



 


  

 


  

 

นั่นคือ 

cos sin , sin cos ...............................(6)x x y y x y          

แทน x  และ y  ในเทอมของ x   และ y   ลงในสมการ 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F          
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จัดสมการใหมไดดังน้ี 

 
 

2

2

( cos sin ) cos sin ( sin cos )
( sin cos ) cos sin ( sin cos ) 0

A x y B x y x y
C x y D x y E x y F

     
     

         
            

  

ซึ่งจัดใหมไดเปน 2 2 0A x B x y C y D x E y F                   

โดยท่ี 
2 2

2 2

2 2

cos sin cos sin

(cos sin ) ( )sin cos
2
sin sin cos cos
cos sin
cos sin

A A B C
BB C A

C A B C
D D E
E E D
F F

   

   

  
 
 

   

    
   
  
  
 

 

แตเราตองการหมุนแกนใหเทอม xy  หายไป หรือสัมประสิทธิ์ของเทอม xy  เทากับศูนย จะตอง

เลือก   ที่ทําให 0B   เราจะได  
2 2(cos sin ) 2( )sin cos 0

cos2 ( )2 sin cos 0
cos2 ( )sin2
cos2
sin 2
cot2

B C A
B C A

B A C
A C
B

A C
B

   
  

 




   
  

 




 

สมการ 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       อาจจะแปลงเปนสมการรูปใหมเปน 
2 2 0A x C y D x E y F              ได ถาเราหมุนแกนไปเปนมุม   ซึ่ง   หาไดจากสูตร 

cot2 A C
B

   กอนแลวจึงหา sin  และ cos  จากสูตรตรีโกณมิติ ดังน้ี 

1 cos2sin
2

   และ 
1 cos2cos

2
   เมื่อ 0

2
   

 

 

 

 

 

ขอสังเกต สมการระดับขั้นท่ีสอง ถา 0B   และ A C  ใหใชการหมุนแกนเปนมุม 45     

แลวสามารถกําจัดเทอม xy  ได 
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ตัวอยาง 4.2.1 จงหาสมการใหมของสมการ 2 2 8x xy y    หลังจากการหมุนแกนเปนมุม 45  

วิธีทํา   จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     ในท่ีน้ี 45    

 เน่ืองจาก 
1cos 45 sin 45
2

    จะไดวา 
2

x yx
   และ 

2
x yy
   

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

8
2 2 2 2

2 2 8
2 2 2

3 1
16 16

x y x y x y x y

x x y y x y x x y y

x y

                                                
               

 
 

 

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 
2 23 1

16 16
x y 

   
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.2.1 ดังรูปท่ี 4.13 
 

 
 

รูปที่ 4.13 กราฟวงรี 
2 23 1

16 16
x y 

    เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.2.2  จงหามุม   ของการหมุนแกนของสมการ 2 2 2 0x y xy x y      ใหไมมีเทอม 

x y   พรอมวาดกราฟ 

วิธีทํา  หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   

 เน่ืองจาก 1, 2A B   และ 1C   แลวจะไดวา 

       

cot2

1 1
2

0
2 90

45

A C
B


















 

จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 

cos sin
cos 45 sin 45

2
sin cos
sin 45 cos 45

2

x x y
x y
x y

y x y
x y
x y

 

 

  
  
 

  
  
 

 

 

 

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 
2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2

2

2 0

2 0
2 2 2 2 2 2
2 2 0
2 2 2

22 0
2

2

x y xy x y

x y x y x y x y x y x y

x x y y x x y y x y x yx y

yx

x

    
                                                                                
                       

  

 2y  

 

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 2 2
2

x y   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.2.2 ดังรูปท่ี 4.14 
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รูปที่ 4.14 กราฟพาราโบลา 2 2
2

x y    เทียบกับแกน X Y   

 

ตัวอยาง 4.2.3 จงหามุม   ของการหมุนแกนของสมการ 2 23 4 3 15x y xy    ใหไมมีเทอม 

x y   พรอมวาดกราฟ 

วิธีทํา  หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   

 เน่ืองจาก 3, 4 3A B   และ 1C   แลวจะไดวา 

       

3 ( 1)cot2
4 3

1
3

2 60
30






 










 

จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 
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cos 30 sin 30
3

2
sin 30 cos 30

3
2

x x y
x y

y x y
x y

  
 

  
 

 

   

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

3 4 3 15

3 3 3 33 4 3 15
2 2 2 2

9 6 3 3 2 3 3 12 8 3 12 15
4 4 4

5 3 15

x y xy

x y x y x y x y

x x y y x x y y x x y y

x y

  
                                                       

                  
  

 

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 
2 2

1
3 5
x y 

   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.2.3 ดังรูปท่ี 4.15 
 

 
 

รูปที่ 4.15 กราฟไฮเพอรโบลา 
2 2

1
3 5
x y 

    เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.2.4 จงหามุม   ของการหมุนแกนของสมการ 2 23 2 16 0x xy y     ใหไมมีเทอม 

x y   พรอมวาดกราฟ 

วิธีทํา  หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   

 เน่ืองจาก 1, 3A B   และ 2C   แลวจะไดวา 

        

1 2cot2
3
1
3

2 120
60

















 

จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 

cos 60 sin 60
3

2

sin 60 cos60
3

2

x x y
x y

y x y
x y

  
 

  
 

 

 

 

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

3 2 16 0

3 3 3 33 2 16
2 2 2 2

2 3 3 3 2 3 3 6 4 3 2 16
4 4 4

3 3 3 6 2 16
4 4 4

x xy y

x y x y x y x y

x x y y x x y y x x y y

x y x y x y

x

   
                                                       

                  
         


2

2 2

16
2

1
16 32

y

x y


 

 
 

 

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 
2 2

1
16 32
x y 

   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.2.4 ดังรูปท่ี 4.16 
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รูปที่ 4.16 กราฟวงรี 
2 2

1
16 32
x y 

    เทียบกับแกน X Y   

 

ตัวอยาง 4.2.5 จงหมุนแกนของสมการ 2 24 4 0x xy y    ใหไมมีเทอม x y   พรอมวาดกราฟ 

วิธีทํา  หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   

 เน่ืองจาก 4, 4A B   และ 1C   แลวจะไดวา 

4 1 3cot2
4 4

     2 53.1301    หรือ 26.5651    

จาก 3cot2
4

   จะได 3cos2
5

    

หา sin  และ cos  จาก 
1 cos2sin

2
   และ 

1 cos2cos
2

   จะไดวา 

1 cos2 1sin
2 5

    และ 1 cos2 2cos
2 5
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จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 

cos sin
2

5

x x y
x y

   
   และ 

sin cos
2
5

y x y
x y

   
   

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2

4 4 0

2 2 2 24 4 0
5 5 5 5

16 16 4 8 12 8 4 4 0
5 5 5

0
0

x xy y

x y x y x y x y

x x y y x x y y x x y y

x
x

  
                                                

                  
 
 

 

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 0x    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.2.5 ดังรูปท่ี 4.17 
 

 
 

รูปท่ี 4.17 กราฟเสนตรง 0x     เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.2.6 จงหมุนแกนของสมการ 212 5 48 36 0xy y y     ใหอยูในรูปอยางงาย 

วิธีทํา  หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   

 เน่ืองจาก 0, 12A B   และ 5C   แลวจะไดวา 

0 ( 5)cot2
12

5
12

  


    

2 67.3801    หรือ 33.6901    

จาก 5cot2
12

   จะได 5cos2
13

    

หา sin  และ cos  จาก 

 
1 cos2sin

2
   และ 

1 cos2cos
2

   จะไดวา 

1 cos2sin
2
51
13

2
8
13
2
4
13
2
13

 

     







  และ 

1 cos2cos
2
51
13

2
18
13
2
9
13
3
13

 

      







 

จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 

cos sin
3 2
13 13

3 2
13 13

3 2
13

x x y

x y

x y

x y

   
                 
 

 

 

 และ 

sin cos
2 3
13 13

2 3
13 13

2 3
13

y x y

x y

x y

x y
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แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 
2

2

2 2 2 2

12 5 48 36 0

3 2 2 3 2 3 2 312 5 48 36
13 13 13 13

6 5 6 4 12 9 2 312 5 48
13 13 13

xy y y

x y x y x y x y

x x y y x x y y x y

   
                                                

                                        
2 2 2 2

2 2

2 2

36

72 60 72 20 60 45 96 144 36
13 13 13

52 117 96 144 36
13 13 13

52 117 96 13 144 13 468

x x y y x x y y x y

x y x y

x y x y

               

     

      

 

ดังนั้น สมการอยูในรูปพิกัดใหมคอื 2 252 117 96 13 144 13 468 0x y x y         

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.2.6 ดังรูปท่ี 4.18 
 

 
 

รูปท่ี 4.18 กราฟไฮเพอรโบลา 2 252 117 96 13 144 13 468 0x y x y           
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4.3 การหมุนแกนและการเล่ือนแกน (Rotations of axes and Translation of axes)  

 ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักด์ิ บายเท่ียง  (2544 : 173 -175) ไดกลาววา ในการวาดกราฟของ

สมการระดับขั้นที่สอง เราอาจหมุนแกนกอนเพ่ือกําจัดเทอม xy  แลวยายแกนตอเพื่อกําจัดเทอม x  และ

เทอม y  หรือเราจะยายแกนกอนเพ่ือกําจัดเทอม x  และเทอม y แตเทอม xy  ยังอยู แลวหมุนแกนตอ

เพื่อกําจัดเทอมเทอม xy  

 

ตัวอยาง 4.3.1 จงหามุมของการหมุนแกนซึ่งเปลี่ยนสมการ 2 23 2 3 2 2 3 4x xy y x y      

ใหไมมีเทอม x y   และเลื่อนแกนใหอยูในรูปมาตรฐานของภาคตัดกรวย  

วิธีทํา  หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   

 เน่ืองจาก 3, 2 3A B   และ 1C   แลวจะไดวา 

       

3 1cot2
2 3
1
3

2 60
30

















 

จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 

cos 30 sin 30
3

2
sin 30 cos 30

3
2

x x y
x y

y x y
x y

  
 

  
 

 

   

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 

        2 23 2 3 2 2 3 4x xy y x y      
2

2

3 3 33 2 3
2 2 2

3 3 32 2 3 4
2 2 2

x y x y x y

x y x y x y
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2 2 2 2

2 2

9 6 3 3 6 4 3 6
4 4

2 3 3 3 3 3 4
4

x x y y x x y y

x x y y x y x y

          

             
 

   
2

2

4 4 4
( 1) ............................(1)

x y
x y
   
   

 

เลื่อนแกนใหจุดยอดไปท่ีจุด  (0,1)  

โดยให , 1x x y y       แทนลงในสมการ (1)  จะได 

               

2

2

2

( 1)
(( 1) 1)

x y
x y
x y

   
    
  

 

ดังนั้น สมการหลังการหมุนแกนและเล่ือนแกนคือ 2x y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.3.1 ดังรูปท่ี 4.19 
 

 
 

รูปท่ี 4.19 กราฟพาราโบลา 2 4x y     เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.3.2 จงจัดสมการโดยการหมุนแกนและเลื่อนแกนใหอยูในรูปมาตรฐานของสมการ  
2 273 72 52 100 200 100 0x xy y x y       

วิธีทํา  หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   

 เน่ืองจาก 73, 72A B   และ 52C   แลวจะไดวา 

       

73 52cot2
72
7
24

 


 

2 106.2602    หรือ 53.1301    

จาก 7cot2
24

    จะได 7cos2
25

     

หา sin  และ cos  จาก 

 
1 cos2sin

2
   และ 

1 cos2cos
2

   จะไดวา 

71
25

sin
2

4
5



      



 และ 

71
25

cos
2

3
5



      



 

จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 

cos sin
3 4

5
sin cos

4 3
5

x x y
x y

y x y
x y

 

 

  
 

  
 

 

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 

        2 273 72 52 100 200 100 0x xy y x y       
2

2

3 4 3 4 4 373 72
5 5 5

4 3 3 4 4 352 100 200 100
5 5 5

x y x y x y

x y x y x y
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2 2 2 2

2 2

657 1752 1168 864 504 864
25 25

832 1248 468 60 80 160 120 100
25

x x y y x x y y

x x y y x y x y

          

              
 

            

2 2

2
2

4 4 8 4
( 2) ( 1) 1 ........................(2)

4

x y x y
x y

       
    

 

เลื่อนแกนใหจุดศูนยกลางไปท่ีจุด  (2,1) 
โดยให 2, 1x x y y        แทนลงในสมการ (2)  จะได 

                           
2

1
4 1
x y 

    

ดังนั้น สมการหลังการหมุนแกนและเล่ือนแกนคือ 
2

1
4 1
x y 

   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.3.2 ดังรูปท่ี 4.20 
 

 
 

รูปท่ี 4.20 กราฟพาราโบลา 
2

1
4 1
x y 

    เทียบกับแกน X Y   
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ตัวอยาง 4.3.3 จงจัดสมการโดยการหมุนแกนและเลื่อนแกนใหอยูในรูปมาตรฐานของสมการ  
2 26 24 12 26 11 0x xy y x y       

วิธีทํา  หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   

 เน่ืองจาก 6, 24A B   และ 1C   แลวจะไดวา 

       

6 ( 1)cot2
24

7
24

  


 

2 73.7398    หรือ 36.8699    

จาก 7cot2
24

   จะได 7cos2
25

    

หา sin  และ cos  จาก 

 
1 cos2sin

2
   และ 

1 cos2cos
2

   จะไดวา 

71
25

sin
2

3
5



     



 และ 

71
25

cos
2

4
5



      



 

จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 

cos sin
4 3

5
sin cos

3 4
5

x x y
x y

y x y
x y

 

 

  
 

  
 

 

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 

        2 26 24 12 26 11 0x xy y x y       

       

2

2

4 3 4 3 3 46 24
5 5 5

3 4 4 3 3 412 26 11
5 5 5

x y x y x y

x y x y x y
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2 2 2 2

2 2

96 144 54 288 168 288
25 25

9 24 16 48 36 78 104 11
25 5 5

x x y y x x y y

x x y y x y x y

          

              
 

2 2

2 2

15 10 6 28 11

7 1
5 5

1 ................................(3)
3 2

x y x y

y x

       
                 

 

เลื่อนแกนใหจุดศูนยกลางไปท่ีจุด  
1 7,
5 5

     
 

โดยให 1 7,
5 5

x x y y        แทนลงในสมการ (3)  จะได 
2 2

1
3 2
y x 

   

ดังนั้น สมการหลังการหมุนแกนและเล่ือนแกนคือ 
2 2

1
3 2
y x 

   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.3.3 ดังรูปท่ี 4.21 
 

 
 

รูปที่ 4.21 กราฟพาราโบลา 
2 2

1
3 2
y x 

    เทียบกับแกน X Y   
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4.4 การจําแนกประเภทของภาคตัดกรวย (Identification of A Conic)  

 

 

 

 

 

 
 

(Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton,  1992 : 156) 

 ในกรณีท่ีสมการระดับขั้นท่ีสอง (Second Degree) สามารถแยกตัวประกอบใหอยูในรูปของ

สมการระดับขั้นท่ีหนึ่ง (First Degree) จะเปนกราฟของเสนตรง 

ตัวอยาง 4.4.1 กําหนดใหสมการ 2 2 8x xy y    มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

วิธีทํา เน่ืองจาก 1 6, 1B   และ 1C   แลวจะไดวา 
2 24 1 4(1)(1)

3
0

B AC  
 


 

ดังนั้น สมการ 2 2 8x xy y    มีกราฟเปนวงรี แสดงกราฟตามตัวอยาง 4.2.1 

 

ตัวอยาง 4.4.2 กําหนดใหสมการ 2 2 2 0x y xy x y      มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

วิธีทํา เน่ืองจาก 1, 2A B   และ 1C   แลวจะไดวา 
2 24 2 4(1)(1)

0
B AC  


 

ดังนั้น สมการ 2 2 2 0x y xy x y      มีกราฟเปนพาราโบลา แสดงกราฟตามตัวอยาง 4.2.2 

 

ตัวอยาง 4.4.3 กําหนดใหสมการ 2 23 4 3 15x y xy    มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

วิธีทํา เน่ืองจาก 3, 4 3A B   และ 1C   แลวจะไดวา 

 22 4 4 3 4(3)( 1)
156 0

B AC   
 

 

ดังนั้น สมการ 2 23 4 3 15x y xy    มีกราฟเปนไฮเพอรโบลา แสดงกราฟตามตัวอยาง 4.2.3 

ทฤษฎีบท 4.4.1 ถาสมการ 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       เปนสมการท่ีมีกราฟเปน 

ภาคตัดกรวยแบบใดแบบหน่ึงเราจะไดวา  

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปวงรี  

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปพาราโบลา 

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปไฮเพอรโบลา 
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ตัวอยาง 4.4.4 กําหนดใหสมการ 2 23 2 16 0x xy y     มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

วิธีทํา เน่ืองจาก 1, 3A B   และ 2C   แลวจะไดวา 

 22 4 3 4(1)(2)
5

0

B AC  
 


 

ดังนั้น สมการ 2 23 4 3 15x y xy    มีกราฟเปนวงรี แสดงกราฟตามตัวอยาง 4.2.4 

 

ตัวอยาง 4.4.5 กําหนดใหสมการ 2 24 4 0x xy y    มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

วิธีทํา เน่ืองจาก 4, 4A B   และ 1C   แลวจะไดวา 
2 24 4 4(4)(1)

0
B AC  


 

แต 

    
2 2 24 4 (2 )

(2 )(2 )
x xy y x y

x y x y
   

  
 

ดังนั้น สมการ 2 24 4 0x xy y    มีกราฟเปนเสนตรง แสดงกราฟตามตัวอยาง 4.2.5 

 

ตัวอยาง 4.4.6 กําหนดใหสมการ 212 5 48 36xy y y    มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

วิธีทํา เน่ืองจาก 0, 12A B   และ 5C   แลวจะไดวา 
2 24 12 4(0)( 5)

144
0

B AC   



 

ดังนั้น สมการ 212 5 48 36xy y y    มีกราฟเปนไฮเพอรโบลาแสดงกราฟตามตัวอยาง 4.2.6 

 

ตัวอยาง 4.4.7 ใหสมการ 2 23 2 3 2 2 3 4x xy y x y      มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

วิธีทํา เน่ืองจาก 3, 2 3A B   และ 1C   แลวจะไดวา 

 22 4 2 3 4(3)(1)
0

B AC  


 

ดังนั้น สมการ 2 23 2 3 2 2 3 4x xy y x y      มีกราฟเปนพาราโบลาแสดงกราฟตาม 

ตัวอยาง 4.3.1 
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ตัวอยาง 4.4.8 จงวาดกราฟของสมการ 2 22 4x xy y     

วิธีทํา เน่ืองจาก 1, 2A B   และ 1C   แลวจะไดวา 
2 24 ( 2) 4(1)(1) 0B AC      

2 22 2x xy y     อาจจะมีกราฟเปนพาราโบลา แต 

  
2 2 2 22 4 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2
x xy y x y

x y x y
     

    
 

นั่นคือ สมการ 2 22 4x xy y    มีกราฟเปนเสนตรง  

จาก   ( ) 2 ( ) 2 0x y x y      จะได 

( ) 2 0
2

x y
y x

  
 

  หรอื 
( ) 2 0

2
x y

y x
  

 
 

ดังนั้น กราฟของสมการคือ 2y x   และ 2y x   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.4.8 ดังรูปท่ี 4.22 
 

 
 

รูปที่ 4.22 กราฟของสมการ 2 22 4x xy y    
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ตัวอยาง 4.4.9 จงวาดกราฟของสมการ 2 22 7 3 7 6x xy y x y       

วิธีทํา เน่ืองจาก 2, 7A B   และ 3C   แลวจะไดวา 
2 24 7 4(2)(3)

25 0
B AC  

 
 

2 22 7 3 7 6x xy y x y       อาจจะมีกราฟเปนไฮเพอรโบลา แต 
2 22 7 3 7 6 (2 3)( 3 2)x xy y x y x y x y           

นั่นคือ สมการ 2 22 7 3 7 6x xy y x y      มีกราฟเปนเสนตรง  

จาก (2 3)( 3 2) 0x y x y      จะได 

2 3 0
2 3

x y
y x

  
  

  หรือ 
3 2 0

2
3

x y
xy

  
 

 

ดังนั้น กราฟของสมการคือ 2 3y x   และ 2
3
xy    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.4.9 ดังรูปท่ี 4.23 
 

 
 

รูปที่ 4.23 กราฟของสมการ 2 22 7 3 7 6x xy y x y      
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ตัวอยาง 4.4.10 จงวาดกราฟของสมการ 2 23 3 1 0x xy y x       

วิธีทํา เน่ืองจาก 1, 3A B   และ 3C   แลวจะไดวา 
2 24 3 4(1)(3)

3 0
B AC  

  
 

2 23 3 1 0x xy y x       อาจจะมีกราฟเปนวงร ีแต 
2 2

2 2

(3 1) 3 1 0

(1 3 ) (3 1) 4(1)(3 1)
2(1)

(1 3 ) ( 1) 3
2

x y x y

y y yx

y y

    

    

   

 

เราจะเห็นวา x  เปนจํานวนเชิงซอน เมื่อ y    แตถา 1y   จะได 2x   

ดังนั้น กราฟของสมการน้ีเปนจุด (2, 1)  เพียงจุดเดียวเทานั้น 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.4.10 ดังรูปที่ 4.24 

 

 
 

รูปที่ 4.24 กราฟของสมการ 2 23 3 1 0x xy y x      
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ตัวอยาง 4.4.11  จงพิจารณาสมการ 2 23 3 6 2 4x y xy x     วามีกราฟเปนลักษณะใด พรอม

ท้ังวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  เน่ืองจาก  3, 6A B   และ 3C   แลวจะไดวา 
2 24 ( 6) 4(3)(3)

0
B AC   


 

2 23 3 6 2 4x y xy x      มีกราฟเปนพาราโบลา 

หามุม   ท่ีทําใหไมมีเทอม x y   จาก cot2 A C
B

   จะได 

       

3 3cot2
6

0
2 90

45

















 

จากสูตรการหมุนแกน cos sinx x y     และ sin cosy x y     จะไดวา 

cos sin
cos 45 sin 45

2
sin cos
sin 45 cos 45

2

x x y
x y
x y

y x y
x y
x y

 

 

  
  
 

  
  
 

 

 

 

แทนคา x  และ y  ลงในสมการจะได 
2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2

2

2

3 3 6 2 4

3 3 6 2 4
2 2 2 2 2

3 6 3 3 6 3 3 3 4
2 2

3 4
3 4

13
3

x y xy x

x y x y x y x y x y

x x y y x x y y x y x y

y x y
y y x

y

   
                                                                
                   

    
     

 
2

1 14
6 12

y x
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2

1 1 49 ......................................(4)
6 3 12

y x
                  

 

เลื่อนแกนใหจุดศูนยกลางไปท่ีจุด  
49 1,
12 6
     

 

โดยให 25 1,
6 6

x x y y        แทนลงในสมการ (4)  จะได 

         

2

2

1 1 1 49 49
6 6 3 12 12

1
3

y x

y x

                                     

  

 

ดังนั้น สมการหลังการหมุนแกนและเล่ือนแกนคือ 2 1
3

y x    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.4.11 ดังรูปที่ 4.25 
 

 
 

รูปที่ 4.25 กราฟพาราโบลา 2 1
3

y x     เทียบกับแกน X Y   



166  บทท่ี 4 การปรับสมการใหอยูในรูปอยางงาย 
 

ตัวอยาง 4.4.12  จงหาสมการพาราโบลาที่มีจุดโฟกัสอยูท่ีจุด (1, 4)F  และสมการไดเรกตริกซ(Directrix) 

คือเสนตรง : 3 4 4D x y   พรอมทั้งวาดกราฟประกอบ 

วิธีทํา  ใหพิกัดจุด  ( , )P x y  เปนจุดใด ๆ บนเสนโคงพาราโบลา จะได 2 2( 1) ( 4)FP x y      

และระยะตั้งฉากจากจุด P  ไปยังเสนตรง D  ยาวเทากับ 
2 2

3 4 4

3 4

x y 


 

จากนิยามพาราโบลา จะไดวา 

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

3 4 4
( 1) ( 4)

3 4
25( 2 1 8 16) 9 16 24 24 32 16

16 9 24 26 168 16

x y
x y

x x y y x y xy x y
x y xy x y

 
   


          

    
 

ดังนั้น สมการพาราโบลาคือ 2 216 9 24 26 168 409x y xy x y      

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 4.4.12 ดังรูปที่ 4.26 
 

 
 

รูปท่ี 4.26 กราฟพาราโบลา 2 216 9 24 26 168 409x y xy x y         



บทท่ี 4 การปรับสมการใหอยูในรูปอยางงาย  167 
 

สรุปทายบทที่ 4 

  สําหรับในบทท่ี 4 น้ันเราไดศึกษาการปรับสมการใหเปนรูปอยางงาย ซึ่งมีวิธี 2 แบบ คือ การปรับ

โดยการเลื่อนแกนและการปรับโดยการหมุนแกน 

การปรับสมการใหเปนรูปอยางงายโดยการเล่ือนแกนน้ัน ก็คือการปรับใหสมการมีจุดยอดหรือจุด

ศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิดของแกนพิกัดใหม X Y   เราสามารถปรับไดโดยการสรางแกน X Y   ขึ้นมา

ใหมใหมีจุดกําเนิดท่ีจุดยอดหรือที่จุดศูนยกลางของกราฟน้ัน ๆ สมการใหมจะปรับโดยการแทนคาดังนี้ 

ให   x x h    

และ y y k    

เมื่อกําหนดใหจุดยอดหรือจุดศนูยกลาง คือจุด ( , )h k  

สําหรับการปรับสมการใหเปนรูปอยางงายโดยการหมุนแกนนั้น คือการกําจัดเทอม xy  ในสมการ

นั้นออกไป โดยการหมุนแกนในมุมท่ีไมมีเทอม xy  โดยเราสามารถหามุมดังกลาวไดจากสูตรหมุนแกนดังน้ี 

 cot2 A C
B

    โดยคา ,A B  และ C หาไดจากสมการระดับขั้นที่สอง 

2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       เมื่อ 0B   

เมื่อไดมุมที่ตองการก็จะปรับสมการใหมโดยใชสูตรหมุนแกนดังน้ี 

ให   cos sinx x y     

และ sin cosx x y     

ในการวาดกราฟของสมการระดับข้ันท่ีสอง เราอาจหมุนแกนกอนเพ่ือกําจัดเทอม xy  แลวยาย

แกนตอเพื่อกําจัดเทอม x  และเทอม y  หรือเราจะยายแกนกอนเพื่อกําจัดเทอม x  และเทอม y แตเทอม 

xy  ยังอยู แลวหมุนแกนตอเพ่ือกําจัดเทอมเทอม xy  

ถาสมการ 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       เปนสมการท่ีมีกราฟเปนภาคตัดกรวย

แบบใดแบบหนึ่งเราจะไดวา  

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปวงรี  

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปพาราโบลา 

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปไฮเพอรโบลา 

ในกรณีที่สมการระดับขั้นที่สอง (Second Degree) สามารถแยกตัวประกอบใหอยูในรูปของ

สมการระดับขั้นท่ีหนึ่ง (First Degree) จะเปนกราฟของเสนตรงสองเสนขนานกัน 
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แบบฝกหัดบทท่ี 4 

 
จงหาสมการใหมเมื่อยายจากจุดกําเนิดไปยังจุดที่กําหนดใหตอไปนี้ (ขอ 4.1-4.7) 

4.1 2 5 0x y    เมื่อจุดใหมคือ (2, 8)  

4.2 22 8 5 0x x y     เมื่อจุดใหมคือ ( 2,4)   

4.3 2 29 3 8 43 0x y x y      เม่ือจุดใหมคือ (5, 1)   

4.4 2 214 4 160 24 300 0x y x y      เมื่อจุดใหมคือ ( 3, 5)    

4.5 3 21 6 47 0xy x y     เมื่อจุดใหมคือ (2,7)   

4.6 2 2 9x y   เม่ือจุดใหมคือ ( 3,2)   

4.7 จงอธิบายวากราฟ 24( 1) 0y x    มาจากการยายแกนของกราฟ 2y x   

 

จงหาจุดกําเนิดใหมเม่ือยายแกนของสมการแลวจะไมมีเทอมดีกรีหนึ่ง (ขอ 4.8-4.12) 

4.8 2 2 2 4 4x y x y      

4.9 2 22 6 4 2 0x y x y       

4.10 2 22 3 12 16 14 0y x x y       

4.11 2 22 3 5 3 0x xy y x y        

4.12 2 2 12 0x y x     

 
จงหาสมการใหมเมื่อหมุนแกนดวยมุม   (ขอ 4.13-4.20) 

4.13 3 4x y   เม่ือ 60    

4.14 1xy   เมื่อ 45     

4.15 2 2 5x xy y    เม่ือ 45     

4.16 2 22 2 2x xy y    เมื่อ 45     

4.17 2 26 2 3 8 5x xy y    เม่ือ 30     

4.18 2 23 2 2x xy y    เมื่อ 60     

4.19 4xy   เมื่อ 45     

4.20 2 24 4 8 5 0x xy y x     เมื่อ 
1arctan
2
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จงหาสมการ ในการหมุนแกนโดยแปลงสมการน้ันใหไมมีเทอม x y   พรอมวาดกราฟ (ขอ 4.21-4.32) 
4.21 2 26 4 3 2x xy y    

4.22 2 28 8 7 3x xy y    

4.23 2 215 7 9 1x xy y    

4.24 2 29 20 12 1x xy y    

4.25 2 29 21 11 2x xy y    

4.26 3 2 0xy y    

4.27 2 23 4 7 0x xy y     

4.28 2 22 8 2 8 0x xy y x      

4.29 0xy x y    

4.30 2 23 10 3 22 26 43 0x xy y x y       

4.31 2 273 72 52 380 160 400 0x xy y x y       

4.32 2 2104 60 41 60 82 75 0x xy y x y       

 
จงบอกวา สมการท่ีกําหนดใหตอไปน้ีเปนกราฟชนิดใดของภาคตัดกรวย (ขอ 4.33-4.36) 

4.33 2 22 4 8 7 0x xy y     

4.34 2 1 0xy x y     

4.35 2 2 4 0x y    

4.36 2 23 6 5 0x xy y x y      

 
จงปรับสมการที่กําหนดใหตอไปนี้ใหอยูในรูปอยางงาย (ขอ 4.37-4.43) 

4.37 2 27 3 3 1x xy y    

4.38 2 215 7 9 1x xy y    

4.39 212 5 48 36 0xy y x     

4.40 2 29 21 11 2x xy y    

4.41 2 23 1 0x xy y x y       

4.42 2 22 8 16 0x xy y x y      

4.43 2 25 2 5 12 12 0x xy y x y      
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จงหาวาตองยายจุดเริ่มตนไปท่ีจึงจะทําใหเทอม x  และ y  ของสมการหมดไป (ขอ 4.44-4.46) 

4.44 2 4 8 20 0y y x     

4.45 2 29 4 36 8 4 0x y x y      

4.46 2 24 24 8 16 0y x y x      

 

จงพิจารณาการหมุนแกนเพ่ือใหไมมีเทอม xy  พรอมวาดกราฟของสมการตอไปนี้ (ขอ 4.47-4.52) 

4.47 2 28 5 4 2 0x xy y     

4.48 2 22 9 14 5 0x xy y     

4.49 2 212 6 2 5 1 0x xy y x y       

4.50 2 214 49 2 1 0x xy y y      

4.51 2 227 5 15 2 0x xy y     

4.52 2 214 49 2 1 0x xy y y      

4.53 2 24 4 8 5 16 5 0x xy y x y      

4.54 2 25 6 5 4 4 4 0x xy y x y       

 

จงหาสมการของเสนตรง 2 2 0x y    เมื่อหมุนแกนไปเปนมุม 30   

 

จงหาสมการของวงกลม 2 2 36x y   เมื่อหมุนแกนไปเปนมุม 60  

 

จงหาสมการของ 2 29 24 16 120 90 0x xy y x y      เม่ือหมุนแกนไปเปนมุม 
3tan
4

   

 

 


