
บทที่ 5 

ระบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinate System) 

 
มีการนําแนวคิดเร่ืองมุมและรัศมีมาใชตั้งแตสมัยโบราณ ในหนึ่งสหัสวรรษกอนคริสตศักราช นัก

ดาราศาสตรชาวกรีกที่ชื่อฮิปปารคัส (Hipparchus 190-120 ปกอนคริสตกาล) สรางตารางฟงกชันคอรด

ท่ีใหความยาวของคอรดสําหรับแตละมุม และมีการอางอิงวาเขาใชระบบพิกัดเชิงขั้วในการพิสูจนตําแหนง

ของดวงดาว On Spirals (วาดวยเสนเกลียว) อารคิมิดีส (Archimedes; 287-212 ปกอนคริสตกาล) 

บรรยายถึงวงกนหอยอารคิมิดีสวารัศมีของฟงกชันขึ้นกับมุม อยางไรก็ตามสิ่งท่ีชาวกรีกเหลาน้ีทําก็ยังไม

ขยายออกไปถึงระบบพิกัดเชิงขั้วท่ีสมบูรณ ในคริสตศตวรรษที่ 9 นักคณิตศาสตรชาวเปอรเซียท่ีชื่อ ฮะบัซ 

อัล-ฮะซับ อัล-มารวะซิ (Habash al-Hasib al-Marwazi) ใชวิธีตรีโกณมิติเชิงทรงกลมและการฉายแผนท่ี

เพื่อที่จะแปลงผันพิกัดเชิงข้ัวไปเปนระบบพิกัดท่ีแตกตางโดยมุงความสนใจไปยงัจุดจําเพาะบนรูปทรงกลม  

Origin of Polar Coordinates (กําเนิดพิกัดเชิงขั้ว) ประวัติของพิกัดนี้ถูกบรรยายโดยจูเลียน      

โลเวล โคลลิดจ (Julian Lowell Coolidge 1873 –1954) เกรกัวร เดอ แชง-แวงซอง (Grégoire de 

Saint-Vincent 1584 - 1667) และ โบนาเวนตูรา คาวาลิเอริ (Bonaventura Cavalieri 1598 - 1647) 

ตางเริ่มนําแนวคิดมาใชในกลางคริสตศตวรรษท่ี 7 แชง-แวงซองเขียนถึงพิกัดเชิงขั้วโดยการสวนตัวในป 

ค.ศ. 1625 และตีพิมพงานของเขาในป ค.ศ. 1647 ขณะที่คาวาลิเอริตีพิมพในป ค.ศ. 1635 และฉบับท่ี

ถูกตองในป ค.ศ. 1653 คาวาลิเอริเปนบุคคลแรกท่ีใชพิกัดเชิงข้ัวแกปญหาเกี่ยวกับพื้นท่ีในวงกนหอยอาร 

คิมิดีส ตอมาแบลส ปาสกาล (Blaise Pascal 1623 - 1662) ไดใชพิกัดเชิงขั้วคํานวณหาความยาวของ

สวนโคงของรูปพาราโบลา เซอรไอแซก นิวตัน พิเคราะหการแปลงระหวางพิกัดเชิงข้ัวซึ่งเขาไดอิงตาม 

"รูปแบบที่ 7 สําหรับวงกนหอย" และพิกัดอื่น ๆ อีก 9 พิกัดในวารสาร Acta Eruditorum (1691) เจคอบ 

เบอรโนลลี (Jacob Bernoulli 1654 - 1705) ใชระบบรวมกับจุดบนเสนท่ีเรียกวาขั้ว และแกนเชิงข้ัว 

ตามลําดับ พิกัดเปนระยะทางจากขั้วและมุมจากแกนเชิงขั้ว งานของเบอรโนลลีครอบคลุมไปถึงการพบ

รัศมีความโคงของเสนโคงท่ีอยูในพิกัดนี้ คําวา พิกัดเชิงข้ัว โดยแทจริงแลวนาจะมาจากเกโกรีโอ ฟอนตานา 

(Gregorio Fontana) นักคณิตศาสตรชาวอิตาลีในสมัยคริสตศตวรรษท่ี 18 และคํานี้ปรากฏเปน

ภาษาอังกฤษในงานแปลของ จอรจ พีคอก (George Peacock) ท่ีชื่อ แคลคูลัสเชิงอนุพันธและปริพันธ 

ของลากรัซ (Lacroix) ในป ค.ศ. 1816  อเล็กซิส คลาเราตเปนคนแรกที่คิดพิกัดเชิงขั้วในรูปแบบสามมิติ 

และเลออนฮารด ออยเลอรเปนคนแรกท่ีนํามาใชงานจริง  
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5.1 ระบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinate System)  

ดํารง ทิพยโยธา สุรชัย สมบัติบริบูรณ และ นัฏฐนาถ ไตรภพ  (2558 : 233-234) ไดกลาววา ใน

ระบบพิกัดเชิงขั้วน้ีประกอบไปดวย แกนเชิงข้ัว (Polar Axis) ซึ่งเปนรังสี  OX


 บนระนาบ เรียกจุด O  วา

จุดกําเนิด (Origin) หรือ ขั้ว (Pole)   และสวนของเสนตรง OP  เขียนแทนดวย r  เรียกวา เวกเตอรรัศมี 

(Radius Vector)   เรียกวา มุมเชิงข้ัว (Polar Angle) ดังรูปท่ี 5.1 
 

 

 
 

รูปที่ 5.1 แสดงพิกัดเชิงขั้ว 

 

พิกัดของจุด P  เขียนแทนดวย ( , )P r   หรือ ( , )r   

- ระยะ r  มีคาเปนบวก ถาวัดจากจุดขั้วไปในทิศเดียวกับรงัสีของมุม  

- ระยะ r  มีคาเปนลบ ถาวัดจากจุดข้ัวไปในทิศตรงขามกับรังสีของมุม  

- มุม   มีคาเปนบวก ถาวัดทวนเข็มนาฬิกาจากแกนเชิงขั้ว  

- มุม   มีคาเปนลบ ถาวัดตามเข็มนาฬิกาจากแกนเชิงข้ัว  

การบอกพิกัดของจุด P   ซึง่อยูตรงกันขามกับจุด P  เม่ือเทียบกับจุดขั้วเราใชพิกัด ( , )r    

หรือใชระยะทางเปน r  ก็ได แตตองใชมุมท่ีวัดจากแกนเชิงข้ัวกับเสนตรงท่ีตอจาก OP   ไปยงัจุด P  

เปนมุม   เขียนแทนดวยพิกัด ( , )r  ดังรูปท่ี 5.2 
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รูปที่ 5.2 แสดงพิกัดของจุด ( , )P r    

 

นอกจากน้ีมุมท่ีใชแทนจุด P  หรือ P   ยังใชมุมไดเกิน 1 รอบ เชน  

- ใชพิกัดเปน ( , 2 )r n   เมื่อ 1,2,3,...n  แทนจุด P   

- ใชพิกัดเปน ( , 2 )r n    เมื่อ 1,2,3,...n  แทนจุด P   

ซึ่งจะเห็นวา พิกัดเชิงข้ัวของจุด P  มีหลายแบบคือ  
( , ) ( , )

( , )
( , 2 )

r r
r

r n

  
 

 

  
  
 

  

เมื่อ n  คือจํานวนเต็ม  

เราสามารถเขียนรวมในรูปท่ัวไปไดเปน  

(( 1) , )nr n     

เมื่อ 1, 2, 3,...n      

 



174  บทท่ี 5 พิกัดเชิงข้ัว 
 

ตัวอยาง 5.1.1 จงลงจุด 5,
3

A      
 ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

วิธีทํา ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 
3
  เรเดียน จะไดจุด 5,

3
A      

 ดังรูปท่ี 5.3.1 

ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 5
3
  เรเดียน จะไดจุด 55,

3
A      

 ดังรูปท่ี 5.3.2 

ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 4
3
  เรเดียน จะไดจุด 45,

3
A      

 ดังรูปท่ี 5.3.3 

ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 2
3
  เรเดียน จะไดจุด 25,

3
A       

 ดังรูปท่ี 5.3.4 

 

     
 รูปท่ี 5.3.1           รูปท่ี 5.3.2 
 

          
รูปท่ี 5.3.3          รูปท่ี 5.3.4 
 

รูปที่ 5.3 แสดงพิกัดจุด A   ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
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ตัวอยาง 5.1.2 จงลงจุดซึ่งกําหนดโดยพิกัดเชิงขั้วตอไปน้ี 3, , 5,
6 4

A B                
 และ ( 2, )C    

วิธีทํา ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 3  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 
6
  เรเดียน จะไดจุด 3,

6
A      

   

ลงจุด B  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรศัมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวน

เข็มนาฬิกาเปนมุม 
4
  เรเดียนไดจุด 5,

4
B      

 แลวสวนของลากเสนตรง OB   ผานจุดกําเนิดไปยังจุด 

B  ซึ่งอยูตรงขามกับจุด B   มีระยะ 5OB   หนวย จะไดจุด 5,
4

B      
 

ลงจุด C  โดยลากเสนรัศมียาว 2  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม   เรเดียน จะไดจุด  2,C    แลวลากสวนของเสนตรง OC   ผานจุดกําเนิดไปยัง

จุด C  ซึ่งอยูตรงขามกับจุด C   มีระยะ 2OC   หนวย จะไดจุด  2,C    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.1.2 ดังรูปท่ี 5.4 
 

 
 

รูปที่ 5.4 พิกัดจุด ,A B  และ C  ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
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ตัวอยาง 5.1.3 จงลงจุด (6, 60 ), ( 3,260 )A B   และ ( 4, 30 )C     

วิธีทํา ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 6  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 60  จะไดจุด (6, 60 )A     

ลงจุด B  โดยลากเสนรัศมียาว 3  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศทวน

เข็มนาฬิกาเปนมุม 260  จะไดจุด (3, 260 )B    แลวลากสวนของเสนตรง OB   ผานจุดกําเนิดไปยังจุด 

B  ซึ่งอยูตรงขามกับจุด B   มีระยะ 3OB   หนวย จะไดจุด ( 3, 260 )B    

ลงจุด C  โดยลากเสนรัศมียาว 4  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศตาม

เข็มนาฬิกาเปนมุม 30  จะไดจุด (4, 30 )C      แลวลากสวนของเสนตรง OC   ผานจุดกําเนิดไปยังจุด 

C  ซึ่งอยูตรงขามกับจุด C   มีระยะ 4OC   หนวย จะไดจุด ( 4, 30 )C     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.1.3 ดังรูปท่ี 5.5 

 

 
 

รูปที่ 5.5 พิกัดจุด ,A B  และ C  ในระบบพิกัดเชิงข้ัว  
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ตัวอยาง 5.1.4 จงบอกพิกัดเชิงข้ัวท่ีอยูตรงขามกับจุดที่กําหนดใหตอไปนี้ 

ก. จุด 1,
4

A      
   ข. จุด 2,

3
B      

 ค. จุด 54,
6

C      
 ง. จุด  3, 181D    

วิธีทํา ก.  จุด 1,
4

A      
 

จากจุด A  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคที่ 1 หาจุด A  ที่อยูในจตุภาคท่ี 3 ที่มีรัศมียาว 2  หนวย โดย

หมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 5
4
  เรเดียน ไดจุด 51,

4
A      

  

ดังนั้น  พิกัดจุด 51,
4

A      
 เปนจุดท่ีอยูตรงขามกับจุด 1,

4
A      

  

 

ข. จุด 2,
3

B      
 

วิธีทํา จุด B  เปนจุดที่อยูในจตุภาคท่ี 2 หาจุด B   ที่อยูในจตุภาคท่ี 4 ที่มีรัศมียาว 2  หนวย โดยหมุน

เสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 2
3
  เรเดียน ไดจุด 22,

3
B      

  

ดังนั้น  พิกัดจุด 22,
3

B      
 เปนจุดท่ีอยูตรงขามกับจุด 2,

3
B      

  

 

ค. จุด 54,
6

C      
 

วิธีทํา จุด C  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 4  หาจุด C   ที่อยูในจตุภาคท่ี 2 ท่ีมีรัศมียาว 4  หนวย โดยหมุน

เสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 5
6
  เรเดียน ไดจุด 54,

6
C      

  

ดังนั้น  พิกัดจุด 54,
6

C      
 เปนจุดท่ีอยูตรงขามกับจุด 54,

6
C      

  

 

ง. จุด  3, 181D    

วิธีทํา จุด D  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 3 หมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ซึ่งมีรัศมียาว 3  หนวย ไป

ในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 1  ไดจุด  3, 1D    

ดังนั้น  พิกัดจุด  3, 1D   เปนจุดท่ีอยูตรงขามกับจุด  3, 181D    
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ตัวอยาง 5.1.5 จงบอกพิกัดเชิงข้ัวอีกรูปแบบหนึ่งของจุดที่กําหนดใหตอไปนี้ 

ก. จุด 2,
4

A      
 ข. จุด 26,

3
B       

  ค. จุด 51,
6

C      
 ง. จุด ( 3, 50 )D    

วิธีทํา จุด A  เปนจุดที่อยูในจตุภาคท่ี 1 หาจุด A  ท่ีอยูในจตุภาคท่ี 3 มีรัศมียาว 2  หนวย หมุนเสน

รัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 5
4
  เรเดียน ไดจุด 52,

4
A      

 ซึ่งเปนจุดท่ี

อยูตรงขามกับจุด A  แลวสะทอนจุด 52,
4

A      
 ผานจุดกําเนิด จะไดจุด 52,

4
A      

 

ดังนั้น  พิกัดจุด 2,
4

A      
 อีกรูปแบบหน่ึงคือจุด 52,

4
A      

  

 

ข. จุด 26,
3

B       
 

วิธีทํา จุด B  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 3 หาจุด B   ที่อยูในจตุภาคที่ 1 มีรัศมียาว 6  หนวย หมุนเสน

รัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 
3
  เรเดียน ไดจุด 6,

3
B      

 ซึ่งเปนจุดที่อยู

ตรงขามกับจุด B  แลวสะทอนจุด 26,
3

B       
 ผานจุดกําเนิด จะไดจุด 6,

3
B      

 

ดังนั้น  พิกัดจุด 26,
3

B       
 อีกรูปแบบหน่ึงคือจุด 6,

3
B      

  

 

ค. จุด 51,
6

C      
 

วิธีทํา จุด C  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 4  หมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ซึ่งมีรัศมียาว 1 หนวย ไป

ในทิศตามเข็มนาฬิกาเปนมุม 
6
  เรเดียน ไดจุด 1,

6
C      

  

ดังนั้น  พิกัดจุด 51,
6

C      
 อีกรูปแบบหนึ่งคือจุด 1,

6
C      

  

 

ง. จุด ( 3, 50 )D    

วิธีทํา จุด D  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 3 หมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ซึ่งมีรัศมียาว 3  หนวย ไป

ในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 230  ไดจุด (3, 230 )D    

ดังนั้น  พิกัดจุด ( 3, 50 )D    อีกรูปแบบหน่ึงคือจุด (3, 230 )D   
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5.2 ความสัมพันธระหวางพิกัดฉากและพิกัดเชิงขั้ว (Relations Between Rectangular 

and Polar Coordinates) 

Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton.  (1992 : 212-213) และ Riddle, Douglas F.  (1996 

: 294) ไดกลาววา ความสัมพันธระหวางพิกัดฉากกับพิกัดเชิงข้ัวพิจารณาไดจากรูปท่ี 5.6 ซึ่งขั้วของระบบ

พิกัดเชิงข้ัวทับกับจุดกําเนิดของระบบพิกัดฉาก และแกนเชิงขั้วของระบบพิกัดเชิงข้ัวทับกับแกน X  ดาน

บวกของระบบพิกัดฉาก โดยกําหนดจุด P  ใหมีพิกัดเปน ( , )x y  ในระบบพิกัดฉาก และมีพิกัด ( , )r   

ในระบบพิกัดเชิงขั้ว 

 

 
 

รูปที่ 5.6 ความสัมพันธระหวางพกัิดฉากกับพิกัดเชิงข้ัว  

 

จากรูปท่ี 5.6 จะไดความสัมพันธของ x  และ y  ในเทอมของ r  และ   ดังนี้ 

cosx r   และ sin ................................................(1)y r   

ถึงแมวาเราจะไดสมการ (1)  จากการพิจารณารูปท่ี 5.6 ซึ่งแสดงเฉพาะกรณีเมื่อ 0r   และ 

0
2
   แตสมการ (1)  เปนจริงสําหรับทุกคาของ r  และ   ดังน้ันสมการดังกลาวทําใหเรา

สามารถหาพิกัดฉากไดเมื่อทราบพิกัดเชิงข้ัว ในทางกลับกัน เมื่อทราบพิกัดฉาก เราสามารถหาพิกัดเชิงข้ัว

ไดจากความสัมพันธของ r  และ   ในเทอมของ x  และ y  ดังน้ี 

2 2r x y   และ tan ............................................(2)y
x

   
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สังเกตวา   ท่ีสอดคลองกับสมการ (2)  มีไดหลายคา ในการหาพิกัดเชิงขั้วจากพิกัดฉาก เราจึง

จะไมเพียงแคเลือกคา   ใดๆ ท่ีสอดคลองกับ tan y
x

  แตจะตองเลือก   ที่ทําใหจุด ( , )r   อยูใน

จตุภาคท่ีตรงกับที่ตองการดวย 

คามุม   คอื 
2 2
     ดังน้ันคาของ   ในสมการ tan y

x
    และ r  ในสมการ  

2 2r x y   จะไมแสดงจุดใด ๆ ท่ีอยูทางซายของแกน X  ในการหา   จึงแยกเปนสองสวนโดย

พิจารณาคาของ x  ดังน้ี  

1

1

tan , 0

tan , 0

y x
x

y x
x








    

 

ในการคํานวณ   เมื่อเปลี่ยนจากพิกัดฉากไปยังพิกัดเชิงข้ัว  

1
1 4

1
3

1
2

tan , ( , ) ,

tan , ( , )

tan , ( , )

y x y Q Q
x

y x y Q
x
y x y Q
x

 









     

 

เราอาจใหท้ัง r  และ   มีคาเปนบวกโดยใชสมการ (2)  และ 

1
1

1
2 3

1
4

tan , ( , )

tan , ( , ) ,

tan , ( , )

y x y Q
x
y x y Q Q
x
y x y Q
x

 









     

 

 

 

 

 

 

 

 

ขอสังเกต   ถา 0x   แลว 1tan y
x

  หาคาไมได ดังน้ัน 

ถา 0y   เราให r y  และ 
2
    และ 

ถา 0y   เราให r y  และ 
2
   หรือ 3

2
    
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ตัวอยาง 5.2.1 จงหาพิกัดฉากของจุดซึ่งมีพิกัดเชิงขั้วเปนดังน้ี 

ก. จุด 
26,
3

A      
 ข. จุด 6,

4
B      

 ค. จุด 
114,
6

C      
 ง. จุด (8, 330 )D   

วิธีทํา  ก. เน่ืองจาก 6r   และ 2
3
   จะได 

cos
26cos
3

16
2

3

sin
26sin
3

36
2

3 3

x r

y r








      

      
 


      

      


  

ดังนั้น จุด A  ในพิกัดฉากคือจุด ( 3, 3 3)  

 

ข. เน่ืองจาก 6r   และ 
4
   จะได 

cos

6cos
4

3 2

sin

6sin
4

3 2

x r

y r








       

 


       

 

  

ดังนั้น จุด B  ในพิกัดฉากคือจุด ( 3 2, 3 2)   
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ค. เน่ืองจาก 4r   และ 11
6
    จะได 

cos
114 cos
6

2 3

x r 



      



  และ 

sin
114 sin
6

2

y r 



      



 

ดังนั้น จุด C  ในพิกัดฉากคือจุด (2 3,2) 
 

ง. เน่ืองจาก 8r   และ 330    จะได 
cos

8 cos(330 )
4 3

x r 



   และ 
sin

8 sin(330 )
4

y r 



  

ดังนั้น จุด C  ในพิกัดฉากคือจุด (2 3,2) 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.1 ดังรูปท่ี 5.7 
 

 
 

รูปที่ 5.7 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 5.2.1   
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ตัวอยาง 5.2.2 จงหาพิกัดเชิงข้ัวของจุดซึ่งมีพิกัดฉากเปนดังน้ี 

ก. จุด ( 2, 2)A    ข. จุด (2, 2 3)B   ค. จุด ( 2, 2 3)C   ง. จุด (3, 0)D  จ. จุด (3, 4)E  

วิธีทํา  ก. จุด ( 2, 2)A    

เน่ืองจาก 2x   และ 2y   จะได 
2 2

2 2( 2) ( 2)
2 2

r x y 

   


  

 จาก 0x   จุด A  ตกในจตุภาคท่ี 3  

  

1

1

tan

tan (1)
5
4

y
x

 








       
 



 

ดังนั้น จุด ( 2, 2)A   ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด 
52 2,
4
     

 

 

วิธีทํา  ข. จุด (2, 2 3)B   

เน่ืองจาก 2x   และ 2 3y    จะได 

2 2

2 22 ( 2 3)
16

4

r x y 

  



  

 จาก 0x   จุด B  ตกในจตุภาคท่ี 4  

  

1

1

tan

tan ( 3)

3

y
x









      
 

 

 

ดังนั้น จุด (2, 2 3)B   ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด 4,
3
     
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วิธีทํา  ค. จุด ( 2, 2 3)C   

เน่ืองจาก 2x   และ 2 3y   จะได 

2 2

2 2( 2) (2 3)
16

4

r x y 

  



  

 จาก 0x   จุด C  ตกในจตุภาคท่ี 2  

  

1

1

tan

tan ( 3)

3
2
3

y
x

 










       
  

 



 

ดังนั้น จุด ( 2, 2 3)C   ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด 
24,
3
     

 

 

วิธีทํา  ง. จุด (3, 0)D  

เน่ืองจาก 1x   และ 0y   จะได 

2 2

2 23 0
9

3

r x y 

 



  

 จาก 0x   จุด D  ตกบนแกน X  

  

1

1

1

tan

0tan
3

tan (0)
0

y
x

 





      
      




 

ดังนั้น จุด (3, 0)D  ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด (3,0 )  
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วิธีทํา  จ. จุด (3, 4)E  

เน่ืองจาก 3x   และ 4y   จะได 

2 2

2 23 4
5

r x y 

 


  

 จาก 0x   จุด E  ตกในจตุภาคท่ี 1  

  

1

1

tan

4tan
3

53.13

y
x

 



      
      

 

 

ดังนั้น จุด (3, 4)E  ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด (5,53.13 )  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.2 ดังรูปท่ี 5.8 
 

 
 

รูปที่ 5.8 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 5.2.2 
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ตัวอยาง 5.2.3 จงแสดงวาจุดท่ีกําหนดใหตอไปน้ีอยูบนกราฟพิกัดเชิงขั้วซ่ึงมีสมการ  2
1 cos

r





 

ก. จุด 2,
2
     

  ข.  จุด 
32,
2
     

  ค.  จุด  1, 2C   

วิธีทํา  ก. จุด 2,
2
     

 

 แทน 2r   และ 
2
   ในสมการ 2

1 cos
r





 จะได 

   

22
1 cos

2
2


       


 

 จะเห็นวาจุด 2,
2
     

 สอดคลองกับสมการ 2
1 cos

r





 

ดังนั้น จุด 2,
2
     

 อยูบนกราฟ 2
1 cos

r





 

 

วิธีทํา  ข. จุด 
32,
2
     

 

 แทน 2r   และ 3
2
   ในสมการ 2

1 cos
r





 จะได 

   

22
31 cos
2

2


        



 

 จะเห็นวาสมการนี้ไมจริง  

แมวาจุดนี้ไมสอดคลองกับสมการ แตเราก็ยังไมสามารถสรุปไดวาจุดน้ีไมอยูบนเสนโคง เน่ืองจาก

เราเห็นไดจากขอ ก. วามันอยูบนเสนโคง เพราะวา จุด 2,
2
     

และจุด 
32,
2
     

เปนพิกัดจุดเดียวกัน 

เพราะฉะนั้น ถาเราตรวจสอบพิกัดหน่ึงที่เปนตัวแทนของจุดหน่ึงไมสอดคลองกับสมการแลว เรา

ตองตรวจสอบที่เปนพิกัดอื่นท่ีเปนตัวแทนของจุดน้ันดวย  

ดังนั้น จุด 
32,
2
     

 อยูบนกราฟ 2
1 cos

r




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วิธีทํา  ค.  จุด  1, 2C   

 แทน 1r   และ 2   ในสมการ 2
1 cos

r





 จะได 

   2 21
1 cos(2 ) 1 1

  
 

  ซึ่งหาคาไมได 

   ตองตรวจสอบพิกัดอ่ืนของจุด ซึ่งนําพิกัด (1, )  แทนในสมการ 2
1 cos

r





 จะได 

   
2 21 1

1 cos(2) 2
  


  

จะเห็นวาจุด (1, )  สอดคลองกับสมการ 2
1 cos

r





 

ดังนั้น จุด  1, 2C   อยูบนกราฟ 2
1 cos

r





 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.3 ดังรูปท่ี 5.9 
 

 
 

รูปที่ 5.9 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 5.2.3 
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ตัวอยาง 5.2.4 จงเปล่ียนสมการ 4cosr   ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก    

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ x  และ y  จะไดวา 

  

2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

4 cos
4 cos
4

4 0
4 4 0 4

( 4 4) 4
( 2) 2

r
r r

x y x
x x y

x x y
x x y

x y







 
  

    
   

  

 

 เราพบวาสมการน้ีเปนสมการวงกลม จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (2,0)  และรัศมียาว 2  หนวย 

ดังนั้น สมการ 4cosr    ในรูปสมการพิกัดฉากคือ 2 2 2( 2) 2x y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.4 ดังรูปท่ี 5.10 
 

 
 

รูปท่ี 5.10 กราฟของสมการ 4cosr     
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ตัวอยาง 5.2.5 จงเปล่ียนสมการ 4
1 sin

r





 ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก 

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ x  และ y  จะไดวา 

  
2 2

2

4
1 sin

sin 4

4
8( 2)

r

r r

x y y
x y







 

  
 

 

 เราพบวาสมการนี้เปนสมการพาราโบลา 

ดังนั้น สมการ 4
1 sin

r





  ในรูปสมการพิกัดฉากคือ 2 8( 2)x y   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.5 ดังรูปท่ี 5.11 

 

 
 

รูปที่ 5.11 กราฟของสมการ 4
1 sin

r




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ตัวอยาง 5.2.6 จงเปล่ียนสมการ 2
3 2 sin

r





 ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก    

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ x  และ y  จะไดวา 

  

2 2

2 2

2 2 2

2 2

3 2 sin 2

3 2 2

3 2 2
9( ) (2 2)

9 5 8 4

r r

x y y

x y y
x y y

x y y

 

  

  
  

  

 

 เราพบวาสมการนี้เปนสมการวงรี 

ดังนั้น สมการ 2
3 2 sin

r





  ในรูปสมการพิกัดฉากคือ 2 29 5 8 4x y y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.6 ดังรูปท่ี 5.12 
 

 
 

รูปที่ 5.12 กราฟของสมการ 2
3 2 sin

r




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ตัวอยาง 5.2.7 จงเปล่ียนสมการ 1
cos2 2 sin

r
r  




 ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก    

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ x  และ y  จะไดวา 

  

2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

cos2 2 sin 2
cos sin 2 sin 2

( cos ) ( sin ) 2 sin 2
2 2

( 1) 1

r r
r r r
r r r

x y y
x y

 
  

  

 
  
  

  
  

 

 เราพบวาสมการนี้เปนสมการไฮเพอรโบลา 

ดังนั้น สมการ 1
cos2 2sin

r
r  




  ในรูปสมการพิกัดฉากคือ 2 2( 1) 1x y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.7 ดังรูปท่ี 5.13 
 

 
 

รูปท่ี 5.13 กราฟของสมการ 1
cos2 2sin

r
r  



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ตัวอยาง 5.2.8 จงเปล่ียนสมการ 4 3x y   ใหอยูในรูปสมการพิกัดเชิงข้ัว 

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ r  และ    โดยการแทนคา cosx r   และ siny r   จะไดวา 
4 3

cos 4 sin 3
(cos 4 sin ) 3

3
cos 4 sin

x y
r r
r

r

 
 

 

 
 
 




 

 จะเห็นวาสมการ 4 3x y   เปนสมการเสนตรง มีความชัน 1
4

m    ตัดแกน X  ที่จุด 

(3,0)  และตัดแกน Y  ท่ีจุด 
30,
4

     
 

ดังนั้น สมการ 2 3 5x y    ในรูปสมการพิกัดเชิงขั้วคือ 5
2 cos 3 sin

r
 




 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.8 ดังรูปท่ี 5.14 
 

 
 

รูปที่ 5.14 กราฟของสมการ 2 3 5x y    
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ตัวอยาง 5.2.9 จงเปล่ียนสมการ 2 2 2 2 0x y x y     ใหอยูในรูปสมการพิกัดเชิงขั้ว 

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ r  และ    โดยการแทนคา cosx r   และ siny r   จะไดวา 
2 2

2

( cos ) ( sin ) 2 cos 2 sin 0
2 cos 2 sin 0

( 2 cos 2 sin ) 0

r r r r
r r r
r r

   
 
 

   
  
  

 

 เพราะฉะน้ัน 0r   หรือ 2 cos 2 sin 0r      

 แต 0r   จึงไดวา 

              
2cos 2 sin 0

2cos 2 sin
r

r
 

 
  

 
 

 จะเห็นวาสมการ 2 2 2 2 0x y x y     เปนสมการวงกลมจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (1,1)  

รัศมียาว 2  หนวย 
ดังนั้น สมการ 2 2 2 2 0x y x y      ในรูปสมการพิกัดเชิงข้ัวคือ 2cos 2sinr     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.9 ดังรูปท่ี 5.15 
 

 
 

รูปที่ 5.15 กราฟของสมการ 2 2 2 2 0x y x y      
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ตัวอยาง 5.2.10 จงเปลี่ยนสมการ 2 2 2( )( ) 10x y x y    ใหอยูในรูปสมการพิกัดเชิงข้ัว 

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ r  และ    โดยการแทนคา cosx r   และ siny r   จะไดวา 

 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 2 2

4

4

( cos ) ( sin ) ( cos sin ) 10
( cos sin )( cos sin ) 10
( cos 2 cos sin sin ) 10

(cos sin 2cos sin ) 10
(1 sin2 ) 10

10
1 sin2

r r r r
r r r r
r r r r

r
r

r

   
   
   

   




  
  
  

  
 




 

ดังนั้น สมการ 2 2 2( )( ) 10x y x y     ในรูปสมการพิกัดเชิงข้ัวคือ 4 10
1 sin 2

r





 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.10 ดังรูปที่ 5.16 

 

 
 

รูปที่ 5.16 กราฟของสมการ 2 2 2( )( ) 10x y x y     
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5.3 การพิจารณากราฟของสมการในพกัิดเชิงขั้ว 

 

 

 
 

(Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton,  1992 : 219) 
 สําหรับในการวาดกราฟในระบบพิกัดเชิงขั้วน้ัน กระทําไดเชนเดียวกันกับการวาดกราฟในระบบ

พิกัดฉาก โดยเลือกคา   ตาง ๆ จากคา   ท่ีเลือกสามารถนํามาคํานวณหา r  จากสมการท่ีกําหนดใหได 

จากนั้นนําคา   และ r  ที่ไดแตละคูไปกําหนดตําแหนงของจุดนั้น ๆ ลงในพิกัดเชิงขั้ว นอกจากน้ีอาจ จะ

อาศยัลักษณะจําเพาะของเสนโคงเพ่ือชวยในการวาดกราฟดวย เชน การพิจารณาสมมาตรขอบเขต ระยะ

ตัดแกน และขอบเขต เพื่อชวยใหวาดกราฟไดรวดเร็ว และถูกตองย่ิงขึ้น 

5.3.1 การสมมาตรของสมการเชิงขั้ว  

5.3.1.1 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว (แกนX ) ถาแทน   ดวย   ในสมการเชิงข้ัว

แลวสมการคงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย    แลวสมการคงเดิม ดังรูปท่ี 5.17  

5.3.1.2 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว ถาแทน   ดวย    ในสมการ

เชิงข้ัวแลวสมการคงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย   แลวสมการคงเดิม ดังรูปท่ี 5.18 

5.3.1.3 เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว (จุดกําเนิด) ถาแทน r  ดวย r  ในสมการเชิงข้ัวแลว

สมการคงเดิม หรือถาแทน   ดวย    แลวสมการคงเดิม ดังรูปท่ี 5.19 

(พรชัยชัย สาตรวาหา,  2550 : 2-14 และ Riddle, Douglas F.,  1996 : 286) 

 

               
 

รูปท่ี 5.17 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว 

บทนิยาม 5.3.1 กราฟของสมการ ( )r f   ในพิกัดเชิงขั้ว คือ เซตของจุดทั้งหมด ( , )r   ซึ่งพิกัด

สอดคลองกับสมการเชิงข้ัวน้ัน  
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รูปท่ี 5.18 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว 

 

        
 

รูปที่ 5.19 เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว 

 

 

 

 

 

 

ขอสังเกต  

เสนโคงท่ีพิจารณาสมมาตรมี 3 ลักษณะ คือ สมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว กับแกนต้ังฉากกับ

แกนเชิงขั้ว และขั้ว เราพบวา ถาเสนโคงมีสมมาตร 2 ลักษณะแลว เสนโคงจะสมมาตรลักษณะที่ 3 ดวย

เสมอ เชน เสนโคงมีสมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว และมีสมมาตรเทียบกับแกนตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว 

แลว เสนโคงจะตองมีสมมาตรเทียบขั้วดวย 



บทท่ี 5 พิกัดเชิงขั้ว  197 
 

ตัวอยาง 5.3.1.1 จงพิจารณาเสนโคง 3 5cosr    วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนท่ีตั้งฉากกับแกน

เชิงข้ัว และจุดขั้ว หรือไม  

วิธีทํา - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน   ดวย   ในสมการ จะได 

   
3 5cos( )
3 5 cos

r 


  
 

 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   

3 5cos( )
3 5cos
3 5cos

r  



  
 
 

 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน r  ดวย r  ในสมการ จะได 

          

3 5cos
3 5cos

3 5cos

r 




  
 
 

 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับจุดข้ัว  

 

 
 

รูปท่ี 5.20 เสนโคง 3 5cosr    
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ตัวอยาง 5.3.1.2 จงพิจารณาเสนโคง 4 sin 3r   วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิง

ขั้ว และจุดขั้ว หรือไม  

วิธีทํา - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน   ดวย   ในสมการ จะได 

   
4 sin 3( )
4 sin( 3 )
4 sin 3

r 



 
 


 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   

4sin 3
4sin 3( )
4 sin 3

r 
 



 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน r  ดวย r  ในสมการ จะได 

          
4 sin 3
4 sin 3 4 sin 3

r
r


 

 
 

 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับจุดข้ัว  
 

 

 
 

รูปที่ 5.21 เสนโคง 4 sin 3r   
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ตัวอยาง 5.3.1.3 จงพิจารณาเสนโคง 3sin 4r   วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิง

ขั้ว และจุดขั้ว หรือไม  

วิธีทํา - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน r  ดวย r และ   ดวย    ในสมการ จะได 

          
3sin 4( )
3 sin( 4 )
3 sin 4

r

r

 




  
 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   
3sin 4( )
3 sin 4

r  


 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   
3sin 4( )
3 sin(4 4 )
3 sin 4

r  
 


 
 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับจุดข้ัว  

 
 

 
 

รูปที่ 5.22 เสนโคง 3sin 4r   
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5.3.2 ระยะตัดแกน (Intercepts) 

Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton.  (1992 : 226) ไดกลาววา การหาระยะตัด

แกนเชิงข้ัว ให 0, , 2 , 3 ,...        แลวหาคา r  ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกน

เชิงขั้ว และการหาระยะตัดแกนท่ีตั้งฉากกับแกนเชิงขั้ว (แกน Y ) ให 3 5, , ,...
2 2 2
       

แลวหาคา r  ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกนท่ีต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว (แกน Y )  
 

ตัวอยาง 5.3.2.1 จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงขั้ว และแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัวของ 3(1 sin )r    

วิธีทํา - หาระยะตัดแกนเชิงข้ัว  

ให 0   แทนในสมการ 3(1 sin0) 3r     จะไดพิกัดจุด (3,0)  

ให    แทนในสมการ 3(1 sin ) 3r     จะไดพิกัดจุด (3, )  

ดังนั้น จุดตัดบนแกนเชิงขั้วมี 2 จุด คือจุด (3,0)  และจุด (3, )   

- หาระยะตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

ให 
2
   แทนในสมการ 3 1 sin 0

2
r        

 จะไดพิกัดจุด 0,
2
     

 

ให 3
2
   แทนในสมการ 

33 1 sin 6
2

r        
 จะไดพิกัดจุด 

36,
2
     

 

ดังนั้น จุดตัดบนแกนแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว 2 จุด คือจุด 0,
2
     

 และจุด 
36,
2
     

 

 

 
 

รูปที่ 5.23 เสนโคง 3(1 sin )r    
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ตัวอยาง 5.3.2.2 จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงขั้ว และแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัวของ 3(1 2cos )r    

วิธีทํา - หาระยะตัดแกนเชิงข้ัว  

ให 0   แทนในสมการ 3(1 2cos0) 3r     จะไดพิกัดจุด ( 3,0)  

ให    แทนในสมการ 3(1 2cos ) 9r     จะไดพิกัดจุด (9, )  

ดังนั้น จุดตัดบนแกนเชิงขั้วมี 2 จุด คือจุด ( 3,0)  และจุด (9, )   

- หาระยะตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

ให 
2
   แทนในสมการ 3 1 2cos 3

2
r        

 จะไดพิกัดจุด 3,
2
     

 

ให 3
2
   แทนในสมการ 

33 1 2cos 3
2

r        
 จะไดพิกัดจุด 

33,
2
     

 

ดังนั้น จุดตัดบนแกนเชิงขั้วมี 2 จุด คือจุด 3,
2
     

 และจุด 
33,
2
     

 

 และถาให 0r   จะไดวา 

   

0 1 2cos
1cos
2
60







 



 

 

ดังนั้น เสนโคงผานจุด  0,60  
 

 
 

รูปที่ 5.24 เสนโคง 3(1 2cos )r    
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5.3.3 ขอบเขตของ r  (Bound of r ) 

พิจารณาขอบเขตของ r  สําหรับทุก ๆ คา   ที่หาคา r  ได เน่ืองจากฟงกชันของ 

r  เปนฟงกชันของ sine  หรือ cosine  ดังน้ัน 

r  จะมีขอบเขต ถามี 0M   ซึ่ง r M  ทุกคา   กราฟจะเปนเสนโคงปด 

r  จะไมมีขอบเขต ถาคาของ r  เพ่ิมข้ึนโดยไมมีขีดจํากัด เม่ือคา   เพ่ิมข้ึน กราฟ

จะเปนเสนโคงเปด (ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักด์ิ บายเท่ียง,  2544 : 228) 

 

ตัวอยาง 5.3.3.1 จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคง 3(1 cos )r    

วิธีทํา เพราะวา cos 1   จะไดวา 
max

3 3cos 6r     

 จะไดขอบเขต 6r   และเมื่อ 6r   แลวสามารถหา   ไดจาก 

  

3(1 cos )
6 3(1 cos )
2 1 cos

cos 1
0, 2 , 4 ,...

r 




  

 
 
 

  

 

ดังนั้น จุด (6,0)  เปนจุดที่หางจากขั้วมากท่ีสุด 

 

 
 

รูปที่ 5.25 เสนโคง 3(1 cos )r    
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ตัวอยาง 5.3.3.1 จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคง 15
3 2 cos

r





 

วิธีทํา เพราะวา 1 cos 1    จะไดวา 
max

15 15
3 2cos

r


 


 

 จะไดขอบเขต 15r   และเมื่อ 15r   แลวสามารถหา   ไดจาก 

  

15
3 2 cos

1515
3 2 cos
153 2 cos
15

3 2 cos 1
2 cos 2
cos 1

0

r
















 

 


 

 

ดังนั้น จุด (15,0 )  เปนจุดท่ีหางจากขั้วมากท่ีสุด 

 

 
 

รูปท่ี 5.26 เสนโคง 15
3 2 cos

r




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ตัวอยาง 5.3.1 จงเขียนกราฟของสมการ 2 2sinr    

วิธีทํา  พิจารณาการสมมาตร  

 - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน   ดวย   ในสมการ จะได 

          
2 2sin
2 2sin( )
2 2sin

r 




 
  
 

 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   
2 2sin
2 2sin( )
2 2sin

r 
 


 
  
 

 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน r  ดวย r  ในสมการ จะได 

          
2 2sin
2 2sin
2 2 sin

r
r
r





 
  

  
 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับจุดข้ัว  

 

 พิจารณาระยะตัดแกน 

 - หาระยะตัดแกนเชิงข้ัว  

ให 0   แทนในสมการ 2 2sin 0 2r     จะไดพิกัดจุด (2,0)  

ให    แทนในสมการ 2 2sin 2r     จะไดพิกัดจุด (2, )  

  จุดตัดบนแกนเชิงข้ัวมี 2 จุด คือจุด (2,0)  และจุด (2, )   

 

- หาระยะตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

ให 
2
   แทนในสมการ 2 2 sin 4

2
r     จะไดพิกัดจุด 4,

2
     

 

ให 3
2
   แทนในสมการ 32 2sin 0

2
r     จะไดพิกัดจุด 

30,
2
     

 

  จุดตัดบนแกนเชิงข้ัวมี 2 จุด คือจุด 4,
2
     

 และจุด 
30,
2
     
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 พิจารณาขอบเขตของ r  

เพราะวา sin 1   จะไดวา 
max

2 2sin 4r     

 จะไดขอบเขต 4r   และเมื่อ 4r   แลวสามารถหา   ไดจาก 

  

2 2sin
4 2 2 sin

sin 1

2

r 





 
 




 

  จุด 4,
2
     

 เปนจุดที่หางจากขั้วมากท่ีสุด 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.3.1 ดังรูปท่ี 5.27 

 

 
 

รูปที่ 5.27 พิกัดจุด ,A B  และ C  ในระบบพิกัดเชิงข้ัว  
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ตัวอยาง 5.3.2 จงเขียนกราฟของ 8cosr   

วิธีทํา  พิจารณาการสมมาตร  

 - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน   ดวย   ในสมการ จะได 

          
8 cos
8 cos( )
8 cos

r 





 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   
8 cos
8 cos( )
8 cos

r 
 



 


 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับแกนท่ีต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน r  ดวย r  ในสมการ จะได 

          
8 cos
8 cos
8 cos

r
r
r






 


 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับจุดข้ัว  

 

 พิจารณาระยะตัดแกน 

 - หาระยะตัดแกนเชิงข้ัว  

ให 0   แทนในสมการ 8cos 0 8r    จะไดพิกัดจุด (8,0)  

ให    แทนในสมการ 8 cos 8r    จะไดพิกัดจุด ( 8, )  

  จุดตัดบนแกนเชิงข้ัวมี 1 จุด คือจุด (8,0)   

 

- หาระยะตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

ให 
2
   แทนในสมการ 8cos 0

2
r    จะไดพิกัดจุด 0,

2
     

 

ให 3
2
   แทนในสมการ 38 cos 0

2
r    จะไดพิกัดจุด 

30,
2
     

 

  จุดตัดบนแกนเชิงข้ัวมี 1 จุด คือจุด 0,
2
     

  หรือจุด  0,0  
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 พิจารณาขอบเขตของ r  

เพราะวา cos 1   จะไดวา 

  max
8 cos
8

r 


 

 จะไดขอบเขต 8r   และเมื่อ 8r   แลวสามารถหา   ไดจาก 

  

8 cos
8 8 cos

cos 1
0

r 








 

 

  จุด  8,0  เปนจุดที่หางจากขั้วมากท่ีสุด 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.3.2 ดังรูปท่ี 5.28 

 

 
 

รูปท่ี 5.28 เสนโคง 8cosr    
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สรุปทายบทที่ 5 

  สําหรับในบทที่ 5 น้ันเราไดศึกษานั้นเราไดศึกษาระบบพิกัดเชิงขั้ว ในการศึกษาแคลคูลัสใน 2 มิติ 

เราแสดงพิกัดของจุดบนระนาบได ระนาบท่ีกลาวมาคือระบบพิกัดฉาก แตยังมีอีกระบบหน่ึงซึ่งสามารถ

ระบุตําแหนงบนระนาบ 2 มิติไดเชนกัน คือ ระบบพิกัดเชิงขั้ว ซึ่งปญหาในทางแคลคูลัสหลาย ปญหาเม่ือ

เราใชระบบพิกัดฉากไปแกปญหา พบวาปญหานั้นมีความยุงยากและซับซอน แตเมื่อเราเปล่ียนวิธีคิดโดย

การเปลี่ยนจากระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกัดเชิงขั้ว ปญหาน้ันก็จะงายลง  

 ในระบบพิกัดเชิงขั้วนี้ประกอบไปดวย แกนเชิงขั้ว (Polar Axis) ซึ่งเปนรังสี  OX


 บนระนาบ 

เรียกจุด O  วาจุดกําเนิด (Origin) หรือ ข้ัว (Pole) และสวนของเสนตรง OP  เขียนแทนดวย r  เรียกวา 

เวกเตอรรัศมี (Radius Vector)   เรียกวา มุมเชิงขั้ว (Polar Angle) ดังรูป 

 

 
 

ซึ่งระบบพิกัดเชิงขั้วจะบอกพิกัดเปน ( , )r   โดยความสัมพันธระหวางพิกัดฉากและพิกัดเชิงข้ัว

เปนดงัน้ี cosx r   และ siny r   

 คา r  หาไดจาก 2 2r x y    เมื่อ r  คอืรัศมีท่ีลากออกจากจุดขั้วหรือจุดกําเนิด 

 คา   หาไดจาก tan y
x

    เมื่อ   คอืเสนรัศมีทํามุมกับแกนเชิงขั้วหรือแกน X  

-  มุม   มีคาเปนบวก ถาวัดทวนเข็มนาฬิกาจากแกนเชิงขั้ว  

- มุม   มีคาเปนลบ ถาวัดตามเข็มนาฬิกาจากแกนเชิงข้ัว  

 สังเกตวา   ที่สอดคลองกับ tan y
x

    มีไดหลายคา ในการหาพิกัดเชิงขั้วจากระบบพิกัด

ฉาก เราจึงจะไมเพียงแคเลือกคา   ใด ๆ ท่ีสอดคลองกับ tan y
x

  แตจะตองเลือก   ที่ทําใหจุด 

( , )r   อยูในจตุภาคท่ีตรงกับท่ีตองการดวย นั่นหมายความวา จุดในระบบพิกัดเชิงขั้วจุดเดียวสามารถ

เขียนไดหลายแบบ ซึ่งตางจากระบบพิกัดฉากท่ีสามารถเขียนไดแบบเดียวเทานั้น 
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สําหรับในการวาดกราฟในระบบพิกัดเชิงข้ัวน้ัน กระทําไดเชนเดียวกันกับการวาดกราฟในระบบ

พิกัดฉาก โดยเลือกคา   ตาง ๆ จากคา   ท่ีเลือกสามารถนํามาคํานวณหา r  จากสมการท่ีกําหนดใหได 

จากนั้นนําคา   และ r  ที่ไดแตละคูไปกําหนดตําแหนงของจุดน้ัน ๆ ลงในพิกัดเชิงขั้ว นอกจากนี้เราจะ

พิจารณาลักษณะจําเพาะของเสนโคงเพ่ือชวยในการวาดกราฟไดรวดเร็ว และถูกตองยิ่งข้ึน ดังน้ี 
 

พิจารณาการสมมาตรของสมการเชิงขั้ว  

1. เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว (แกนX ) ถาแทน   ดวย   ในสมการเชิงขั้วแลวสมการ

คงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย    แลวสมการคงเดิม  

2. เสนโคงมีสมมาตรกับแกนตั้งฉากกับขั้ว (แกนY ) ถาแทน   ดวย    ในสมการเชิงข้ัว

แลวสมการคงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย   แลวสมการคงเดิม  

3. เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว (จุดกําเนิด) ถาแทน r  ดวย r  ในสมการเชิงข้ัวแลวสมการคงเดิม 

หรือถาแทน   ดวย    แลวสมการคงเดิม 

เสนโคงที่พิจารณาการสมมาตรมี 3 ลักษณะ คือ สมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว กับแกนต้ังฉากกับ

แกนเชิงขั้ว และจุดขั้ว เราพบวา ถาเสนโคงมีสมมาตร 2 ลักษณะแลว เสนโคงจะสมมาตรลักษณะท่ี 3 

ดวยเสมอ เชน เสนโคงมีสมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว และมีสมมาตรเทียบกับแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว 

แลว เสนโคงจะตองมีสมมาตรเทียบขั้วดวย 
 

พิจารณาระยะตัดแกน  

การหาระยะตัดแกนเชิงข้ัว ให 0, , 2 , 3 ,...        แลวหาคา r  ออกมา จะไดพิกัด 

( , )r   เปนจุดตัดแกนเชิงข้ัว  

การหาระยะตัดแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว (แกน Y ) ให 3 5, , ,...
2 2 2
       แลว

หาคา r  ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว (แกน Y )  
 

พิจารณาขอบเขต   

พิจารณาขอบเขตของ r  สําหรับทุก ๆ คา   ท่ีหาคา r  ได เน่ืองจากฟงกชันของ r  เปน

ฟงกชันของ sine  หรือ cosine  ดังน้ัน 

 r  จะมีขอบเขต ถามี 0M   ซึ่ง r M  ทุกคา   กราฟจะเปนเสนโคงปด 

 r  จะไมมีขอบเขต ถาคาของ r  เพ่ิมข้ึนโดยไมมีขีดจํากัด เมื่อคา   เพิ่มขึ้น กราฟจะเปนเสน

โคงเปด 
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แบบฝกหัดบทท่ี 5 
 

จงลงจุดในระบบพิกัดเชิงขั้วบนระนาบพิกัดเขิงข้ัวตอไปนี้ (ขอ 5.1 - 5.8) 

5.1 (3,60 ), (4,45 ), (5,30 )A B C    

5.2 ( 3,60 ), ( 4,45 ), ( 5, 30 )D E F      

5.3 (1,20 ), ( 2,135 ), (7, 330 )G H I    

5.4 (6,0 ), (4, ), (5,2 )J K L   

5.5 3, , 7, , (0,0 )
2 3

M N O               
  

5.6 2, , 4, , 4,
6 4 4

P Q R                             
 

5.7 
2 11 55, , 2, , 4,
3 6 3

S T U                               
 

5.8 
8 29 211, , 2, , 8,
3 6 4

X Y Z                              
 

 

จงหาพิกัดจุดเชิงขั้วอีก 2 พิกัดซึ่งแทนจุดเดียวกันตอไปนี้ (ขอ 5.9 - 5.16) 

5.10 (4,20 )   5.11 (3, 15 )    5.12 ( 1,69 )   

5.13 ( 4, 360 )    5.14 
33,
4
      

 5.15 
42,
3
     

 

5.16 
336,
2
     

  

 

จงหาพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากตอไปน้ี (ขอ 5.17 - 5.25) 

5.17 
33,
2
     

  5.18 
54,
6
     

  5.19  6,  

5.20 
34,
4
     

  5.21  0,   5.22 2,
3
      

 

5.23 3 3,
4
     

 5.24 3,
6
     

  5.25 
55,
4
     
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จงหาพิกัดของจุดในระบบพิกัดเชิงขั้วตอไปนี้ (ขอ 5.26 - 5.40) 

5.26 (0,0)   5.27 (0,3)   5.28 (0, 4)  

5.29 (2 3, 2)  5.30 ( 2, 2)   5.31 ( 3, 1)  

5.32 ( 4,3)   5.33 ( 5, 12)   5.34 (4,0)  

5.35 ( 3,0)   5.36 ( 3, 3)   5.37 ( 4 3, 4)  

5.38 ( 4, 4)    5.39 (5,12)   5.40 
3 3,
2 2

       
 

 

จงแปลงสมการในระบบพิกัดฉากตอไปน้ีใหอยูรูปสมการระบบพิกัดเชิงขั้ว (ขอ 5.41 - 5.52) 

5.41 3y     5.42 2 0x y    

5.43 2 4x y    5.44 3x   

5.45 2 2 24x y    5.46 2 2 2x y y   

5.47 2 9y x    5.48 2 3x y    

5.49 2 22 4x y    5.50 2 9x y    

5.51 2 2 2x y x    5.52 2 2 9x y   

 

จงแปลงสมการในระบบพิกัดเชิงข้ัวตอไปนี้ใหอยูรูปสมการระบบพิกัดฉาก (ขอ 5.53 - 5.66) 

5.53 cos 4r     5.54 5cosr    

5.55 
4
     5.56 2 sin2 4r    

5.57 
2

1 cos
r





  5.58 

2
3
   

5.59 
3

1 cos
r





  5.60 2r    

5.61 sin 5r     5.62 
4

sin 2cos
r

 



   

5.63 
1

cos 3 sin
r

 



 5.64 8 sinr   

5.65 
3

3sin 4cos
r

 



 5.66 2 4

cos2
r


  
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จงพิจารณาเสนโคงตอไปนี้วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว และจุดขั้ว หรือไม  

(ขอ 5.67 - 5.74) 

5.67 2 4
cos2

r


   5.68 2 sin2 4r    

5.69 
2

1 cos
r





  5.70 cos 4r    

5.71 
3

1 cos
r





  5.72 2r    

5.73 sin 5r     5.74 
4

sin 2cos
r

 



   

 

จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงข้ัว และจุดตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้วเสนโคงตอไปน้ี (ขอ 5.75 - 5.82) 

5.75 6sinr    5.76 
1

2cos sin
r

 



 

5.77 
3

sin 2cos
r

 



 5.78 cos 2r    

5.79 
2

3 cos
r





  5.80 sin 1r     

5.81 9r     5.82 
3

2 5cos
r





   

 

จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคงตอไปนี้ (ขอ 5.83 - 5.92) 

5.83 2 sin2 6r     5.84 2 2
cos2

r


  

5.85 2sinr    5.86 
2

cos 4 sin
r

 



 

5.87 
6

5sin 2cos
r

 



 5.88 cos 3r    

5.89 2 sin 1r     5.90 2 3
cos2

r


  

5.91 1r     5.92 
3
   

 

จงวาดกราฟของสมการ 3 6sinr    


