
บทที่ 5 

ระบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinate System) 

 
มีการนําแนวคิดเร่ืองมุมและรัศมีมาใชตั้งแตสมัยโบราณ ในหนึ่งสหัสวรรษกอนคริสตศักราช นัก

ดาราศาสตรชาวกรีกที่ชื่อฮิปปารคัส (Hipparchus 190-120 ปกอนคริสตกาล) สรางตารางฟงกชันคอรด

ท่ีใหความยาวของคอรดสําหรับแตละมุม และมีการอางอิงวาเขาใชระบบพิกัดเชิงขั้วในการพิสูจนตําแหนง

ของดวงดาว On Spirals (วาดวยเสนเกลียว) อารคิมิดีส (Archimedes; 287-212 ปกอนคริสตกาล) 

บรรยายถึงวงกนหอยอารคิมิดีสวารัศมีของฟงกชันขึ้นกับมุม อยางไรก็ตามสิ่งท่ีชาวกรีกเหลาน้ีทําก็ยังไม

ขยายออกไปถึงระบบพิกัดเชิงขั้วท่ีสมบูรณ ในคริสตศตวรรษที่ 9 นักคณิตศาสตรชาวเปอรเซียท่ีชื่อ ฮะบัซ 

อัล-ฮะซับ อัล-มารวะซิ (Habash al-Hasib al-Marwazi) ใชวิธีตรีโกณมิติเชิงทรงกลมและการฉายแผนท่ี

เพื่อที่จะแปลงผันพิกัดเชิงข้ัวไปเปนระบบพิกัดท่ีแตกตางโดยมุงความสนใจไปยงัจุดจําเพาะบนรูปทรงกลม  

Origin of Polar Coordinates (กําเนิดพิกัดเชิงขั้ว) ประวัติของพิกัดนี้ถูกบรรยายโดยจูเลียน      

โลเวล โคลลิดจ (Julian Lowell Coolidge 1873 –1954) เกรกัวร เดอ แชง-แวงซอง (Grégoire de 

Saint-Vincent 1584 - 1667) และ โบนาเวนตูรา คาวาลิเอริ (Bonaventura Cavalieri 1598 - 1647) 

ตางเริ่มนําแนวคิดมาใชในกลางคริสตศตวรรษท่ี 7 แชง-แวงซองเขียนถึงพิกัดเชิงขั้วโดยการสวนตัวในป 

ค.ศ. 1625 และตีพิมพงานของเขาในป ค.ศ. 1647 ขณะที่คาวาลิเอริตีพิมพในป ค.ศ. 1635 และฉบับท่ี

ถูกตองในป ค.ศ. 1653 คาวาลิเอริเปนบุคคลแรกท่ีใชพิกัดเชิงข้ัวแกปญหาเกี่ยวกับพื้นท่ีในวงกนหอยอาร 

คิมิดีส ตอมาแบลส ปาสกาล (Blaise Pascal 1623 - 1662) ไดใชพิกัดเชิงขั้วคํานวณหาความยาวของ

สวนโคงของรูปพาราโบลา เซอรไอแซก นิวตัน พิเคราะหการแปลงระหวางพิกัดเชิงข้ัวซึ่งเขาไดอิงตาม 

"รูปแบบที่ 7 สําหรับวงกนหอย" และพิกัดอื่น ๆ อีก 9 พิกัดในวารสาร Acta Eruditorum (1691) เจคอบ 

เบอรโนลลี (Jacob Bernoulli 1654 - 1705) ใชระบบรวมกับจุดบนเสนท่ีเรียกวาขั้ว และแกนเชิงข้ัว 

ตามลําดับ พิกัดเปนระยะทางจากขั้วและมุมจากแกนเชิงขั้ว งานของเบอรโนลลีครอบคลุมไปถึงการพบ

รัศมีความโคงของเสนโคงท่ีอยูในพิกัดนี้ คําวา พิกัดเชิงข้ัว โดยแทจริงแลวนาจะมาจากเกโกรีโอ ฟอนตานา 

(Gregorio Fontana) นักคณิตศาสตรชาวอิตาลีในสมัยคริสตศตวรรษท่ี 18 และคํานี้ปรากฏเปน

ภาษาอังกฤษในงานแปลของ จอรจ พีคอก (George Peacock) ท่ีชื่อ แคลคูลัสเชิงอนุพันธและปริพันธ 

ของลากรัซ (Lacroix) ในป ค.ศ. 1816  อเล็กซิส คลาเราตเปนคนแรกที่คิดพิกัดเชิงขั้วในรูปแบบสามมิติ 

และเลออนฮารด ออยเลอรเปนคนแรกท่ีนํามาใชงานจริง  
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5.1 ระบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinate System)  

ดํารง ทิพยโยธา สุรชัย สมบัติบริบูรณ และ นัฏฐนาถ ไตรภพ  (2558 : 233-234) ไดกลาววา ใน

ระบบพิกัดเชิงขั้วน้ีประกอบไปดวย แกนเชิงข้ัว (Polar Axis) ซึ่งเปนรังสี  OX


 บนระนาบ เรียกจุด O  วา

จุดกําเนิด (Origin) หรือ ขั้ว (Pole)   และสวนของเสนตรง OP  เขียนแทนดวย r  เรียกวา เวกเตอรรัศมี 

(Radius Vector)   เรียกวา มุมเชิงข้ัว (Polar Angle) ดังรูปท่ี 5.1 
 

 

 
 

รูปที่ 5.1 แสดงพิกัดเชิงขั้ว 

 

พิกัดของจุด P  เขียนแทนดวย ( , )P r   หรือ ( , )r   

- ระยะ r  มีคาเปนบวก ถาวัดจากจุดขั้วไปในทิศเดียวกับรงัสีของมุม  

- ระยะ r  มีคาเปนลบ ถาวัดจากจุดข้ัวไปในทิศตรงขามกับรังสีของมุม  

- มุม   มีคาเปนบวก ถาวัดทวนเข็มนาฬิกาจากแกนเชิงขั้ว  

- มุม   มีคาเปนลบ ถาวัดตามเข็มนาฬิกาจากแกนเชิงข้ัว  

การบอกพิกัดของจุด P   ซึง่อยูตรงกันขามกับจุด P  เม่ือเทียบกับจุดขั้วเราใชพิกัด ( , )r    

หรือใชระยะทางเปน r  ก็ได แตตองใชมุมท่ีวัดจากแกนเชิงข้ัวกับเสนตรงท่ีตอจาก OP   ไปยงัจุด P  

เปนมุม   เขียนแทนดวยพิกัด ( , )r  ดังรูปท่ี 5.2 
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รูปที่ 5.2 แสดงพิกัดของจุด ( , )P r    

 

นอกจากน้ีมุมท่ีใชแทนจุด P  หรือ P   ยังใชมุมไดเกิน 1 รอบ เชน  

- ใชพิกัดเปน ( , 2 )r n   เมื่อ 1,2,3,...n  แทนจุด P   

- ใชพิกัดเปน ( , 2 )r n    เมื่อ 1,2,3,...n  แทนจุด P   

ซึ่งจะเห็นวา พิกัดเชิงข้ัวของจุด P  มีหลายแบบคือ  
( , ) ( , )

( , )
( , 2 )

r r
r

r n

  
 

 

  
  
 

  

เมื่อ n  คือจํานวนเต็ม  

เราสามารถเขียนรวมในรูปท่ัวไปไดเปน  

(( 1) , )nr n     

เมื่อ 1, 2, 3,...n      
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ตัวอยาง 5.1.1 จงลงจุด 5,
3

A      
 ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

วิธีทํา ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 
3
  เรเดียน จะไดจุด 5,

3
A      

 ดังรูปท่ี 5.3.1 

ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 5
3
  เรเดียน จะไดจุด 55,

3
A      

 ดังรูปท่ี 5.3.2 

ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 4
3
  เรเดียน จะไดจุด 45,

3
A      

 ดังรูปท่ี 5.3.3 

ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 2
3
  เรเดียน จะไดจุด 25,

3
A       

 ดังรูปท่ี 5.3.4 

 

     
 รูปท่ี 5.3.1           รูปท่ี 5.3.2 
 

          
รูปท่ี 5.3.3          รูปท่ี 5.3.4 
 

รูปที่ 5.3 แสดงพิกัดจุด A   ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
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ตัวอยาง 5.1.2 จงลงจุดซึ่งกําหนดโดยพิกัดเชิงขั้วตอไปน้ี 3, , 5,
6 4

A B                
 และ ( 2, )C    

วิธีทํา ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 3  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 
6
  เรเดียน จะไดจุด 3,

6
A      

   

ลงจุด B  โดยลากเสนรัศมียาว 5  หนวย แลวหมุนเสนรศัมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวน

เข็มนาฬิกาเปนมุม 
4
  เรเดียนไดจุด 5,

4
B      

 แลวสวนของลากเสนตรง OB   ผานจุดกําเนิดไปยังจุด 

B  ซึ่งอยูตรงขามกับจุด B   มีระยะ 5OB   หนวย จะไดจุด 5,
4

B      
 

ลงจุด C  โดยลากเสนรัศมียาว 2  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม   เรเดียน จะไดจุด  2,C    แลวลากสวนของเสนตรง OC   ผานจุดกําเนิดไปยัง

จุด C  ซึ่งอยูตรงขามกับจุด C   มีระยะ 2OC   หนวย จะไดจุด  2,C    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.1.2 ดังรูปท่ี 5.4 
 

 
 

รูปที่ 5.4 พิกัดจุด ,A B  และ C  ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
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ตัวอยาง 5.1.3 จงลงจุด (6, 60 ), ( 3,260 )A B   และ ( 4, 30 )C     

วิธีทํา ลงจุด A  โดยลากเสนรัศมียาว 6  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาเปนมุม 60  จะไดจุด (6, 60 )A     

ลงจุด B  โดยลากเสนรัศมียาว 3  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศทวน

เข็มนาฬิกาเปนมุม 260  จะไดจุด (3, 260 )B    แลวลากสวนของเสนตรง OB   ผานจุดกําเนิดไปยังจุด 

B  ซึ่งอยูตรงขามกับจุด B   มีระยะ 3OB   หนวย จะไดจุด ( 3, 260 )B    

ลงจุด C  โดยลากเสนรัศมียาว 4  หนวย แลวหมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศตาม

เข็มนาฬิกาเปนมุม 30  จะไดจุด (4, 30 )C      แลวลากสวนของเสนตรง OC   ผานจุดกําเนิดไปยังจุด 

C  ซึ่งอยูตรงขามกับจุด C   มีระยะ 4OC   หนวย จะไดจุด ( 4, 30 )C     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.1.3 ดังรูปท่ี 5.5 

 

 
 

รูปที่ 5.5 พิกัดจุด ,A B  และ C  ในระบบพิกัดเชิงข้ัว  
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ตัวอยาง 5.1.4 จงบอกพิกัดเชิงข้ัวท่ีอยูตรงขามกับจุดที่กําหนดใหตอไปนี้ 

ก. จุด 1,
4

A      
   ข. จุด 2,

3
B      

 ค. จุด 54,
6

C      
 ง. จุด  3, 181D    

วิธีทํา ก.  จุด 1,
4

A      
 

จากจุด A  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคที่ 1 หาจุด A  ที่อยูในจตุภาคท่ี 3 ที่มีรัศมียาว 2  หนวย โดย

หมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 5
4
  เรเดียน ไดจุด 51,

4
A      

  

ดังนั้น  พิกัดจุด 51,
4

A      
 เปนจุดท่ีอยูตรงขามกับจุด 1,

4
A      

  

 

ข. จุด 2,
3

B      
 

วิธีทํา จุด B  เปนจุดที่อยูในจตุภาคท่ี 2 หาจุด B   ที่อยูในจตุภาคท่ี 4 ที่มีรัศมียาว 2  หนวย โดยหมุน

เสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 2
3
  เรเดียน ไดจุด 22,

3
B      

  

ดังนั้น  พิกัดจุด 22,
3

B      
 เปนจุดท่ีอยูตรงขามกับจุด 2,

3
B      

  

 

ค. จุด 54,
6

C      
 

วิธีทํา จุด C  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 4  หาจุด C   ที่อยูในจตุภาคท่ี 2 ท่ีมีรัศมียาว 4  หนวย โดยหมุน

เสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 5
6
  เรเดียน ไดจุด 54,

6
C      

  

ดังนั้น  พิกัดจุด 54,
6

C      
 เปนจุดท่ีอยูตรงขามกับจุด 54,

6
C      

  

 

ง. จุด  3, 181D    

วิธีทํา จุด D  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 3 หมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ซึ่งมีรัศมียาว 3  หนวย ไป

ในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 1  ไดจุด  3, 1D    

ดังนั้น  พิกัดจุด  3, 1D   เปนจุดท่ีอยูตรงขามกับจุด  3, 181D    
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ตัวอยาง 5.1.5 จงบอกพิกัดเชิงข้ัวอีกรูปแบบหนึ่งของจุดที่กําหนดใหตอไปนี้ 

ก. จุด 2,
4

A      
 ข. จุด 26,

3
B       

  ค. จุด 51,
6

C      
 ง. จุด ( 3, 50 )D    

วิธีทํา จุด A  เปนจุดที่อยูในจตุภาคท่ี 1 หาจุด A  ท่ีอยูในจตุภาคท่ี 3 มีรัศมียาว 2  หนวย หมุนเสน

รัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 5
4
  เรเดียน ไดจุด 52,

4
A      

 ซึ่งเปนจุดท่ี

อยูตรงขามกับจุด A  แลวสะทอนจุด 52,
4

A      
 ผานจุดกําเนิด จะไดจุด 52,

4
A      

 

ดังนั้น  พิกัดจุด 2,
4

A      
 อีกรูปแบบหน่ึงคือจุด 52,

4
A      

  

 

ข. จุด 26,
3

B       
 

วิธีทํา จุด B  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 3 หาจุด B   ที่อยูในจตุภาคที่ 1 มีรัศมียาว 6  หนวย หมุนเสน

รัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ไปในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 
3
  เรเดียน ไดจุด 6,

3
B      

 ซึ่งเปนจุดที่อยู

ตรงขามกับจุด B  แลวสะทอนจุด 26,
3

B       
 ผานจุดกําเนิด จะไดจุด 6,

3
B      

 

ดังนั้น  พิกัดจุด 26,
3

B       
 อีกรูปแบบหน่ึงคือจุด 6,

3
B      

  

 

ค. จุด 51,
6

C      
 

วิธีทํา จุด C  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 4  หมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงข้ัว OX  ซึ่งมีรัศมียาว 1 หนวย ไป

ในทิศตามเข็มนาฬิกาเปนมุม 
6
  เรเดียน ไดจุด 1,

6
C      

  

ดังนั้น  พิกัดจุด 51,
6

C      
 อีกรูปแบบหนึ่งคือจุด 1,

6
C      

  

 

ง. จุด ( 3, 50 )D    

วิธีทํา จุด D  เปนจุดท่ีอยูในจตุภาคท่ี 3 หมุนเสนรัศมีจากแกนเชิงขั้ว OX  ซึ่งมีรัศมียาว 3  หนวย ไป

ในทิศทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 230  ไดจุด (3, 230 )D    

ดังนั้น  พิกัดจุด ( 3, 50 )D    อีกรูปแบบหน่ึงคือจุด (3, 230 )D   
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5.2 ความสัมพันธระหวางพิกัดฉากและพิกัดเชิงขั้ว (Relations Between Rectangular 

and Polar Coordinates) 

Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton.  (1992 : 212-213) และ Riddle, Douglas F.  (1996 

: 294) ไดกลาววา ความสัมพันธระหวางพิกัดฉากกับพิกัดเชิงข้ัวพิจารณาไดจากรูปท่ี 5.6 ซึ่งขั้วของระบบ

พิกัดเชิงข้ัวทับกับจุดกําเนิดของระบบพิกัดฉาก และแกนเชิงขั้วของระบบพิกัดเชิงข้ัวทับกับแกน X  ดาน

บวกของระบบพิกัดฉาก โดยกําหนดจุด P  ใหมีพิกัดเปน ( , )x y  ในระบบพิกัดฉาก และมีพิกัด ( , )r   

ในระบบพิกัดเชิงขั้ว 

 

 
 

รูปที่ 5.6 ความสัมพันธระหวางพกัิดฉากกับพิกัดเชิงข้ัว  

 

จากรูปท่ี 5.6 จะไดความสัมพันธของ x  และ y  ในเทอมของ r  และ   ดังนี้ 

cosx r   และ sin ................................................(1)y r   

ถึงแมวาเราจะไดสมการ (1)  จากการพิจารณารูปท่ี 5.6 ซึ่งแสดงเฉพาะกรณีเมื่อ 0r   และ 

0
2
   แตสมการ (1)  เปนจริงสําหรับทุกคาของ r  และ   ดังน้ันสมการดังกลาวทําใหเรา

สามารถหาพิกัดฉากไดเมื่อทราบพิกัดเชิงข้ัว ในทางกลับกัน เมื่อทราบพิกัดฉาก เราสามารถหาพิกัดเชิงข้ัว

ไดจากความสัมพันธของ r  และ   ในเทอมของ x  และ y  ดังน้ี 

2 2r x y   และ tan ............................................(2)y
x
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สังเกตวา   ท่ีสอดคลองกับสมการ (2)  มีไดหลายคา ในการหาพิกัดเชิงขั้วจากพิกัดฉาก เราจึง

จะไมเพียงแคเลือกคา   ใดๆ ท่ีสอดคลองกับ tan y
x

  แตจะตองเลือก   ที่ทําใหจุด ( , )r   อยูใน

จตุภาคท่ีตรงกับที่ตองการดวย 

คามุม   คอื 
2 2
     ดังน้ันคาของ   ในสมการ tan y

x
    และ r  ในสมการ  

2 2r x y   จะไมแสดงจุดใด ๆ ท่ีอยูทางซายของแกน X  ในการหา   จึงแยกเปนสองสวนโดย

พิจารณาคาของ x  ดังน้ี  

1

1

tan , 0

tan , 0

y x
x

y x
x








    

 

ในการคํานวณ   เมื่อเปลี่ยนจากพิกัดฉากไปยังพิกัดเชิงข้ัว  

1
1 4

1
3

1
2

tan , ( , ) ,

tan , ( , )

tan , ( , )

y x y Q Q
x

y x y Q
x
y x y Q
x

 









     

 

เราอาจใหท้ัง r  และ   มีคาเปนบวกโดยใชสมการ (2)  และ 

1
1

1
2 3

1
4

tan , ( , )

tan , ( , ) ,

tan , ( , )

y x y Q
x
y x y Q Q
x
y x y Q
x

 









     

 

 

 

 

 

 

 

 

ขอสังเกต   ถา 0x   แลว 1tan y
x

  หาคาไมได ดังน้ัน 

ถา 0y   เราให r y  และ 
2
    และ 

ถา 0y   เราให r y  และ 
2
   หรือ 3

2
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ตัวอยาง 5.2.1 จงหาพิกัดฉากของจุดซึ่งมีพิกัดเชิงขั้วเปนดังน้ี 

ก. จุด 
26,
3

A      
 ข. จุด 6,

4
B      

 ค. จุด 
114,
6

C      
 ง. จุด (8, 330 )D   

วิธีทํา  ก. เน่ืองจาก 6r   และ 2
3
   จะได 

cos
26cos
3

16
2

3

sin
26sin
3

36
2

3 3

x r

y r








      

      
 


      

      


  

ดังนั้น จุด A  ในพิกัดฉากคือจุด ( 3, 3 3)  

 

ข. เน่ืองจาก 6r   และ 
4
   จะได 

cos

6cos
4

3 2

sin

6sin
4

3 2

x r

y r








       

 


       

 

  

ดังนั้น จุด B  ในพิกัดฉากคือจุด ( 3 2, 3 2)   
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ค. เน่ืองจาก 4r   และ 11
6
    จะได 

cos
114 cos
6

2 3

x r 



      



  และ 

sin
114 sin
6

2

y r 



      



 

ดังนั้น จุด C  ในพิกัดฉากคือจุด (2 3,2) 
 

ง. เน่ืองจาก 8r   และ 330    จะได 
cos

8 cos(330 )
4 3

x r 



   และ 
sin

8 sin(330 )
4

y r 



  

ดังนั้น จุด C  ในพิกัดฉากคือจุด (2 3,2) 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.1 ดังรูปท่ี 5.7 
 

 
 

รูปที่ 5.7 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 5.2.1   
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ตัวอยาง 5.2.2 จงหาพิกัดเชิงข้ัวของจุดซึ่งมีพิกัดฉากเปนดังน้ี 

ก. จุด ( 2, 2)A    ข. จุด (2, 2 3)B   ค. จุด ( 2, 2 3)C   ง. จุด (3, 0)D  จ. จุด (3, 4)E  

วิธีทํา  ก. จุด ( 2, 2)A    

เน่ืองจาก 2x   และ 2y   จะได 
2 2

2 2( 2) ( 2)
2 2

r x y 

   


  

 จาก 0x   จุด A  ตกในจตุภาคท่ี 3  

  

1

1

tan

tan (1)
5
4

y
x

 








       
 



 

ดังนั้น จุด ( 2, 2)A   ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด 
52 2,
4
     

 

 

วิธีทํา  ข. จุด (2, 2 3)B   

เน่ืองจาก 2x   และ 2 3y    จะได 

2 2

2 22 ( 2 3)
16

4

r x y 

  



  

 จาก 0x   จุด B  ตกในจตุภาคท่ี 4  

  

1

1

tan

tan ( 3)

3

y
x









      
 

 

 

ดังนั้น จุด (2, 2 3)B   ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด 4,
3
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วิธีทํา  ค. จุด ( 2, 2 3)C   

เน่ืองจาก 2x   และ 2 3y   จะได 

2 2

2 2( 2) (2 3)
16

4

r x y 

  



  

 จาก 0x   จุด C  ตกในจตุภาคท่ี 2  

  

1

1

tan

tan ( 3)

3
2
3

y
x

 










       
  

 



 

ดังนั้น จุด ( 2, 2 3)C   ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด 
24,
3
     

 

 

วิธีทํา  ง. จุด (3, 0)D  

เน่ืองจาก 1x   และ 0y   จะได 

2 2

2 23 0
9

3

r x y 

 



  

 จาก 0x   จุด D  ตกบนแกน X  

  

1

1

1

tan

0tan
3

tan (0)
0

y
x

 





      
      




 

ดังนั้น จุด (3, 0)D  ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด (3,0 )  
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วิธีทํา  จ. จุด (3, 4)E  

เน่ืองจาก 3x   และ 4y   จะได 

2 2

2 23 4
5

r x y 

 


  

 จาก 0x   จุด E  ตกในจตุภาคท่ี 1  

  

1

1

tan

4tan
3

53.13

y
x

 



      
      

 

 

ดังนั้น จุด (3, 4)E  ในพิกัดเชิงข้ัวคือจุด (5,53.13 )  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.2 ดังรูปท่ี 5.8 
 

 
 

รูปที่ 5.8 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 5.2.2 
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ตัวอยาง 5.2.3 จงแสดงวาจุดท่ีกําหนดใหตอไปน้ีอยูบนกราฟพิกัดเชิงขั้วซ่ึงมีสมการ  2
1 cos

r





 

ก. จุด 2,
2
     

  ข.  จุด 
32,
2
     

  ค.  จุด  1, 2C   

วิธีทํา  ก. จุด 2,
2
     

 

 แทน 2r   และ 
2
   ในสมการ 2

1 cos
r





 จะได 

   

22
1 cos

2
2


       


 

 จะเห็นวาจุด 2,
2
     

 สอดคลองกับสมการ 2
1 cos

r





 

ดังนั้น จุด 2,
2
     

 อยูบนกราฟ 2
1 cos

r





 

 

วิธีทํา  ข. จุด 
32,
2
     

 

 แทน 2r   และ 3
2
   ในสมการ 2

1 cos
r





 จะได 

   

22
31 cos
2

2


        



 

 จะเห็นวาสมการนี้ไมจริง  

แมวาจุดนี้ไมสอดคลองกับสมการ แตเราก็ยังไมสามารถสรุปไดวาจุดน้ีไมอยูบนเสนโคง เน่ืองจาก

เราเห็นไดจากขอ ก. วามันอยูบนเสนโคง เพราะวา จุด 2,
2
     

และจุด 
32,
2
     

เปนพิกัดจุดเดียวกัน 

เพราะฉะนั้น ถาเราตรวจสอบพิกัดหน่ึงที่เปนตัวแทนของจุดหน่ึงไมสอดคลองกับสมการแลว เรา

ตองตรวจสอบที่เปนพิกัดอื่นท่ีเปนตัวแทนของจุดน้ันดวย  

ดังนั้น จุด 
32,
2
     

 อยูบนกราฟ 2
1 cos

r
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วิธีทํา  ค.  จุด  1, 2C   

 แทน 1r   และ 2   ในสมการ 2
1 cos

r





 จะได 

   2 21
1 cos(2 ) 1 1

  
 

  ซึ่งหาคาไมได 

   ตองตรวจสอบพิกัดอ่ืนของจุด ซึ่งนําพิกัด (1, )  แทนในสมการ 2
1 cos

r





 จะได 

   
2 21 1

1 cos(2) 2
  


  

จะเห็นวาจุด (1, )  สอดคลองกับสมการ 2
1 cos

r





 

ดังนั้น จุด  1, 2C   อยูบนกราฟ 2
1 cos

r





 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.3 ดังรูปท่ี 5.9 
 

 
 

รูปที่ 5.9 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 5.2.3 
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ตัวอยาง 5.2.4 จงเปล่ียนสมการ 4cosr   ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก    

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ x  และ y  จะไดวา 

  

2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

4 cos
4 cos
4

4 0
4 4 0 4

( 4 4) 4
( 2) 2

r
r r

x y x
x x y

x x y
x x y

x y







 
  

    
   

  

 

 เราพบวาสมการน้ีเปนสมการวงกลม จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (2,0)  และรัศมียาว 2  หนวย 

ดังนั้น สมการ 4cosr    ในรูปสมการพิกัดฉากคือ 2 2 2( 2) 2x y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.4 ดังรูปท่ี 5.10 
 

 
 

รูปท่ี 5.10 กราฟของสมการ 4cosr     
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ตัวอยาง 5.2.5 จงเปล่ียนสมการ 4
1 sin

r





 ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก 

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ x  และ y  จะไดวา 

  
2 2

2

4
1 sin

sin 4

4
8( 2)

r

r r

x y y
x y







 

  
 

 

 เราพบวาสมการนี้เปนสมการพาราโบลา 

ดังนั้น สมการ 4
1 sin

r





  ในรูปสมการพิกัดฉากคือ 2 8( 2)x y   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.5 ดังรูปท่ี 5.11 

 

 
 

รูปที่ 5.11 กราฟของสมการ 4
1 sin

r
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ตัวอยาง 5.2.6 จงเปล่ียนสมการ 2
3 2 sin

r





 ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก    

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ x  และ y  จะไดวา 

  

2 2

2 2

2 2 2

2 2

3 2 sin 2

3 2 2

3 2 2
9( ) (2 2)

9 5 8 4

r r

x y y

x y y
x y y

x y y

 

  

  
  

  

 

 เราพบวาสมการนี้เปนสมการวงรี 

ดังนั้น สมการ 2
3 2 sin

r





  ในรูปสมการพิกัดฉากคือ 2 29 5 8 4x y y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.6 ดังรูปท่ี 5.12 
 

 
 

รูปที่ 5.12 กราฟของสมการ 2
3 2 sin

r
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ตัวอยาง 5.2.7 จงเปล่ียนสมการ 1
cos2 2 sin

r
r  




 ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก    

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ x  และ y  จะไดวา 

  

2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

cos2 2 sin 2
cos sin 2 sin 2

( cos ) ( sin ) 2 sin 2
2 2

( 1) 1

r r
r r r
r r r

x y y
x y

 
  

  

 
  
  

  
  

 

 เราพบวาสมการนี้เปนสมการไฮเพอรโบลา 

ดังนั้น สมการ 1
cos2 2sin

r
r  




  ในรูปสมการพิกัดฉากคือ 2 2( 1) 1x y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.7 ดังรูปท่ี 5.13 
 

 
 

รูปท่ี 5.13 กราฟของสมการ 1
cos2 2sin

r
r  
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ตัวอยาง 5.2.8 จงเปล่ียนสมการ 4 3x y   ใหอยูในรูปสมการพิกัดเชิงข้ัว 

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ r  และ    โดยการแทนคา cosx r   และ siny r   จะไดวา 
4 3

cos 4 sin 3
(cos 4 sin ) 3

3
cos 4 sin

x y
r r
r

r

 
 

 

 
 
 




 

 จะเห็นวาสมการ 4 3x y   เปนสมการเสนตรง มีความชัน 1
4

m    ตัดแกน X  ที่จุด 

(3,0)  และตัดแกน Y  ท่ีจุด 
30,
4

     
 

ดังนั้น สมการ 2 3 5x y    ในรูปสมการพิกัดเชิงขั้วคือ 5
2 cos 3 sin

r
 




 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.8 ดังรูปท่ี 5.14 
 

 
 

รูปที่ 5.14 กราฟของสมการ 2 3 5x y    
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ตัวอยาง 5.2.9 จงเปล่ียนสมการ 2 2 2 2 0x y x y     ใหอยูในรูปสมการพิกัดเชิงขั้ว 

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ r  และ    โดยการแทนคา cosx r   และ siny r   จะไดวา 
2 2

2

( cos ) ( sin ) 2 cos 2 sin 0
2 cos 2 sin 0

( 2 cos 2 sin ) 0

r r r r
r r r
r r

   
 
 

   
  
  

 

 เพราะฉะน้ัน 0r   หรือ 2 cos 2 sin 0r      

 แต 0r   จึงไดวา 

              
2cos 2 sin 0

2cos 2 sin
r

r
 

 
  

 
 

 จะเห็นวาสมการ 2 2 2 2 0x y x y     เปนสมการวงกลมจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (1,1)  

รัศมียาว 2  หนวย 
ดังนั้น สมการ 2 2 2 2 0x y x y      ในรูปสมการพิกัดเชิงข้ัวคือ 2cos 2sinr     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.9 ดังรูปท่ี 5.15 
 

 
 

รูปที่ 5.15 กราฟของสมการ 2 2 2 2 0x y x y      
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ตัวอยาง 5.2.10 จงเปลี่ยนสมการ 2 2 2( )( ) 10x y x y    ใหอยูในรูปสมการพิกัดเชิงข้ัว 

วิธีทํา  จัดใหอยูในเทอมของ r  และ    โดยการแทนคา cosx r   และ siny r   จะไดวา 

 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 2 2

4

4

( cos ) ( sin ) ( cos sin ) 10
( cos sin )( cos sin ) 10
( cos 2 cos sin sin ) 10

(cos sin 2cos sin ) 10
(1 sin2 ) 10

10
1 sin2

r r r r
r r r r
r r r r

r
r

r

   
   
   

   




  
  
  

  
 




 

ดังนั้น สมการ 2 2 2( )( ) 10x y x y     ในรูปสมการพิกัดเชิงข้ัวคือ 4 10
1 sin 2

r





 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.2.10 ดังรูปที่ 5.16 

 

 
 

รูปที่ 5.16 กราฟของสมการ 2 2 2( )( ) 10x y x y     
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5.3 การพิจารณากราฟของสมการในพกัิดเชิงขั้ว 

 

 

 
 

(Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton,  1992 : 219) 
 สําหรับในการวาดกราฟในระบบพิกัดเชิงขั้วน้ัน กระทําไดเชนเดียวกันกับการวาดกราฟในระบบ

พิกัดฉาก โดยเลือกคา   ตาง ๆ จากคา   ท่ีเลือกสามารถนํามาคํานวณหา r  จากสมการท่ีกําหนดใหได 

จากนั้นนําคา   และ r  ที่ไดแตละคูไปกําหนดตําแหนงของจุดนั้น ๆ ลงในพิกัดเชิงขั้ว นอกจากน้ีอาจ จะ

อาศยัลักษณะจําเพาะของเสนโคงเพ่ือชวยในการวาดกราฟดวย เชน การพิจารณาสมมาตรขอบเขต ระยะ

ตัดแกน และขอบเขต เพื่อชวยใหวาดกราฟไดรวดเร็ว และถูกตองย่ิงขึ้น 

5.3.1 การสมมาตรของสมการเชิงขั้ว  

5.3.1.1 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว (แกนX ) ถาแทน   ดวย   ในสมการเชิงข้ัว

แลวสมการคงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย    แลวสมการคงเดิม ดังรูปท่ี 5.17  

5.3.1.2 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว ถาแทน   ดวย    ในสมการ

เชิงข้ัวแลวสมการคงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย   แลวสมการคงเดิม ดังรูปท่ี 5.18 

5.3.1.3 เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว (จุดกําเนิด) ถาแทน r  ดวย r  ในสมการเชิงข้ัวแลว

สมการคงเดิม หรือถาแทน   ดวย    แลวสมการคงเดิม ดังรูปท่ี 5.19 

(พรชัยชัย สาตรวาหา,  2550 : 2-14 และ Riddle, Douglas F.,  1996 : 286) 

 

               
 

รูปท่ี 5.17 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว 

บทนิยาม 5.3.1 กราฟของสมการ ( )r f   ในพิกัดเชิงขั้ว คือ เซตของจุดทั้งหมด ( , )r   ซึ่งพิกัด

สอดคลองกับสมการเชิงข้ัวน้ัน  
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รูปท่ี 5.18 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว 

 

        
 

รูปที่ 5.19 เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว 

 

 

 

 

 

 

ขอสังเกต  

เสนโคงท่ีพิจารณาสมมาตรมี 3 ลักษณะ คือ สมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว กับแกนต้ังฉากกับ

แกนเชิงขั้ว และขั้ว เราพบวา ถาเสนโคงมีสมมาตร 2 ลักษณะแลว เสนโคงจะสมมาตรลักษณะที่ 3 ดวย

เสมอ เชน เสนโคงมีสมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว และมีสมมาตรเทียบกับแกนตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว 

แลว เสนโคงจะตองมีสมมาตรเทียบขั้วดวย 
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ตัวอยาง 5.3.1.1 จงพิจารณาเสนโคง 3 5cosr    วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนท่ีตั้งฉากกับแกน

เชิงข้ัว และจุดขั้ว หรือไม  

วิธีทํา - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน   ดวย   ในสมการ จะได 

   
3 5cos( )
3 5 cos

r 


  
 

 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   

3 5cos( )
3 5cos
3 5cos

r  



  
 
 

 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน r  ดวย r  ในสมการ จะได 

          

3 5cos
3 5cos

3 5cos

r 




  
 
 

 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับจุดข้ัว  

 

 
 

รูปท่ี 5.20 เสนโคง 3 5cosr    



198  บทท่ี 5 พิกัดเชิงข้ัว 
 

ตัวอยาง 5.3.1.2 จงพิจารณาเสนโคง 4 sin 3r   วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิง

ขั้ว และจุดขั้ว หรือไม  

วิธีทํา - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน   ดวย   ในสมการ จะได 

   
4 sin 3( )
4 sin( 3 )
4 sin 3

r 



 
 


 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   

4sin 3
4sin 3( )
4 sin 3

r 
 



 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน r  ดวย r  ในสมการ จะได 

          
4 sin 3
4 sin 3 4 sin 3

r
r


 

 
 

 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับจุดข้ัว  
 

 

 
 

รูปที่ 5.21 เสนโคง 4 sin 3r   
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ตัวอยาง 5.3.1.3 จงพิจารณาเสนโคง 3sin 4r   วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิง

ขั้ว และจุดขั้ว หรือไม  

วิธีทํา - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน r  ดวย r และ   ดวย    ในสมการ จะได 

          
3sin 4( )
3 sin( 4 )
3 sin 4

r

r

 




  
 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   
3sin 4( )
3 sin 4

r  


 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   
3sin 4( )
3 sin(4 4 )
3 sin 4

r  
 


 
 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับจุดข้ัว  

 
 

 
 

รูปที่ 5.22 เสนโคง 3sin 4r   
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5.3.2 ระยะตัดแกน (Intercepts) 

Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton.  (1992 : 226) ไดกลาววา การหาระยะตัด

แกนเชิงข้ัว ให 0, , 2 , 3 ,...        แลวหาคา r  ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกน

เชิงขั้ว และการหาระยะตัดแกนท่ีตั้งฉากกับแกนเชิงขั้ว (แกน Y ) ให 3 5, , ,...
2 2 2
       

แลวหาคา r  ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกนท่ีต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว (แกน Y )  
 

ตัวอยาง 5.3.2.1 จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงขั้ว และแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัวของ 3(1 sin )r    

วิธีทํา - หาระยะตัดแกนเชิงข้ัว  

ให 0   แทนในสมการ 3(1 sin0) 3r     จะไดพิกัดจุด (3,0)  

ให    แทนในสมการ 3(1 sin ) 3r     จะไดพิกัดจุด (3, )  

ดังนั้น จุดตัดบนแกนเชิงขั้วมี 2 จุด คือจุด (3,0)  และจุด (3, )   

- หาระยะตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

ให 
2
   แทนในสมการ 3 1 sin 0

2
r        

 จะไดพิกัดจุด 0,
2
     

 

ให 3
2
   แทนในสมการ 

33 1 sin 6
2

r        
 จะไดพิกัดจุด 

36,
2
     

 

ดังนั้น จุดตัดบนแกนแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว 2 จุด คือจุด 0,
2
     

 และจุด 
36,
2
     

 

 

 
 

รูปที่ 5.23 เสนโคง 3(1 sin )r    



บทท่ี 5 พิกัดเชิงขั้ว  201 
 

ตัวอยาง 5.3.2.2 จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงขั้ว และแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัวของ 3(1 2cos )r    

วิธีทํา - หาระยะตัดแกนเชิงข้ัว  

ให 0   แทนในสมการ 3(1 2cos0) 3r     จะไดพิกัดจุด ( 3,0)  

ให    แทนในสมการ 3(1 2cos ) 9r     จะไดพิกัดจุด (9, )  

ดังนั้น จุดตัดบนแกนเชิงขั้วมี 2 จุด คือจุด ( 3,0)  และจุด (9, )   

- หาระยะตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

ให 
2
   แทนในสมการ 3 1 2cos 3

2
r        

 จะไดพิกัดจุด 3,
2
     

 

ให 3
2
   แทนในสมการ 

33 1 2cos 3
2

r        
 จะไดพิกัดจุด 

33,
2
     

 

ดังนั้น จุดตัดบนแกนเชิงขั้วมี 2 จุด คือจุด 3,
2
     

 และจุด 
33,
2
     

 

 และถาให 0r   จะไดวา 

   

0 1 2cos
1cos
2
60







 



 

 

ดังนั้น เสนโคงผานจุด  0,60  
 

 
 

รูปที่ 5.24 เสนโคง 3(1 2cos )r    
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5.3.3 ขอบเขตของ r  (Bound of r ) 

พิจารณาขอบเขตของ r  สําหรับทุก ๆ คา   ที่หาคา r  ได เน่ืองจากฟงกชันของ 

r  เปนฟงกชันของ sine  หรือ cosine  ดังน้ัน 

r  จะมีขอบเขต ถามี 0M   ซึ่ง r M  ทุกคา   กราฟจะเปนเสนโคงปด 

r  จะไมมีขอบเขต ถาคาของ r  เพ่ิมข้ึนโดยไมมีขีดจํากัด เม่ือคา   เพ่ิมข้ึน กราฟ

จะเปนเสนโคงเปด (ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักด์ิ บายเท่ียง,  2544 : 228) 

 

ตัวอยาง 5.3.3.1 จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคง 3(1 cos )r    

วิธีทํา เพราะวา cos 1   จะไดวา 
max

3 3cos 6r     

 จะไดขอบเขต 6r   และเมื่อ 6r   แลวสามารถหา   ไดจาก 

  

3(1 cos )
6 3(1 cos )
2 1 cos

cos 1
0, 2 , 4 ,...

r 




  

 
 
 

  

 

ดังนั้น จุด (6,0)  เปนจุดที่หางจากขั้วมากท่ีสุด 

 

 
 

รูปที่ 5.25 เสนโคง 3(1 cos )r    
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ตัวอยาง 5.3.3.1 จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคง 15
3 2 cos

r





 

วิธีทํา เพราะวา 1 cos 1    จะไดวา 
max

15 15
3 2cos

r


 


 

 จะไดขอบเขต 15r   และเมื่อ 15r   แลวสามารถหา   ไดจาก 

  

15
3 2 cos

1515
3 2 cos
153 2 cos
15

3 2 cos 1
2 cos 2
cos 1

0

r
















 

 


 

 

ดังนั้น จุด (15,0 )  เปนจุดท่ีหางจากขั้วมากท่ีสุด 

 

 
 

รูปท่ี 5.26 เสนโคง 15
3 2 cos

r
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ตัวอยาง 5.3.1 จงเขียนกราฟของสมการ 2 2sinr    

วิธีทํา  พิจารณาการสมมาตร  

 - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน   ดวย   ในสมการ จะได 

          
2 2sin
2 2sin( )
2 2sin

r 




 
  
 

 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   
2 2sin
2 2sin( )
2 2sin

r 
 


 
  
 

 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน r  ดวย r  ในสมการ จะได 

          
2 2sin
2 2sin
2 2 sin

r
r
r





 
  

  
 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับจุดข้ัว  

 

 พิจารณาระยะตัดแกน 

 - หาระยะตัดแกนเชิงข้ัว  

ให 0   แทนในสมการ 2 2sin 0 2r     จะไดพิกัดจุด (2,0)  

ให    แทนในสมการ 2 2sin 2r     จะไดพิกัดจุด (2, )  

  จุดตัดบนแกนเชิงข้ัวมี 2 จุด คือจุด (2,0)  และจุด (2, )   

 

- หาระยะตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

ให 
2
   แทนในสมการ 2 2 sin 4

2
r     จะไดพิกัดจุด 4,

2
     

 

ให 3
2
   แทนในสมการ 32 2sin 0

2
r     จะไดพิกัดจุด 

30,
2
     

 

  จุดตัดบนแกนเชิงข้ัวมี 2 จุด คือจุด 4,
2
     

 และจุด 
30,
2
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 พิจารณาขอบเขตของ r  

เพราะวา sin 1   จะไดวา 
max

2 2sin 4r     

 จะไดขอบเขต 4r   และเมื่อ 4r   แลวสามารถหา   ไดจาก 

  

2 2sin
4 2 2 sin

sin 1

2

r 





 
 




 

  จุด 4,
2
     

 เปนจุดที่หางจากขั้วมากท่ีสุด 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.3.1 ดังรูปท่ี 5.27 

 

 
 

รูปที่ 5.27 พิกัดจุด ,A B  และ C  ในระบบพิกัดเชิงข้ัว  
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ตัวอยาง 5.3.2 จงเขียนกราฟของ 8cosr   

วิธีทํา  พิจารณาการสมมาตร  

 - พิจารณาที่แกนเชิงข้ัว โดยแทน   ดวย   ในสมการ จะได 

          
8 cos
8 cos( )
8 cos

r 





 


 

  สมการคงเดิม เสนโคงสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

- พิจารณาทีแ่กนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว โดยแทน   ดวย    ในสมการ จะได 

   
8 cos
8 cos( )
8 cos

r 
 



 


 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับแกนท่ีต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว 

- พิจารณาที่จุดขั้ว โดยแทน r  ดวย r  ในสมการ จะได 

          
8 cos
8 cos
8 cos

r
r
r






 


 

  สมการเปลี่ยนแปลง เสนโคงไมสมมาตรกับจุดข้ัว  

 

 พิจารณาระยะตัดแกน 

 - หาระยะตัดแกนเชิงข้ัว  

ให 0   แทนในสมการ 8cos 0 8r    จะไดพิกัดจุด (8,0)  

ให    แทนในสมการ 8 cos 8r    จะไดพิกัดจุด ( 8, )  

  จุดตัดบนแกนเชิงข้ัวมี 1 จุด คือจุด (8,0)   

 

- หาระยะตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว 

ให 
2
   แทนในสมการ 8cos 0

2
r    จะไดพิกัดจุด 0,

2
     

 

ให 3
2
   แทนในสมการ 38 cos 0

2
r    จะไดพิกัดจุด 

30,
2
     

 

  จุดตัดบนแกนเชิงข้ัวมี 1 จุด คือจุด 0,
2
     

  หรือจุด  0,0  
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 พิจารณาขอบเขตของ r  

เพราะวา cos 1   จะไดวา 

  max
8 cos
8

r 


 

 จะไดขอบเขต 8r   และเมื่อ 8r   แลวสามารถหา   ไดจาก 

  

8 cos
8 8 cos

cos 1
0

r 








 

 

  จุด  8,0  เปนจุดที่หางจากขั้วมากท่ีสุด 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 5.3.2 ดังรูปท่ี 5.28 

 

 
 

รูปท่ี 5.28 เสนโคง 8cosr    
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สรุปทายบทที่ 5 

  สําหรับในบทที่ 5 น้ันเราไดศึกษานั้นเราไดศึกษาระบบพิกัดเชิงขั้ว ในการศึกษาแคลคูลัสใน 2 มิติ 

เราแสดงพิกัดของจุดบนระนาบได ระนาบท่ีกลาวมาคือระบบพิกัดฉาก แตยังมีอีกระบบหน่ึงซึ่งสามารถ

ระบุตําแหนงบนระนาบ 2 มิติไดเชนกัน คือ ระบบพิกัดเชิงขั้ว ซึ่งปญหาในทางแคลคูลัสหลาย ปญหาเม่ือ

เราใชระบบพิกัดฉากไปแกปญหา พบวาปญหานั้นมีความยุงยากและซับซอน แตเมื่อเราเปล่ียนวิธีคิดโดย

การเปลี่ยนจากระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกัดเชิงขั้ว ปญหาน้ันก็จะงายลง  

 ในระบบพิกัดเชิงขั้วนี้ประกอบไปดวย แกนเชิงขั้ว (Polar Axis) ซึ่งเปนรังสี  OX


 บนระนาบ 

เรียกจุด O  วาจุดกําเนิด (Origin) หรือ ข้ัว (Pole) และสวนของเสนตรง OP  เขียนแทนดวย r  เรียกวา 

เวกเตอรรัศมี (Radius Vector)   เรียกวา มุมเชิงขั้ว (Polar Angle) ดังรูป 

 

 
 

ซึ่งระบบพิกัดเชิงขั้วจะบอกพิกัดเปน ( , )r   โดยความสัมพันธระหวางพิกัดฉากและพิกัดเชิงข้ัว

เปนดงัน้ี cosx r   และ siny r   

 คา r  หาไดจาก 2 2r x y    เมื่อ r  คอืรัศมีท่ีลากออกจากจุดขั้วหรือจุดกําเนิด 

 คา   หาไดจาก tan y
x

    เมื่อ   คอืเสนรัศมีทํามุมกับแกนเชิงขั้วหรือแกน X  

-  มุม   มีคาเปนบวก ถาวัดทวนเข็มนาฬิกาจากแกนเชิงขั้ว  

- มุม   มีคาเปนลบ ถาวัดตามเข็มนาฬิกาจากแกนเชิงข้ัว  

 สังเกตวา   ที่สอดคลองกับ tan y
x

    มีไดหลายคา ในการหาพิกัดเชิงขั้วจากระบบพิกัด

ฉาก เราจึงจะไมเพียงแคเลือกคา   ใด ๆ ท่ีสอดคลองกับ tan y
x

  แตจะตองเลือก   ที่ทําใหจุด 

( , )r   อยูในจตุภาคท่ีตรงกับท่ีตองการดวย นั่นหมายความวา จุดในระบบพิกัดเชิงขั้วจุดเดียวสามารถ

เขียนไดหลายแบบ ซึ่งตางจากระบบพิกัดฉากท่ีสามารถเขียนไดแบบเดียวเทานั้น 
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สําหรับในการวาดกราฟในระบบพิกัดเชิงข้ัวน้ัน กระทําไดเชนเดียวกันกับการวาดกราฟในระบบ

พิกัดฉาก โดยเลือกคา   ตาง ๆ จากคา   ท่ีเลือกสามารถนํามาคํานวณหา r  จากสมการท่ีกําหนดใหได 

จากนั้นนําคา   และ r  ที่ไดแตละคูไปกําหนดตําแหนงของจุดน้ัน ๆ ลงในพิกัดเชิงขั้ว นอกจากนี้เราจะ

พิจารณาลักษณะจําเพาะของเสนโคงเพ่ือชวยในการวาดกราฟไดรวดเร็ว และถูกตองยิ่งข้ึน ดังน้ี 
 

พิจารณาการสมมาตรของสมการเชิงขั้ว  

1. เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว (แกนX ) ถาแทน   ดวย   ในสมการเชิงขั้วแลวสมการ

คงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย    แลวสมการคงเดิม  

2. เสนโคงมีสมมาตรกับแกนตั้งฉากกับขั้ว (แกนY ) ถาแทน   ดวย    ในสมการเชิงข้ัว

แลวสมการคงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย   แลวสมการคงเดิม  

3. เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว (จุดกําเนิด) ถาแทน r  ดวย r  ในสมการเชิงข้ัวแลวสมการคงเดิม 

หรือถาแทน   ดวย    แลวสมการคงเดิม 

เสนโคงที่พิจารณาการสมมาตรมี 3 ลักษณะ คือ สมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว กับแกนต้ังฉากกับ

แกนเชิงขั้ว และจุดขั้ว เราพบวา ถาเสนโคงมีสมมาตร 2 ลักษณะแลว เสนโคงจะสมมาตรลักษณะท่ี 3 

ดวยเสมอ เชน เสนโคงมีสมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว และมีสมมาตรเทียบกับแกนต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว 

แลว เสนโคงจะตองมีสมมาตรเทียบขั้วดวย 
 

พิจารณาระยะตัดแกน  

การหาระยะตัดแกนเชิงข้ัว ให 0, , 2 , 3 ,...        แลวหาคา r  ออกมา จะไดพิกัด 

( , )r   เปนจุดตัดแกนเชิงข้ัว  

การหาระยะตัดแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงขั้ว (แกน Y ) ให 3 5, , ,...
2 2 2
       แลว

หาคา r  ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว (แกน Y )  
 

พิจารณาขอบเขต   

พิจารณาขอบเขตของ r  สําหรับทุก ๆ คา   ท่ีหาคา r  ได เน่ืองจากฟงกชันของ r  เปน

ฟงกชันของ sine  หรือ cosine  ดังน้ัน 

 r  จะมีขอบเขต ถามี 0M   ซึ่ง r M  ทุกคา   กราฟจะเปนเสนโคงปด 

 r  จะไมมีขอบเขต ถาคาของ r  เพ่ิมข้ึนโดยไมมีขีดจํากัด เมื่อคา   เพิ่มขึ้น กราฟจะเปนเสน

โคงเปด 
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แบบฝกหัดบทท่ี 5 
 

จงลงจุดในระบบพิกัดเชิงขั้วบนระนาบพิกัดเขิงข้ัวตอไปนี้ (ขอ 5.1 - 5.8) 

5.1 (3,60 ), (4,45 ), (5,30 )A B C    

5.2 ( 3,60 ), ( 4,45 ), ( 5, 30 )D E F      

5.3 (1,20 ), ( 2,135 ), (7, 330 )G H I    

5.4 (6,0 ), (4, ), (5,2 )J K L   

5.5 3, , 7, , (0,0 )
2 3

M N O               
  

5.6 2, , 4, , 4,
6 4 4

P Q R                             
 

5.7 
2 11 55, , 2, , 4,
3 6 3

S T U                               
 

5.8 
8 29 211, , 2, , 8,
3 6 4

X Y Z                              
 

 

จงหาพิกัดจุดเชิงขั้วอีก 2 พิกัดซึ่งแทนจุดเดียวกันตอไปนี้ (ขอ 5.9 - 5.16) 

5.10 (4,20 )   5.11 (3, 15 )    5.12 ( 1,69 )   

5.13 ( 4, 360 )    5.14 
33,
4
      

 5.15 
42,
3
     

 

5.16 
336,
2
     

  

 

จงหาพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากตอไปน้ี (ขอ 5.17 - 5.25) 

5.17 
33,
2
     

  5.18 
54,
6
     

  5.19  6,  

5.20 
34,
4
     

  5.21  0,   5.22 2,
3
      

 

5.23 3 3,
4
     

 5.24 3,
6
     

  5.25 
55,
4
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จงหาพิกัดของจุดในระบบพิกัดเชิงขั้วตอไปนี้ (ขอ 5.26 - 5.40) 

5.26 (0,0)   5.27 (0,3)   5.28 (0, 4)  

5.29 (2 3, 2)  5.30 ( 2, 2)   5.31 ( 3, 1)  

5.32 ( 4,3)   5.33 ( 5, 12)   5.34 (4,0)  

5.35 ( 3,0)   5.36 ( 3, 3)   5.37 ( 4 3, 4)  

5.38 ( 4, 4)    5.39 (5,12)   5.40 
3 3,
2 2

       
 

 

จงแปลงสมการในระบบพิกัดฉากตอไปน้ีใหอยูรูปสมการระบบพิกัดเชิงขั้ว (ขอ 5.41 - 5.52) 

5.41 3y     5.42 2 0x y    

5.43 2 4x y    5.44 3x   

5.45 2 2 24x y    5.46 2 2 2x y y   

5.47 2 9y x    5.48 2 3x y    

5.49 2 22 4x y    5.50 2 9x y    

5.51 2 2 2x y x    5.52 2 2 9x y   

 

จงแปลงสมการในระบบพิกัดเชิงข้ัวตอไปนี้ใหอยูรูปสมการระบบพิกัดฉาก (ขอ 5.53 - 5.66) 

5.53 cos 4r     5.54 5cosr    

5.55 
4
     5.56 2 sin2 4r    

5.57 
2

1 cos
r





  5.58 

2
3
   

5.59 
3

1 cos
r





  5.60 2r    

5.61 sin 5r     5.62 
4

sin 2cos
r

 



   

5.63 
1

cos 3 sin
r

 



 5.64 8 sinr   

5.65 
3

3sin 4cos
r

 



 5.66 2 4

cos2
r
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จงพิจารณาเสนโคงตอไปนี้วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนที่ต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัว และจุดขั้ว หรือไม  

(ขอ 5.67 - 5.74) 

5.67 2 4
cos2

r


   5.68 2 sin2 4r    

5.69 
2

1 cos
r





  5.70 cos 4r    

5.71 
3

1 cos
r





  5.72 2r    

5.73 sin 5r     5.74 
4

sin 2cos
r

 



   

 

จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงข้ัว และจุดตัดแกนต้ังฉากกับแกนเชิงขั้วเสนโคงตอไปน้ี (ขอ 5.75 - 5.82) 

5.75 6sinr    5.76 
1

2cos sin
r

 



 

5.77 
3

sin 2cos
r

 



 5.78 cos 2r    

5.79 
2

3 cos
r





  5.80 sin 1r     

5.81 9r     5.82 
3

2 5cos
r





   

 

จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคงตอไปนี้ (ขอ 5.83 - 5.92) 

5.83 2 sin2 6r     5.84 2 2
cos2

r


  

5.85 2sinr    5.86 
2

cos 4 sin
r

 



 

5.87 
6

5sin 2cos
r

 



 5.88 cos 3r    

5.89 2 sin 1r     5.90 2 3
cos2

r


  

5.91 1r     5.92 
3
   

 

จงวาดกราฟของสมการ 3 6sinr    


