
บทที่ 6 

สมการเชิงขั้วและสมการองิตัวแปรเสริม 

 (Polar Equation and Parametric Equation) 

 
ในบทท่ี 5 เราไดทราบความรูเบ้ืองตนในระบบพิกัดเชิงขั้วกันมาแลว สวนในบทนี้เราจะหาสมการ

เชิงข้ัวซึ่งมีตัวแปรคือ r  และ   ในการเขียนกราฟสามารถเขียนใหอยูในรูปพิกัดฉากคือมีตัวแปร x  และ 

y  ขณะเดียวกันสมการเชิงข้ัวบางสมการ ถึงแมจะเปลี่ยนเปนพิกัดฉากแลวก็ตาม การเขียนกราฟยังคง

ซับซอนอยู ดังนั้น ในการเขียนกราฟของสมการเชิงข้ัวจึงใชการพิจารณาความสัมพันธของ r  และ   

แลวกําหนดตําแหนงจุดพิกัดของ ( , )r   ซึ่งจะไดสมการของเสนโคงท่ีมีลักษณะตาง ๆ เชน สมการ

เสนตรง สมการรูปหัวใจ สมการกลีบกุหลาบ สมการของภาคตัดกรวย ฯลฯ  

กราฟของสมการเชิงขั้วประกอบไปดวยจุดท้ังหลายซึ่งมีพิกัดในบางรูปสอดคลองกับสมการ

สวนมากแลวเราจะนิยาม r  ใหอยูในเทอมของ   จะไดสมการท่ัวไปคือ ( )r f   ซึ่งเราสามารถหาจุด

ไดมากมายหลายจุดตามตองการจากการแทนคา และคํานวณคา r  จากสมการ โดยท่ัวไปเราจะสราง

ตารางสําหรับคาของ   และ r  และลงจุด ( , )r   ก็จะไดกราฟของสมการ และในการเขียนกราฟน้ีเรา

ควรจะลงจุดท่ี r  มีคามากที่สุดหรือนอยท่ีสุด พรอมกันนั้นถาเสนโคงผานจุดกําเนิด เราก็ควรจะหาคา   

ณ จุดน้ันดวย ในการหาความสัมพันธของตัวแปร x  และ y  ในเทอมของตัวแปรท่ีสามซึ่งเรียกวา ตัวแปร

เสริม ปจจุบันเทคโนโลยีดานคอมพิวเตอรไดพัฒนาโปรแกรมชวยวาดกราฟท้ังในสองมิติ และสามมิติ เปน

จํานวนมาก และการกําหนดเสนโคงในระนาบ XY  นิยมกําหนดเสนโคงในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 

 

6.1 กราฟของสมการในพิกัดเชิงขั้ว (Graphs of Polar Coordinate Equation) 

ดํารง ทิพยโยธา ยุวรีย พันธกลา นัฏฐนาถ ไตรภพ และสุรชัย สมบัติบริบูรณ  (2558 : 179-182) 

และ Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton.  (1992 : 231-234) ไดกลาววา ในหัวขอน้ีจะศึกษากราฟ

ของเสนโคงบางชนิดในพิกัดเชิงข้ัว เน่ืองจากในการแกปญหาเรามักใชท้ังพิกัดฉากและพิกัดเชิงขั้วควบคูกัน

ไป จึงกําหนดใหแกน X  ทับแกนเชิงขั้ว ซึ่งมีวิธกีารเขียนกราฟโดยการเปลี่ยนสมการในพิกัดเชิงข้ัวใหเปน

สมการในพิกัดฉากกอน แลวใชความรูพ้ืนฐานภาคตัดกรวยมาชวยในการเขียนกราฟ แตยังมีสมการใน

พิกัดเชิงขั้วท่ีถึงแมจะเปล่ียนใหเปนสมการในพิกัดฉากแลวแตรูปแบบท่ีไดไมตรงกับสมการของภาคตัด

กรวยใด ๆ เลย กรณีเชนน้ีจะตองใชพิกัดเชิงข้ัวในการเขียนกราฟโดยตรง 
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6.1.1 สมการเสนตรง (Line)  

เสนตรงท่ีตั้งฉากกับแกน X  หรือขนานกับแกน Y  และผานจุด ( , 0)a  ในระบบพิกัดฉาก

มีสมการคือ x a  เมื่อ a  เปนคาคงท่ี จากความสมัพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จึง

ไดวา  

cosr a   
 

(Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton,  1992 : 232)  

ดังนั้น cosr a   เปนสมการในพิกัดเชิงข้ัวของเสนตรง x a  ดังรูปท่ี 6.1 

 

 
 

รูปที่ 6.1 กราฟเสนตรง cosr a   
 

เสนตรงท่ีตั้งฉากกับแกน Y  หรือขนานกับแกน X  และผานจุด (0, )b  ในระบบพิกัดฉาก

มีสมการคือ y b  เมื่อ b  เปนคาคงท่ี จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จึง

ไดวา  

sinr b   
 

(Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton,  1992 : 233) 

ดังนั้น sinr b   เปนสมการในพิกัดเชิงขั้วของเสนตรง y b  ดังรูปท่ี 6.2 
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รูปท่ี 6.2 กราฟเสนตรง sinr b   

 

เสนตรงท่ีผานข้ัวและทํามุม   กับแกนเชิงขั้ว คือ a   เมื่อ a  เปนคาคงท่ี สําหรับ

คาคงท่ี   ใด ๆ จุด ( , )r   ทุกจุดสอดคลองสมการ a   โดยไมเก่ียวกับคา r   

(ดํารง ทิพยโยธา ยุวรยี พันธกลา นัฏฐนาถ ไตรภพ และ สุรชัย สมบัติบรบิูรณ,  2558 : 179) 

ดังนั้น  a   เปนสมการท่ีแทนเสนตรงท่ีผานจุดข้ัวและทํามุมเรเดียนกับแกนเชิงข้ัว ดังรูปที่ 6.3 

 

 
 

รูปท่ี 6.3 กราฟเสนตรง a   



216  บทท่ี 6 สมการเชิงข้ัว 
 

ตัวอยาง 6.1.1 จงเขียนกราฟของสมการในพิกัดเชิงข้ัวตอไปนี้ 

ก. cos 3r    ข. sin 4r    ค. 
5
6
   ง. 

2
2cos sin

r
 




 

 

 ก. cos 3r     

วิธีทํา จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จะไดวา 

 
cos 3

3
r

x
 


 

 ซึ่งเปนเสนตรงท่ีตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว และอยูหางจาดจุดข้ัวไปทางขวามือเปนระยะ 3  หนวย 

 

 ข. sin 4r     

วิธีทํา จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จะไดวา 

 
sin 4

4
r

y
 


 

 ซึ่งเปนเสนตรงท่ีตั้งขนานกับแกนเชิงขั้ว และอยูหางจาดจุดขั้วไปทางดานลางเปนระยะ 4  หนวย 

 

 ค. 
5
6
    

วิธีทํา จาก 
5
6
   จะเห็นวาสมการน้ีไมมีคา r    

ดังน้ัน สมการนี้เปนเสนตรงท่ีผานข้ัวและทํามุม 5
6
  กับแกนเชิงข้ัว 

 

 ง. 
2

2cos sin
r

 



  

วิธีทํา จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จะไดวา  
2 cos sin 2

2 2
r r

x y
  

 
 

 ซึ่งเปนเสนตรงท่ีมีความชันเทากับ 2  
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         กราฟ cos 3r           กราฟ sin 4r    
 

 
 
 

  
 

      กราฟ 
5
6
               กราฟ   

2
2cos sin

r
 




 

 

รูปท่ี 6.4 แสดงผลเฉลยตามตัวอยาง 6.1.1 
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6.1.2 สมการวงกลม (Circle) 

พรชัยชัย สาตรวาหา  (2550 : 23) ไดกลาววา สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีขั้วอยูในรูป 

r a  เม่ือ a  เปนคาคงท่ี จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงขั้ว จึงไดวา  

2 2

2 2 2

r a

x y a
x y a



 
 

 

ดังนั้น r a  เปนสมการในระบบพิกัดเชิงขั้วของวงกลม 2 2 2x y a    

 

ตัวอยาง 6.1.2.1 จงเขียนกราฟของสมการ 3r   

วิธีทํา จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จะไดวา 

2 2

2 2

3
3
9

r
r

x y




 
 

ดังนั้น 3r   เปนสมการในระบบพิกัดเชิงขั้วของวงกลม 2 2 9x y   ซึ่งเปนวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลาง

อยูที่จุด (0,0)  และรัศมียาว 3  หนวย ดังรูป 6.5 

 

 
 

 รูปท่ี 6.5 กราฟ 3r   
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สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี , 0
2
a     

 อยูในรูป cosr a   เมื่อ a  เปนคาคงท่ี 

จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จึงไดวา 

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2
2

cos
cos

0

0
2 2

( 0)
2 2

r a
r ar

x y ax
x ax y

a ax ax y

a ax y







 
  

                            
                 

 

ดังนั้น cosr a   เปนสมการในพิกัดเชิงขั้วของวงกลม 
2 2

2

2 2
a ax y

                
 ซึ่งเปนวงกลมที่มี

จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด , 0
2
a     

 และรัศมียาว 
2
a

 หนวย ดังรูปท่ี 6.6 

 

 
 

รูปที่ 6.6 กราฟ cosr a   
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สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี 0,
2
a     

 อยูในรูป sinr a   เม่ือ a  เปนคาคงท่ี 

จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จึงไดวา 

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2
2

sin
sin

0

0
2 2

( 0)
2 2

r a
r ar

x y ay
x y ay

a ax y ay

a ax y







 
  

                            
                 

 

ดังนั้น sinr a   เปนสมการในพิกัดเชิงขั้วของวงกลม 
2 2

2

2 2
a ax y

                
 ซึ่งเปนวงกลมท่ีมี

จุดศูนยกลางอยูที่จุด 0,
2
a     

 และรัศมียาว 
2
a

 หนวย ดังรูปท่ี 6.7 

 

 
 

รูปที่ 6.7 กราฟ sinr a   
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สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี ,
2 2
a b     

 อยูในรูป cos sinr a b    เมื่อ a  

และ b  เปนคาคงท่ี จากความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงขั้ว จึงไดวา 

2

2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

cos sin
( cos sin )
cos sin

0

0
2 2 2 2

2 2 4

r a b
r r a b

ar br
x y ax by

x ax y by

a b a bx ax y by

a b a bx y

 
 
 

 
 
 

  
   

                                             
                  

 

ดังนั้น cos sinr a b    เปนสมการในพิกัดเชิงขั้วของวงกลมที่มีสมการในระบบพิกัดฉากเปน  
2 2 2 2

2 2 4
a b a bx y

                  
  ซึ่งเปนวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ,

2 2
a b     

 และรัศมียาว 

2 2

2
a b

 หนวย ดังรูปท่ี 6.7 

 

 
 

รูปท่ี 6.8 กราฟ cos sinr a b    
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6.1.3 เสนโคงรูปเชิงขั้วชนิดพิเศษ (Special Polar – From Curves)  

ดํารง ทิพยโยธา ยุวรีย พันธกลา นัฏฐนาถ ไตรภพ และสุรชัย สมบัติบริบูรณ  (2558 : 

180-182) ; ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักด์ิ บายเท่ียง  (2544 : 235-237) ; สุเทพ ลิ่มอรุณ  (2542 : 67) 

; Varberg, Dale, Purcell, Edwin J & Rigdon, Steven E.  ( 2000 : 545-549) และ  Larson, Ron & 

Edwards H. Bruce.  (2011 : 737)  ไดกลาววา  

6.1.3.1 เสนโคงลีมาซอง (Limacons) สมการอยูในรูป 

cosr a b    หรือ sinr a b    

ถา 0 a b   เสนโคงลีมาซองจะมีบวง (loop) อยูขางใน 

 

   
 

       รูปท่ี 6.9 กราฟ cosr a b       รูปท่ี 6.10 กราฟ cosr a b    

 

              
 

       รูปท่ี 6.11 กราฟ sinr a b       รูปท่ี 6.12 กราฟ sinr a b    
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ถา , 0a b a   ลีมาซองจะเรียกวา คาดิออยด (Cardioids) หรือรูปหัวใจ 

 

     
 

       รูปท่ี 6.13 กราฟ (1 cos )r a       รูปท่ี 6.14 กราฟ (1 cos )r a    

 

 

     
 

       รูปท่ี 6.15 กราฟ (1 sin )r a       รูปท่ี 6.16 กราฟ (1 sin )r a    
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ถา a b  ลีมาซองจะไมมีเสนสัมผัสกับกราฟที่ข้ัว 

 

    
 

       รูปท่ี 6.17 กราฟ cosr a b       รูปท่ี 6.18 กราฟ cosr a b    

 

     
 

       รูปท่ี 6.19 กราฟ sinr a b       รูปท่ี 6.20 กราฟ sinr a b    

 

6.1.3.2 เสนโคงกลีบกุหลาบ (Rose Curves) สมการอยูในรูป 

cosr a n  หรือ sinr a n  

ถา n  เปนจํานวนคี่ กราฟจะมี n  กลีบ  
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          รูปท่ี 6.21 กราฟ 3sin 3r        รูปท่ี 6.22 กราฟ 3cos 3r   

 

ถา n  เปนจํานวนคู กราฟจะมี 2n  กลีบ 

 

       

 

       รูปท่ี 6.23 กราฟ 3sin2r      รูปท่ี 6.24 กราฟ 3cos2r   
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6.1.3.3 เสนโคงเลมนิสเคต (Limniscates) สมการอยูในรูป 
2 2 cos2r a   หรือ 2 2 sin2r a   

 

               

 

       รูปท่ี 6.25 กราฟ 2 2 cos2r a      รูปท่ี 6.26 กราฟ 2 2 sin2r a   

 

6.1.3.4 เสนเวียนกนหอย (Spirals) สมการอยูในรูป 

, 0r a a    

 

 
 

รูปท่ี 6.27 กราฟ r a  
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6.1.3.5 เสนโคงคอนคอยด (Conchoids) สมการอยูในรูป 

cscr a b    
 

 
 

รูปที่ 6.28 กราฟ 2csc 2r    

 

 
 

รูปท่ี 6.29 กราฟ csc 4r    

 

 
 

รูปที่ 6.30 กราฟ 3csc 2r    
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6.1.3.6 เสนโคงผีเสื้อ (Butterflies Curves) สมการอยูในรูป 
21 sin( ) cos (2 )r n n     เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

 

 
 

รูปที่ 6.31 กราฟ 21 sin(2 ) cos (4 )r      

 

 
 

รูปที่ 6.32 กราฟ 21 sin(2 ) cos (4 )r      



บทท่ี 6 สมการเชิงขั้ว  229 
 

 
 

รูปท่ี 6.33 กราฟ (2 7 sin(3 ))cos5r     

 

6.1.3.7 เสนโคงแคปปา (Kappa Curves) สมการอยูในรูป 

tanr a     
 

 
 

รูปที่ 6.34 กราฟ 2 tanr   
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6.2 จุดตัดของกราฟในพิกัดเชิงขั้ว (Intersections of Polar Coordinates Graphs) 

อํ าพล  ธร ร ม เจ ริ ญ  (2542 : 255) ; Riddle, Douglas F.  (1996 : 290-293) และ  Fuller, 

Gordon & Tarwater, Dolton.  (1992 : 243) ไดกลาววา การหาจุดตัดของเสนโคง สองเสนโคงในระบบ

พิกัดเชิงข้ัว นอกจากจะแกสมการเสนโคงท้ังสอง แลว ควรหาจุดตัดอ่ืน ๆ เพ่ิมอีกโดย  

- ดูจากกราฟของเสนโคง  

- เสนโคงท่ีอยูในรูปของสมการ ( )r f   อาจเขียนแทนดวย ( 1) ( )nr f n     โดยท่ี 

n  เปนจํานวนเต็ม  

- ตรวจสอบวาเสนโคงทั้งสองผานจุดข้ัวหรือจุดกําเนิดหรือไม โดยให 0r   ถาหา   ไดจาก

สมการเสนโคงท้ังสองแสดงวาจุดข้ัวหรือจุดกําเนิดเปนจุดตัดดวย 

 

ตัวอยาง 6.2.1 จงหาจุดตัดของเสนโคง 4 sinr   และ 4 cosr    

วิธีทํา  พิจารณาจุดตัดของเสนโคงท้ังสองโดยการแกสมการ จะไดวา 

    

4 sin 4 cos
sin 4
cos 4
tan 1

5,
4 4

 




 









 

 ได 4 sin 2 2
4

r    และ 
54 sin 2 2
4

r    

 จะเห็นวา พิกัดจุดคอื 2 2,
4
     

 และ 52 2,
4
     

 ซึ่งเปนจุดเดียวกัน 

 พิจารณาท่ีจุดข้ัว โดยให 0   จะไดวา 

 

4 sin
0 4 sin

sin 0
0, , 2 , 3 , 4 ,...

r 



    




    

และ  

4 cos
0 4 cos

cos 0
3 5 7, , , ,...

2 2 2 2

r 



   





    

 

 จะเห็นวา สามารถหา   ไดจากสมการของเสนโคงท้ังสองแสดงวา จุดขั้วเปนจุดตัดดวย 

ดังนั้น  จุดตัดของเสนโคง 4 sinr   และ 4 cosr   คือจุด 2 2,
4
     

 และจุดขั้ว  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.2.1 ดังรูปท่ี 6.35 
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รูปที่ 6.35 จุดตัดของเสนโคง 4 sinr   และ 4 cosr   
 

ตัวอยาง 6.2.2 จงหาจุดตัดของเสนโคง 6 sinr   และ 6 cos2r    

วิธีทํา  พิจารณาจุดตัดของเสนโคงท้ังสองโดยการแกสมการ จะไดวา 

   

2

2

2

6 sin 6cos2
6 sin 6(1 2sin )

12sin 6sin 6 0
2sin sin 1 0

(2 sin 1)(sin 1) 0
1sin , 1
2

5 3, ,
6 6 2

 
 

 
 

 



  


 

  
  

  

 



 

 ถา 
6
   จะได 3r   
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 ถา 
5
6
   จะได 3r   และถา 

3
2
   จะได 6r    

 จะเห็นวา พิกัดจุดคอื 
53, , 3,

6 6
               

 และ 
36,
2
     

   

 พิจารณาท่ีจุดข้ัว โดยให 0   จะไดวา 

 
0 6sin

sin 0
0, , 2 , 3 , 4 ,...



    



    

และ  
0 6cos2

cos2 0
3 5 72 , , , ,...

2 2 2 2




   




    

 

 จะเห็นวา สามารถหา   ไดจากสมการของเสนโคงท้ังสองแสดงวา จุดขั้วเปนจุดตัดดวย 

ดังนั้น  จุดตัดของ 6 sinr   และ 6 cos2r   คือจุด 
5 33, , 3, , 6,

6 6 2
                            

และจุดขั้ว  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.2.2 ดังรูปท่ี 6.36 

 

 
 

รูปท่ี 6.36 จุดตัดของเสนโคง 6 sinr   และ 6 cos2r   
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ตัวอยาง 6.2.3 จงหาจุดตัดของเสนโคง cos 2r    และ 2 4cosr     

วิธีทํา  พิจารณาจุดตัดของเสนโคงท้ังสองโดยการแกสมการ จะไดวา 

  

2

2

2

2 2 4 cos
cos

2 2 cos 4 cos
4 cos 2cos 2 0
2cos cos 1 0

(2cos 1)(cos 1) 0




 
 
 

 

 

 
  
  

  

 

 น่ันคือ  2 cos 1 0    หรือ cos 1 0    

 จาก 2 cos 1 0    จะได   

        

1cos
2

5,
3 3



 




 

หรือ จาก cos 1 0    จะได  

            

cos 1 0
cos 1



 

 
 


 

ถา 
3
   จะได 4r   

 ถา 
5
3
   จะได 4r    

ถา    จะได 2r    

 จะเห็นวา พิกัดจุดคอื 
54, , 4,

3 3
               

 และ  2,    

 พิจารณาท่ีจุดข้ัว โดยให 0   จะไดวา 

      
cos 2

2
cos 0

r

r

 


  

 จะเห็นวา ไมสามารถหา   ไดจากสมการ cos 2r    แสดงวา จุดขั้วไมไดเปนจุดตัด  

ดังนั้น  จุดตัดของเสนโคง cos 2r    และ 2 4cosr    คือ 
54, , 4,

3 3
               

 และ  2,  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.2.3 ดังรูปท่ี 6.37 
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รูปที่ 6.37 จุดตัดของเสนโคง cos 2r    และ 2 4cosr    
 

ตัวอยาง 6.2.4 จงหาจุดตัดของเสนโคง 
3 cos
2

r    และ 
2
3
    

วิธีทํา  แทนคา 
2
3
    ในสมการ 

3 cos
2

r     จะไดวา 

  

3 cos
2
3 2cos
2 3
3 1
2 2
2

r 



 

 
       



 

   คําตอบของสมการ คือ  22,
3
     
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 พิจารณาท่ีจุดข้ัว โดยให 0   จะไดวา 

      

30 cos
2
3cos
2





 


  

 จะเห็นวา ไมสามารถหา   ไดจากสมการ 3 cos
2

r    แสดงวา จุดขั้วไมไดเปนจุดตัด 

 วาดกราฟเพื่อดูจุดตัดเพิ่มเติม เราพบวาจุด 21,
3
     

 เปนพิกัดจุดตัดจุดท่ีสอง ตรวจสอบพิกัด

โดยการแทนจุด 21,
3
     

 ในสมการ 
3 cos
2

r    จะได 
3 21 cos 2
2 3

     สมการไมมี

คําตอบ แตเราสามารถเขียนจุด 21,
3
     

 ในรูแบบอ่ืนไดเปน 51,
3
     

 เมื่อนําไปแทนในสมการเดิมอีก

ครั้งพบวาสมการเปนจริง  

ดังนั้น  จุดตดัของเสนโคง 
3 cos
2

r    และ 
2
3
   คือจุด 22,

3
     

 และจุด 51,
3
     

 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.2.4 ดังรูปท่ี 6.38 
 

 
 

รูปที่ 6.38 จุดตัดของเสนโคง 
3 cos
2

r    และ 
2
3
   
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6.3 สมการเชิงขั้วของภาคตัดกรวย (Polar Equation of Conic Section) 

Riddle, Douglas F.  (1996 : 299-301) แ ละ  Varberg, Dale, Purcell, Edwin J & Rigdon, 

Steven E.  (2000 : 543) ไดกลาววา เราใชคุณสมบัติของจุดโฟกัสและเสนไดเรกตริกซของภาคตัดกรวย 

สําหรับหาสมการเชิงขั้วของภาคตัดกรวย สมการสามารถหาไดในรูปแบบงาย ๆ ดังน้ี 

6.3.1 สมการภาคตัดกรวยซึ่งมีจุดโฟกัสท่ีขั้ว เสนไดเรกตริกซต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัวและอยูหาง

จากจุดขั้วไปทางซาย k  หนวย เมื่อ e  เปนคาเยื้องศูนยกลาง ดังรูปท่ี 6.39 
 

 
 

รูปท่ี 6.39 เสนไดเรกตริกซต้ังฉากกับแกนเชิงข้ัวและอยูหางจากจุดข้ัวไปทางซาย k  หนวย  
จากรูป สําหรับจุด ( , )P r   ใด ๆ ของภาคตัดกรวย โดยความหมายของคา e  เราไดวา 

cos
( cos )
(1 cos )

1 cos

OP
e

QP
OP

AO OR
r

k r
e k r r
r e ke

ker
e















 
 




 

ดังนั้น สมการภาคตัดกรวยซ่ึงมีจุดโฟกัสท่ีข้ัว เสนไดเรกตริกซตั้งฉากกับแกนเชิงขั้วและอยูหางจากจุดข้ัว

ไปทางซาย k  หนวย เมื่อ e  เปนคาเยื้องศูนยกลาง คือ 

1 cos
ker
e 



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ในทํานองเดียวกัน 

6.3.2 สมการภาคตัดกรวยซึ่งมีจุดโฟกัสท่ีข้ัว เสนไดเรกตริกซตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัวและอยูหางจาก

จุดขั้วไปทางขวา k  หนวย เมื่อ e  เปนคาเย้ืองศูนยกลาง คือ 

1 cos
ker
e 




 

 

6.3.3 สมการภาคตัดกรวยซ่ึงมีจุดโฟกัสท่ีขั้ว เสนไดเรกตริกซขนานกับแกนเชิงข้ัวและอยูหางจาก

จุดขั้ว ไปดานลาง k  หนวย เมื่อ e  เปนคาเย้ืองศูนยกลาง ดังรูปที่ 6.40 

 

 
 

รูปที่ 6.40 เสนไดเรกตริกซขนานกับแกนเชิงขั้วและอยูหางจากจุดข้ัวไปดานลาง k   
จากรูป สําหรับจุด ( , )P r   ใด ๆ ของภาคตัดกรวย โดยความหมายของคา e  เราไดวา 

sin
( sin )

sin

OP
e

QP
OP

QR RP
r

k r
e k r r
ke re r













 
 
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sin
(1 sin )

1 sin

r re ke
r e ke

ker
e






 
 




 

ดังนั้น สมการภาคตัดกรวยซ่ึงมีจุดโฟกัสท่ีข้ัว เสนไดเรกตริกซขนานกับแกนเชิงข้ัวและอยูหางจากจุดข้ัว

ไปดานลาง k  หนวย เมื่อ e  เปนคาเยื้องศูนยกลาง คือ 

1 sin
ker
e 




 

 

ในทํานองเดียวกัน 

6.3.4 สมการภาคตัดกรวยซ่ึงมีจุดโฟกัสท่ีขั้ว เสนไดเรกตริกซขนานกับแกนเชิงข้ัวและอยูหางจาก

จุดขั้วไปดานบน k  หนวย เมื่อ e  เปนคาเย้ืองศูนยกลาง คือ 

1 sin
ker
e 




 

 

 

 

 

 

 
 

(ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักดิ์ บายเที่ยง,  2544 : 257) 

 

ตัวอยาง 6.3.1 จงวาดกราฟของสมการ 4r    

วิธีทํา  จัดรูปสมการใหม จะได  
4

4
1 0cos

r








 

 จะเห็นวา 0e   กราฟเปนวงกลม จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (0, 0)  รัศมียาว 4  หนวย 

ดังนั้น  สมการ 4r   กราฟเปนวงกลม 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.3.1 ดังรูปท่ี 6.41 

หมายเหตุ   

ถา 0e   กราฟเปน วงกลม 

ถา 1e   กราฟเปน พาราโบลา  

ถา 0 1e   กราฟเปน วงรี  

ถา 1e   กราฟเปน ไฮเพอรโบลา 
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รูปท่ี 6.41 กราฟ 4r   
 

ตัวอยาง 6.3.2 จงวาดกราฟของสมการ 15
3 2cos

r





  

วิธีทํา  จัดสมการใหอยูในรูป 
1 cos

ker
e 




 จะได 

15
3 2cos

5
21 cos
3

r










 

จะเห็นวา 
2 1
3

e     

  กราฟเปนวงรี หาจุดตัดแกนโดยแทน 
30, , , ,2

2 2
     ใน 15

3 2 cos
r





 

 แทน 0   จะได 15 15
3 2cos 0

r  


 ไดพิกัดเปน (15,0) 
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 แทน 
2
   จะได 15 5

3 2 cos
2

r


 


 ไดพิกัดเปน 5,
2
     

 

 แทน    จะได 15 3
3 2cos

r


 


 ไดพิกัดเปน (3, )  

 แทน 
3
2
   จะได 15 5

33 2 cos
2

r


 


 ไดพิกัดเปน 
35,
2
     

 

ดังนั้น จุดตัดแกนของ 
15

3 2 cos
r





 คือ (15,0), 5, ,(3, )

2
 

     
 และ  

35,
2
     

 
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.3.2 ดังรูปท่ี 6.42 

 

 
 

รูปที่ 6.42 กราฟ 15
3 2cos

r




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ตัวอยาง 6.3.3 จงวาดกราฟของสมการ 6
1 2 sin

r





  

วิธีทํา  จากสมการ 
6

1 2 sin
r





 

จะเห็นวา 2 1e     

  กราฟเปนไฮเพอรโบลา หาจุดตัดแกนโดยแทน 
30, , , ,2

2 2
     ใน 6

1 2cos
r





 

 แทน 0   จะได 
6 6

1 2 sin 0
r  


  ไดพิกัดเปน (6,0)  

 แทน 
2
   จะได 

6 2
1 2 sin

2

r


 


 ไดพิกัดเปน 2,
2
     

 

 แทน    จะได 
6 6

1 2 sin
r


 


 ไดพิกัดเปน (6, )  

 แทน 
3
2
   จะได 

6 6
31 2 sin
2

r


  


 ไดพิกัดเปน 
36,
2
     

 

ดังนั้น จุดตัดแกนของ 6
1 2 sin

r





 คือ (6, 0), 2, ,(6, )
2
 

     
 และ  

36,
2
     

 
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.3.3 ดังรูปท่ี 6.43 
 

 
 

รูปท่ี 6.43 กราฟ 6
1 2 sin

r




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ตัวอยาง 6.3.4 จงวาดกราฟของสมการ 10
3 3 cos

r





  

วิธีทํา  จัดสมการใหอยูในรูป 
1 cos

ker
e 




 จะได 

10
3

1 cos
r





  จะเห็นวา 1e   

  กราฟเปนพาราโบลา หาจุดตัดแกนโดยแทน 
30, , , ,2

2 2
     ใน 

6
1 2cos

r





 

 แทน 0   จะได 
10 5

3 3 cos 0 3
r  


  ไดพิกัดเปน 

5 ,0
3
     

 

 แทน 
2
   จะได 

10 10
33 3cos

2

r


 


 ไดพิกัดเปน 
10 ,
3 2

     
 

 แทน    จะได 10 10
3 3cos 0

r


 


 กราฟตัด 

 แทน 
3
2
   จะได 

10 10
3 33 3cos
2

r


 


 ไดพิกัดเปน 
10 3,
3 2

     
 

ดังนั้น จุดตัดแกนของ 6
1 2 sin

r





 คือ 
5 ,0 10,
3 2

            
 และ  

10 3,
3 2

     
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.3.4 ดังรูปท่ี 6.44 
 

 
 

รูปที่ 6.44 กราฟ 10
3 3cos

r




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ตัวอยาง 6.3.5 จงหาสมการเชิงข้ัวของภาคตัดกรวยท่ีจุดโฟกัสอยูท่ีจุดกําเนิด จุดยอดอยูท่ี 3,
2
     

 และ

จุดศูนยกลางอยูท่ี 1,
2
     

 

วิธีทํา เมื่อลงจุดโฟกัสอยู จุดยอด และจุดศูนยกลางในระบบพิกัดเชิงข้ัวแลว เราพบวากราฟเปนวงรี 

และเสนไดเรกตริกซท่ีสอดคลองกับจุดโฟกัสท่ีเปนจุดกําเนิด จะอยูดานบนและขนานกับแกนเชิงขั้ว 

   สมการวงรีจะอยูในรูป .......................................................(1)
1 sin

ker
e 




 

 จากจุดยอดอยูท่ี 3,
2
     

 จะได 3
1
ke
e




 

 จาก 4a   และ 1c   จะได 1
4

ce
a

   นั่นคือ 

1
4 43
1 5 51
4 4

kk
k

       


 

 เราไดวา 1
4

e   และ 15k   แทนในสมการ (1)  จะได 

15
4 15

1 4 sin1 sin
4

k
r



      


 

ดังนั้น สมการเชิงข้ัวของภาคตัดกรวย คอื 15
4 sin

r





 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.3.5 ดังรูปท่ี 6.45 
 

 
 

รูปที่ 6.45 กราฟ 15
4 sin

r




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6.4 สมการอิงตัวแปรเสริม (Parametric Equations) 

การวาดกราฟในระนาบโดยใชสองตัวแปร x  และ y  ในระบบพิกัดฉาก หรือ r  และ   ในระบบ

พิกัดเชิงข้ัว เม่ือกําหนดความสัมพันธของสองตัวแปรน้ัน น่ันคือ 

( )y f x  เมื่อ y  เปนฟงกชันของ x  หรือ 

( )r f   เมื่อ f  เปนฟงกชันของ     

ในท่ีน้ีเราจะหาความสัมพันธของตัวแปร x  และ y  ในเทอมของตัวแปรที่สามซึ่งเรียกวา ตัวแปร

เสริม ปจจุบันเทคโนโลยีดานคอมพิวเตอรไดพัฒนาโปรแกรมชวยวาดกราฟท้ังในสองมิติ และสามมิติ เปน

จํานวนมาก และการกําหนดเสนโคงในระนาบ XY  นิยมกําหนดเสนโคงในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 

 

 

 

 

 

(Larson, Ron & Edwards H. Bruce,  2011 : 711) 

 

6.4.1 สมการเสนตรง  

สมการอยูในรูป ( ), ( )x f t y g t   เมื่อ t  เปนตัวแปรเสริม 

(ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักดิ์ บายเที่ยง,  2544 : 265) 

 

ตัวอยาง 6.4.1.1 จงวาดกราฟของสมการ 2, 3 1x t y t      

วิธีทํา  จัดรูปสมการโดยการกําจัดตัวแปร t  ใหอยูในเทอม x  และ y  
2
2

x t
t x
 
 

 

 แทนคา t  ในสมการ 3 1y t   จะได 
3 1
3( 2) 1
3 6 1
3 7

y t
x
x
x

 
  
  
 

 

ดังนั้น  จะไดสมการเสนตรง 3 7y x   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.1.1 ดังรูปท่ี 6.46 

บทนิยาม 5.7.1 ถาฟงกชัน f  และ  ในโดเมน S  แลวสมการ ( ), ( )x f t y g t   สําหรับ t  ใน 

S  เปนสมการอิงตัวแปรเสริม (Parametric Equations) ของเสนโคงซึ่งรวมจุด ( ( ), ( ))f t g t  ท้ังหมด

สําหรับ t  ใน S  ตัวแปร t  เรียกวา ตัวแปรเสริม 
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รูปท่ี 6.46 กราฟ 3 7y x   

 

6.4.2 สมการวงกลม  

Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton  (1992 : 252) ไดกลาวถึงสมการวงกลมในรูป

สมการอิงตัวแปรเสริม ดังตอไปน้ี 

6.4.2.1 สมการ cos , sinx r y r    เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 0 2    มี

กราฟเปนวงกลมจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด รัศมี r  หนวย  

เพราะวา 2 2 2cosx r   และ 2 2 2siny r   นั่นคือ 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

cos sin
(cos sin )

x y r r
r
r

 
 

  
 


 

ดังนั้น สมการ cos , sinx r y r    มีกราฟเปน 2 2 2x y r   
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6.4.2.2 สมการ cos , sinx h r y k r      เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 

0 2    มีกราฟเปนวงกลมจุดศูนยกลางอยูที่จุด ( , )h k  รัศมี r  หนวย  

เพราะวา 2 2 2( ) cosx h r    และ 2 2 2( ) siny k r    นั่นคือ 

2 2 2 2 2 2

2

( ) ( ) cos sinx h y k r r
r

     


 

ดังนั้น สมการ cos , sinx h r y k r      มีกราฟเปน 2 2 2( ) ( )x h y k r     
 

ตัวอยาง 6.4.2.1 จงวาดกราฟของสมการ 2 cos , 2 sinx y     

วิธีทํา จาก 2 24 cosx   และ 2 24 siny   จะไดวา 

2 2 2 24 cos 4 sin 4x y       
ดังนั้น สมการ 2 cos , 2 sinx y    มีกราฟเปนวงกลมจุดศูนยอยูท่ีจุด (0, 0)  รัศมี 2  หนวย  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.2.1 ดังรูปท่ี 6.47 
 

 
 

รูปท่ี 6.47 กราฟ 2 cos , 2 sinx y    
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ตัวอยาง 6.4.2.2 จงวาดกราฟของสมการ 1 3cos , 2 3 sinx y       

วิธีทํา จาก 1 3 cosx    จัดรูปใหม 

2 2

2 2

1 3cos
( 1) (3 cos )
( 1) 9 cos

x
x
x





 
 
 

 

และจาก 2 3 siny     

2 2

2 2

2 3 sin
( 2) (3 sin )
( 2) 9 sin

y
y
y





 
 
 

 

     2 2 2 2( 1) ( 2) 9 cos 9 sin 9x y         

ดังนั้น 1 3cos , 2 3 sinx y      มีกราฟเปนวงกลมจุดศูนยอยูท่ีจุด (1, 2)  รัศมี 3  หนวย  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.2.2 ดังรูปท่ี 6.48 
 

 
 

รูปที่ 6.48 กราฟ 1 3cos , 2 3 sinx y      
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6.4.3 สมการพาราโบลา  

ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักด์ิ บายเท่ียง,  (2544 : 266) ไดกลาวถึงสมการพาราโบลาใน

รูปสมการอิงตัวแปรเสริม ดังตอไปน้ี 

6.4.3.1 สมการ 2cos , sinx a y b    เมื่อ   เปนตัวแปรเสริม 0      มี

กราฟเปนพาราโบลาคว่ํา จุดยอดอยูที่ 0, b
a

     
 

เพราะวา 
2

2
2 cosx

a
  และ 2siny

b
  นั่นคือ 

2
2 2

2

cos sin

1
1

x y
a b

ax y
b a

   


       

 

ดังนั้น สมการ 2 2cos , sinx a y a    มีกราฟเปน 2 1ax y
b a
       

 

 

6.4.3.2 สมการ 2,x a t y b t     เมื่อ t  เปนตัวแปรเสริม t     มี

กราฟเปนพาราโบลาหงาย จุดยอดอยูท่ี ( , )a b  

จาก x a t   จะได t x a    

แทนคา t x a   ใน 2y b t   จะได 
2

2

( )
( )

y b x a
x a y b

  
  

 

ดังนั้น สมการ 2,x a t y b t     มีกราฟเปน 2( )x a y b    

 

6.4.3.3 สมการ 2,x a t y b t     เม่ือ t  เปนตัวแปรเสริม t     มี

กราฟเปนพาราโบลาตะแคงซาย จุดยอดอยูท่ี ( , )a b  

จาก t b t   จะได t y b    

แทนคา t y b   ใน 2x a t   จะได 

 
2

2

( )
( ) ( )

x a y b
y b x a

  
  

 

ดังนั้น สมการ 2,x a t y b t     มีกราฟเปน 2( ) ( )y b x a    
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ตัวอยาง 6.4.3.1 จงวาดกราฟของสมการอยูในรูป 2cos , 2 sinx y     

วิธีทํา จาก 2 siny   จัดรูปใหม 

       2
2

sin
2

sin
4

y

y








 

จะไดวา 

 

2
2 2

2

cos sin
4

1
4( 1)

yx

y x

  


 

 

ดังนั้น 2cos , 2sinx y    มีกราฟเปน 2 4( 1)y x    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.3.1 ดังรูปท่ี 6.49 
 

 
 

รูปที่ 6.49 กราฟ 2cos , 2sinx y    
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ตัวอยาง 6.4.3.2 จงวาดกราฟของสมการอยูในรูป 22, 3x t y t      

วิธีทํา จาก 2 siny   จัดรูปใหม 

จาก 2x t   จะได 2t x    

แทนคา 2t x   ใน 23y t   จะไดวา 
2

2

2

2

3
3 ( 2)

( 2) 3
( 2) ( 3)

y t
y x

x y
x y

 
  

   
   

 

ดังนั้น 22, 3x t y t     มีกราฟเปน 2( 2) ( 3)x y     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.3.2 ดังรูปท่ี 6.50 

 

 
 

รูปที่ 6.50 กราฟ 22, 3x t y t     
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6.4.4 สมการวงรี  

ศรีบุตร แววเจริญ และชนศักด์ิ บายเท่ียง  (2544 : 266) ไดกลาวถึงสมการวงรีในรูปสมการ

อิงตัวแปรเสริม ดังตอไปนี้ 

6.4.4.1 สมการ cos , sinx a y b    เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 0 2    มี

กราฟเปนวงรีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด  

จาก cosx a   จัดรูปใหม 

 
2

2
2

cosx
a

  

และจาก siny b   จัดรูปใหม 
2

2
2

siny
b

  

 จะไดวา  
2 2

2 2
2 2 cos sin

1

x y
a b

   


 

ดังนั้น สมการ cos , sinx a y b    มีกราฟเปน 
2 2

2 2 1x y
a b

   

 

6.4.4.2 สมการ cos , sinx h a y k b      เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 

0 2    มีกราฟเปนวงรีจุดศูนยกลางอยูท่ี ( , )h k  

จาก cosx h a    จัดรูปใหม 

 
2

2
2

( ) cosx h
a

   

และจาก siny k b    จัดรูปใหม 
2

2
2

( ) siny k
b

   

 จะไดวา  
2 2

2 2
2 2

( ) ( ) cos sin

1

x h y k
a b

    


 

ดังนั้น สมการ cos , sinx h a y k b      มีกราฟเปน 
2 2

2 2

( ) ( ) 1x h y k
a b
    
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ตัวอยาง 6.4.4.1 จงวาดกราฟของสมการ cos , 2 sinx y     

วิธีทํา จาก cosx   จัดรูปใหมไดเปน 2 2cosx   

และจาก 2siny   จัดรูปใหมไดเปน 
2

2sin
4
y   

 จะไดวา  
2

2 2 2cos sin
4

1

yx    


 

ดังนั้น สมการ cos , 2 sinx y    มีกราฟเปน 
2 2

1
1 4
x y   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.4.1 ดังรูปท่ี 6.51 

 

 
 

รูปท่ี 6.51 กราฟ cos , 2 sinx y    
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ตัวอยาง 6.4.4.2 จงวาดกราฟของสมการ 3 cos 3, 1 sinx t y t      

วิธีทํา จาก 3cos 3x t   จัดรูปใหม 

2
2

3 3cos
( 3) cos

9

x t
x t

 
 

 

และจาก 1 siny t   จัดรูปใหม 

2 2

1 sin
( 1) sin
y t

y t
 

 
 

 จะไดวา  
2

2 2 2( 3) ( 1) cos sin
9

1

x y t t    


 

ดังนั้น สมการ 3 cos 3, 1 sinx t y t     มีกราฟเปน 
2 2( 3) ( 1) 1

9 1
x y    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.4.2 ดังรูปท่ี 6.52 
 

 
 

รูปท่ี 6.52 กราฟ 3 cos 3, 1 sinx t y t     
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6.4.5 สมการไฮเพอรโบลา  

ศรีบุตร แววเจริญ และชนศักดิ์ บายเท่ียง  (2544 : 267) ไดกลาวถึงสมการไฮเพอรโบลา

ในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม ดงัตอไปน้ี 

6.4.5.1 สมการ sec , tanx a y b    เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 
2 2
     มี

กราฟเปนไฮเพอรโบลาจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด แกนขวางคือแกน X  

จาก secx a   จัดรูปใหม 

 
2

2
2

secx
a

  

และจาก tany b   จัดรูปใหม 
2

2
2

tany
b

  

 จะไดวา  
2 2

2 2
2 2 sec sec

1

x y
a b

   


 

ดังนั้น สมการ sec , tanx a y b    มีกราฟเปน 
2 2

2 2 1x y
a b

   

 

6.4.5.1 สมการ tan , secx h a y k b      เมื่อ   เปนตัวแปรเสริม 

2 2
     มีกราฟเปนไฮเพอรโบลาจุดศูนยกลางอยูที่ ( , )h k  แกนขวางคือแกน X  

จาก secx h a    จัดรูปใหม 

 
2

2
2

( ) secx h
a

   

และจาก tany k b    จัดรูปใหม 
2

2
2

( ) tany k
b

   

 จะไดวา  
2 2

2 2
2 2

( ) ( ) sec tan

1

x h y k
a b

    


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ดังนั้น สมการ cos , sinx h a y k b      มีกราฟเปน 
2 2

2 2

( ) ( ) 1x h y k
a b
    

 

ตัวอยาง 6.4.5.1 จงวาดกราฟของสมการ 2 tan , 3 secx y     

วิธีทํา จาก 2 tanx   จัดรูปใหม 
2

2tan
4
x   

และจาก 3secy   จัดรูปใหม 
2

2sec
9
y   จะไดวา 

 
2 2

2 2sec tan
9 4

1

y x    


 

ดังนั้น สมการ 2 tan , 3 secx y    มีกราฟเปน 
2 2

1
9 4
y x   

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.5.1 ดังรูปท่ี 6.53 

 

 
 

รูปท่ี 6.53 กราฟ 3 cos 3, 1 sinx t y t     
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ตัวอยาง 6.4.5.2 จงวาดกราฟของสมการ 3 sec 2, tan 2x t y t      

วิธีทํา จาก 3 sec 2x t   จัดรูปใหม 

 
2

2( 2) sec
9

x    

และจาก tan 2y t   จัดรูปใหม  
2

2( 2) tan
1

y    จะไดวา 

 
2 2

2 2( 2) ( 2) sec tan 1
9 1

x y        

ดังนั้น สมการ 3 sec 2, tan 2x t y t     มีกราฟเปน 
2 2( 2) ( 2) 1

9 1
x y    

 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 6.4.5.2 ดังรูปท่ี 6.54 
 

 
 

รูปท่ี 6.54 กราฟ 3 sec 2, tan 2x t y t     
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สรุปทายบทที่ 5  

สําหรับบทที่ 5 น้ันเราไดศึกษาสมการเชิงขั้วและสมการอิงตัวแปรเสริม ซึ่งกราฟของสมการใน

พิกัดเชิงข้ัว ประกอบไปดวย  

1. สมการเสนตรงสามารถเขียนไดดังนี้ 

- สมการเสนตรงท่ีตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว คือ cosr a    

- สมการเสนตรงท่ีขนานกับแกนเชิงข้ัว คือ sinr a    

- สมการเสนตรงท่ีผานจุดขั้ว คือ a   

2. สมการวงกลมสามารถเขียนไดดังนี้ 

- สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางที่ขั้วอยูในรูป r a  

- สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี , 0
2
a     

 อยูในรูป cosr a   

- สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี 0,
2
a     

 อยูในรูป sinr a   

- สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี ,
2 2
a b     

 อยูในรูป cos sinr a b    

3. สมการเสนโคงรูปเชิงข้ัวชนิดพิเศษสามารถเขียนไดดังน้ี 

- เสนโคงลีมาซอง สมการอยูในรูป cosr a b    หรือ sinr a b    

- เสนโคงกลีบกุหลาบ สมการอยูในรูป cosr a n  หรือ sinr a n  

- เสนเวียนกนหอย สมการอยูในรูป r a  

- เสนโคงคอนคอยด สมการอยูในรูป cscr a b   

- เสนโคงผีเส้ือ สมการอยูในรูป 21 sin( ) cos (2 )r n n     

- เสนโคงแคปปา สมการอยูในรูป tanr a   

การหาจุดตัดของเสนโคงสองเสนโคงในระบบพิกัดเชิงข้ัว นอกจากจะแกสมการเสนโคงท้ังสอง 

แลว ควรหาจุดตัดอ่ืน ๆ เพ่ิมอีกโดย  

1. ดูจากกราฟของเสนโคง  

2. เสนโคงท่ีอยูในรูปของสมการ ( )r f   อาจเขียนแทนดวย ( 1) ( )nr f n     โดยท่ี 

n  เปนจํานวนเต็ม  

3. ตรวจสอบวาเสนโคงท้ังสองผานจุดข้ัวหรือจุดกําเนิดหรือไม โดยให 0r   ถาหา   ไดจาก

สมการเสนโคงท้ังสองแสดงวาจุดขั้วหรือจุดกําเนิดเปนจุดตัดดวย 
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เราจะหาความสัมพันธของตัวแปร x  และ y  ในเทอมของตัวแปรที่สามซึ่งเรียกวา ตัวแปรเสริม 

ปจจุบันเทคโนโลยีดานคอมพิวเตอรไดพัฒนาโปรแกรมชวยวาดกราฟท้ังในสองมิติ และสามมิติ เปนจํานวน

มาก และการกําหนดเสนโคงในระนาบ XY  นิยมกําหนดเสนโคงในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 

 ถาฟงกชัน f  และ  ในโดเมน S  แลวสมการ ( ), ( )x f t y g t   สําหรับ t  ใน S  เปนสมการ

อิงตัวแปรเสริม (Parametric Equations) ของเสนโคงซึ่งรวมจุด ( ( ), ( ))f t g t  ท้ังหมดสาํหรับ t  ใน S  

ตัวแปร t  เรียกวา ตัวแปรเสริม โดยเสนสมการเสนโคงท่ีพิจารณามีดังน้ี 

1. สมการเสนตรงอยูในรูป ( ), ( )x f t y g t   

2. สมการวงกลมประกอบไปดวย 

- สมการวงกลมจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิดอยูในรูป cos , sinx r y r    

- วงกลมจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( , )h k  อยูในรูป cos , sinx h r y k r      

3. สมการพาราโบลาประกอบไปดวย 

- สมการพาราโบลาคว่ํา จุดยอดอยูท่ี 0, b
a

     
อยูในรูป 2cos , sinx a t y b t   

- สมการพาราโบลาหงาย จุดยอดอยูท่ี ( , )a b  อยูในรูป 2,x a t y b t     

- สมการพาราโบลาตะแคงซาย จุดยอดอยูที่ ( , )a b  อยูในรูป 2,x a t y b t     

- สมการพาราโบลาตะแคงขวา จุดยอดอยูที่ ( , )a b  อยูในรูป 2,x a t y b t     
4. สมการวงรีประกอบไปดวย 

- สมการวงรีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิดอยูในรูป cos , sinx a y b    

- สมการวงกลมจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( , )h k  อยูในรูป  

cos , sinx h a y k b      

5. สมการไฮเพอรโบลาประกอบไปดวย 

- สมการไฮเพอรโบลาจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิดอยูในรูป sec , tanx a y b    

- สมการไฮเพอรโบลาจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( , )h k  อยูในรูป  

tan , secx h a y k b      
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แบบฝกหัดบทท่ี 6 

 
จงวาดกราฟเสนโคงท่ีกําหนดใหตอไปน้ี (ขอ 6.1 - 6.6) 

6.1       6.2 
3
      

6.3 4(1 sin )r      6.4 16r      

6.5 2 9cos2r     6.6 4 cos 2r   
 

จงหาสมการเชิงข้ัวของวงกลมท่ีกําหนดใหตอไปน้ี (ขอ 6.7 - 6.12) 

6.7 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (6,0 )  รัศมียาว 4  หนวย 

6.8 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( 4, )  รัศมียาว 5  หนวย 

6.9 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด 3,
2
      

 รัศมียาว 3  หนวย 

6.10 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด 
72,
4
     

 รัศมียาว 7  หนวย 

6.11 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด  8,180  รัศมียาว 0.5  หนวย 

6.12 จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด 
111,
6
     

 รัศมียาว 6  หนวย 

 

จงหาสมการเสนตรงในระบบพิกัดเชิงขั้วท่ีกําหนดเงื่อนไขตอไปนี้ (ขอ 6.13 - 6.18) 

6.13 เสนตรงแนวราบผานจุด 
33,
4
     

  

6.14 เสนตรงแนวต้ังผานจุด  3,   

6.15 เสนตรงท่ีสัมผัสกับวงกลม 3r   ท่ีจุด 3,
3
     

  

6.16 เสนตรงแนวต้ังผานจุด 
54,
6
     

  

6.17 เสนตรงแนวราบผานจุด 3,
2
     

  

6.18 เสนตรงท่ีสัมผัสกับวงกลม 4r   ท่ีจุด 
55,
4
     
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จงหาอธิบายชนิดของเสนโคงภาคตัดกรวยตอไปน้ีโดยพิจารณาจากคา k  และคา e  (ขอ 6.19 - 6.24) 

6.19 
3

2 cos
r





     

6.20 
12

2 3cos
r





   

6.21 
5

1 sin
r





    

6.22 
25

3 4sin
r





   

6.23 
7

1 cos
r





    

6.24 
12

3 2sin
r





 

 

จงแสดงสมการตอไปนี้ในรูปสมการอิงตัวแปรเสริมโดยใชความสัมพันธระหวางตัวแปร x  และ y   

และตัวแปรเสริม (ขอ 6.25 - 6.28) 

6.25 2 225 5, 3x y y t       

6.26 2 1, 2x xy y t      

6.27 1, 2xy x y x t       

6.28 2 29 , tanx y t y t     

 

จงหาจุดตัดของเสนโคงสองเสนในระบบพิกัดเชิงขั้วท่ีกําหนดใหตอไปน้ี พรอมวาดกราฟ (ขอ 6.29 - 6.47) 

6.29 
cos2
1

r
r




    6.30 
6 sin 0
6cos 0

r
r




 
 

   

6.31 
sin
1 cos

r
r





 

   6.32 
2 4 sin2

2
r
r




    

6.33 
1 sin
cos2

r
r




 


   6.34 
4 cos
4 sin2

r
r







 

6.35 
2

sin
sin2

r
r







    6.36 
3cos
4 sin

r
r







   

6.37 
2

2cos
4 cos

r
r







   6.38 
sin
1 sin

r
r





 
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6.39 
1
2 sin2

r
r 



   6.40 2 cos2
2 sin2

r
r







 

6.41 
2 sin 1

sin 1
r

r



 


   6.42 (1 cos ) 4
2 cos

r
r



 


  

6.43 
sec
2 cos

r
r







   6.44 
3(1 cos )

2

r 


 


 

6.45 
3sin

3

r 





    6.46 

4

4

r





   

6.47 
3 2cos
0

r 

 


  

 

จงวาดกราฟของสมการอิงตัวแปรเสริมท่ีกําหนดใหตอไปน้ี โดยมี t  เปนตัวแปรเสริม (ขอ 6.48 - 6.64) 

6.48 4cos , 2sinx t y t      

6.49 23 , 9x t y t   

6.50 ,x t y t       

6.51 2sec 1, tanx t y t    

6.52 23 , 9x t y t       

6.53 2cos 3, 4 sin 4x t y t     

6.54 csc , cotx t y t      

6.55 2 5, 4 7x t y t     

6.56 2sinh , 2coshx t y t     

6.57 1,t tx e y e    

6.58 4 3 , 1x t y t        

6.59 23 , 2x t y t     

6.60 cos2 , sin2x t y t      

6.61 sin2 , cos2x t y t    

6.62 1,t tx e y e    

6.63 3, 2 lnx t y t   

6.64 4 tan2 , 3sec2x t y t   



262  บทท่ี 6 สมการเชิงข้ัว 
 

จงหาสมการเทียบเทาของสมการในแตละขอตอไปนี้ พรอมท้ังหาจุดตัดของสมการท่ีกําหนดใหและ 

เขียนกราฟแสดงจุดตัดดวย (ขอ 6.64 - 6.67) 

6.64 
2 2sin
2sin

r
r




 


    

6.65 
4
2sec

r
r 



 

6.66 
5
10cos

r
r 



 

6.67 
7
14cos2

r
r 



 

6.68 
3sin
3cos

r
r







 

6.69 
sin cos
2sin

r
r

 


 


 

6.70 
1 cos
sin

r
r




 


 

 


