
บทที่ 8  

ผิวกําลังสอง (Quadric Surface) 

 
พิจารณาสมการ ( , ) 0f x y   ในระนาบ XY  เมื่อ ( , )f x y  เปนความสัมพันธในระบบพิกัด

ฉาก XY  ซึ่งอยูในรูปคูลําดับ ( , )x y  สมการ ( , ) 0f x y   หนึ่งสมการกําหนดรากที่เปนจํานวนจริงของ

สมการน้ีขึ้นจํานวนหนึ่ง แตละชุดของคูลําดับ ( , )x y  จะกําหนดจุด ( , )x y  ในระนาบ XY  จุดท้ังหมดท่ี

เปนคารากของสมการ ( , ) 0f x y   นี้จะกําหนดกราฟขึ้น เรียกวาเสนโคง (Curve) เชน 2 2 4x y   

แทนวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดกําเนิดรัศมี 2 หนวย 2( 1) ( 2)x y    แทนเสนโคงพาราโบลาท่ี

มีลักษณะหงายจุดยอดอยูท่ีจุด (1,2)  เปนตน  

ในท่ีน้ีเราจะพิจารณาสมการ ( , , ) 0f x y z   เมื่อ ( , , )f x y z  เปนความสัมพันธในระบบพิกัด

ฉาก XYZ  ซึ่งอยูในรูป ( , , )x y z  ในทํานองเดียวกัน สมการ ( , , ) 0f x y z   สมการหน่ึงจะกําหนดราก

ท่ีเปนจํานวนจริงของสมการน้ีขึ้นจํานวนหน่ึง และแตละชุดของ ( , , )x y z  จะกําหนดจุด ( , , )x y z  ใน

ระบบพิกัดฉาก XYZ  จุดท้ังหมดท่ีเปนรากของสมการ ( , , ) 0f x y z   จะกําหนดกราฟข้ึน จะเรียกวา

พ้ืนผิว (Surface) พื้นผิวน้ีอาจจะเปนจุด เสนตรง ระนาบ ทรงกลม หรือ พื้นผิวของรูปทรงทางเรขาคณิต

รูปใดรูปหน่ึงก็ได ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงสมบัติบางอยางของพื้นผิวท่ีจะนําไปชวยในการพิจารณาลักษณะ

ของพื้นผิวท่ีจะกลาวถึงในหัวขอตอ ๆ ไป กอนอ่ืนจะกลาวถึงการพิจารณาลักษณะของพื้นผิว ซึ่งประกอบ

ไปดวยจุดตัดของพ้ืนผิวกับแกนพิกัด การสมมาตรของพ้ืนผิว รอยตัดของพ้ืนผิว และขอบเขตของพ้ืนผิว 

 

8.1 การพิจารณาลักษณะของพื้นผิว 

Larson, Ron & Edwards H. Bruce  (2011 : 813) ไดกลาววา พ้ืนผิวกําลังสองเปนพ้ืนผิวใน

ปริภูมิ 3 มิติ ซึ่งอยูในเทอมของ ,x y  และ z  ซึ่งมีรูปท่ัวไปเปน  

2 2 2 0Ax By Cz Dxy Exz Fyz Gx Hy Iz J           
เมื่อ , , ,...,A B C J  เปนคาคงที่ ในการศึกษาพื้นผิวกําลังสอง เราจะพิจารณาดังนี้  

- จุดตัดของพื้นผิวกับแกนพิกัด 

- การสมมาตรของพ้ืนผิว  

- รอยตัดของพื้นผิว 

- ขอบเขตของพ้ืนผิว 
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8.1.1 จุดตัดของพื้นผวิกับแกนพิกัด (Intercept)  

ดํารง ทิพยโยธา ยุวรีย พันธกลา นัฏฐนาถ ไตรภพ และสรุชัย สมบัติบริบูรณ  (2558 : 22) 

ไดกลาววา ในการพิจารณาจุดตัดของพื้นผิวกับแกนพิกัด ,X Y  และ Z  สามารถทําไดดังนี้ 

พิจารณาจุดตัดแกน X  ใหแทนคา 0y   และ 0z   ในสมการพ้ืนผิว 

พิจารณาจุดตัดแกน Y  ใหแทนคา 0x   และ 0z   ในสมการพ้ืนผิว 

พิจารณาจุดตัดแกน Z  ใหแทนคา 0x   และ 0y   ในสมการพ้ืนผิว 

 

ตัวอยาง 8.1.1.1 กําหนดสมการพ้ืนผิว 2 2 22 2 8x y z    จงหาจุดตัดแกน ,X Y  และ Z   

วิธีทํา หาจุดตัดแกน X  ให 0y   และ 0z   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2

2 2 8
2 (0) 2(0) 8

4
2

x y z
x

x
x

  
  


 

 

ดังนั้น  จุดตัดแกน X  คือจุด (2, 0, 0)  และจุด ( 2, 0, 0)  

 

หาจุดตัดแกน Y  ให 0x   และ 0z   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 8
2(0) 2(0) 8
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x y z
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y

  
  

 
 

ดังนั้น  จุดตัดแกน Y  คอืจุด (0,2 2, 0)  และจุด (0, 2 2,0)  

 

หาจุดตัดแกน Z  ให 0x   และ 0y   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2

2 2 8
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4
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  
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ดังนั้น  จุดตัดแกน Z  คือจุด (0, 0,2)  และจุด (0, 0, 2)  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.1.1.1 ดังรูป 8.1 
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รูปที่ 8.1 แสดงจุดตัดของ 2 2 22 2 8x y z    กับแกนพิกัด ,X Y  และ Z  

 

ตัวอยาง 8.1.1.2 กําหนดสมการพ้ืนผิว 2 22z x y   จงหาจุดตัดแกน ,X Y  และ Z   

วิธีทํา หาจุดตัดแกน X  ให 0y   และ 0z   จะได 

  

2 2

2 2

2

2
0 2(0)

0
0

z x y
x

x
x

 
 



 

ดังนั้น  จุดตัดแกน X  คือจุด (0, 0, 0)  

หาจุดตัดแกน Y  ให 0x   และ 0z   จะได 
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ดังนั้น  จุดตัดแกน Y  คอืจุด (0, 0, 0)  
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หาจุดตัดแกน Z  ให 0x   และ 0y   จะได 

  
2 2(0) 2(0)

0
z
z
 


 

ดังนั้น  จุดตัดแกน Z  คือจุด (0, 0, 0)  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.1.1.3 ดังรูป 8.2 
 

 
 

รูปที่ 8.2 แสดงจุดตัดของ 2 22z x y   กับแกนพิกัด ,X Y  และ Z  
 

ตัวอยาง 8.1.1.3 กําหนดสมการพ้ืนผิว 
2 2 2

1
16 36 25
x y z    จงหาจุดตัดแกน ,X Y  และ Z   

วิธีทํา หาจุดตัดแกน X  ให 0y   และ 0z   จะได 
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ดังนั้น  จุดตัดแกน X  คือจุด (4, 0, 0)  และจุด ( 4,0, 0)  
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หาจุดตัดแกน Y  ให 0x   และ 0z   จะได 
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2

(0) (0) 1
16 36 25

36
6

y

y
y

  


 

 

ดังนั้น  จุดตัดแกน Y  คอืจุด (0,6, 0)  และจุด (0, 6, 0)  

หาจุดตัดแกน Z  ให 0x   และ 0y   จะได 

  
2 2 2

2

(0) (0) 1
16 36 25

25

z

z

  

 
 

 จะเห็นวาไมมีจํานวนจริงท่ีทําใหสมการน้ีเปนเปน 

ดังนั้น  พ้ืนผิวนี้ไมตัดแกน Z  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.1.1.3 ดังรูป 8.3 
 

 
 

รูปท่ี 8.3 แสดงจุดตัดของ 
2 2 2

1
16 36 25
x y z    กับแกนพิกัด ,X Y  และ Z  
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8.1.2 การสมมาตรของพ้ืนผิว (Symmetry) 

ดํารง ทิพยโยธา ยุวรีย พันธกลา นัฏฐนาถ ไตรภพ และสรุชัย สมบัติบริบูรณ (2558 : 30-

32) ไดกลาววา ในการพิจารณาการสมมาตรน้ันมี 3 ลักษณะ คือ   

- สมมาตรกับจุดกําเนิด  

- สมมาตรกับแกนพิกัด  

- สมมาตรกับระนาบพิกัด 

8.1.2.1 สมมาตรกับจุดกําเนิด  

ให  {( , , ) ( , , ) 0}S x y z f x y z   เปนพ้ืนผิวแลว S  จะมีสมมาตรกับจุด

กําเนิด ก็ตอเมื่อถา ( , , )x y z S  แลว ( , , )x y z S     

8.1.2.2 สมมาตรกับแกนพิกัด  

S  จะสมมาตรกับแกน X  ก็ตอเมื่อ ถา ( , , )x y z S  แลว ( , , )x y z S     

S  จะสมมาตรกับแกน Y  ก็ตอเมื่อ ถา ( , , )x y z S  แลว ( , , )x y z S    

S  จะสมมาตรกับแกน Z  ก็ตอเมื่อ ถา ( , , )x y z S  แลว ( , , )x y z S    

8.1.2.3 สมมาตรกับระนาบพิกัด  

S  จะสมมาตรกับระนาบ XY ก็ตอเมื่อ ถา ( , , )x y z S  แลว ( , , )x y z S    

S  จะสมมาตรกับระนาบ XZ ก็ตอเมื่อ ถา ( , , )x y z S  แลว ( , , )x y z S    

S  จะสมมาตรกับระนาบ YZ  ก็ตอเมื่อ ถา ( , , )x y z S  แลว ( , , )x y z S    

 

ตัวอยาง 8.1.2.1 กําหนดใหสมการพ้ืนผิว 2 22 3z x y   จงพิจารณาการสมมาตร 

วิธีทํา  พิจารณาการสมมาตรที่จุดกําเนิด แทน ,x x y y     และ z z   จะได 

  

2 2

2 2

2 2

2 3
2( ) 3( )
2 3

z x y
z x y
z x y

 
    
  

 

 สมการเปลี่ยนแปลง  

  พ้ืนผิวนี้ไมสมมาตรท่ีจุดกําเนิด 

 

พิจารณาการสมมาตรที่แกนพิกัด 

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน X  แทน y y   และ z z  จะได 
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 
   
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 สมการเปลี่ยนแปลง  

   พ้ืนผิวนี้ไมสมมาตรท่ีแกน X  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน Y  แทน x x  และ z z  จะได 
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 สมการเปลี่ยนแปลง  

   พ้ืนผิวนี้ไมสมมาตรท่ีแกน Y  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน Z  แทน x x   และ y y   จะได 
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 

 

 สมการคงเดิม  

   พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีแกน Z  

 

พิจารณาการสมมาตรที่ระนาบพิกัด 

 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ XY  แทน z z  จะได 
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z x y
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 สมการเปลี่ยนแปลง 

   พ้ืนผิวนี้ไมสมมาตรท่ีระนาบ XY  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ XZ  แทน y y   จะได 
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 สมการคงเดิม 

   พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีระนาบ XZ  
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 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ YZ  แทน x x   จะได 
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 
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 สมการคงเดิม 

  พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีระนาบ YZ  

ดังนั้น พ้ืนผิวนี้มีสมมาตรกับแกน Z  ระนาบ XZ  และระนาบ YZ  

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.1.2.1 ดังรูป 8.4 

 

 
 

รูปที่ 8.4 แสดงการสมมาตรของพ้ืนผิว 2 22 3z x y    
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ตัวอยาง 8.1.2.1 กําหนดใหสมการพ้ืนผิว 2 2 24z x y   จงพิจารณาการสมมาตร 

วิธีทํา  พิจารณาการสมมาตรที่จุดกําเนิด แทน ,x x y y     และ z z   จะได 
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   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีจุดกําเนิด 

 

พิจารณาการสมมาตรที่แกนพิกัด 

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน X  แทน y y   และ z z  จะได 
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  สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีแกน X  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน Y  แทน x x   และ z z   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4
( ) ( ) 4

4

z x y
z x y
z x y

 
   

 
 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีแกน Y  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน Z  แทน x x   และ y y   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4
( ) 4( )

4

z x y
z x y
z x y

 
   
 

 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีแกน Z  

 

พิจารณาการสมมาตรที่ระนาบพิกัด 

 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ XY  แทน z z  จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4
( ) 4

4

z x y
z x y
z x y

 
  

 
 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีระนาบ XY  
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 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ XZ  แทน y y   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4
4( )
4

z x y
z x y
z x y

 
  
 

 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีระนาบ XZ  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ YZ  แทน x x   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4
( ) 4

4

z x y
z x y
z x y

 
  
 

 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีระนาบ YZ  

ดังนั้น พ้ืนผิวนี้มีสมมาตรกับท่ีจุดกําเนิด สมมาตรท่ีแกนพิกัด และสมมาตรท่ีระนาบพิกัด 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.1.2.2 ดังรูป 8.5 
 

 
 

รูปที่ 8.5 แสดงการสมมาตรของพ้ืนผิว 2 2 24z x y    
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8.1.3 รอยตัดของพ้ืนผิว (Trace) 

 

 

 

 

 

(ดํารง ทิพยโยธา ยุวรีย พันธกลา นัฏฐนาถ ไตรภพ และสุรชัย สมบัติบริบูรณ,  2558 : 25-26) 

ตัวอยาง 8.1.3.1 กําหนดสมการพ้ืนผิว 2 22 4z x y   จงพิจารณารอยตัดของพ้ืนผิว 

วิธีทํา  พิจารณาท่ีรอยตัด x k  จะได 

  

2 2

2 2

2
2

2 4
2 4

1 ( )
2 4

z x y
z k y

ky z

 
 

 

 

   ท่ีรอยตัด x k  เปนรูปพาราโบลาหงาย 
 

 
 

รูปที่ 8.6 แสดงรอยตัด 2x   กับพื้นผิว 2 22 4z x y    

 พิจารณาท่ีรอยตัด y k  จะได 

  

2 2

2 2

2 2

2 4
2 4

2( 2 )

z x y
z x k
y z k

 
 
 

 

   ท่ีรอยตัด y k  เปนรูปพาราโบลาหงาย 

บทนิยาม 8.1.3 ให  {( , , ) ( , , ) 0}S x y z f x y z   เปนพื้นผิวแลว 

รอยตัดของ S  โดยระนาบ x k  คือเสนโคง ( , , ) 0f k y z    

รอยตัดของ S  โดยระนาบ y k  คือเสนโคง ( , , ) 0f x k z    

รอยตัดของ S  โดยระนาบ z k  คือเสนโคง ( , , ) 0f x y k    
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รูปท่ี 8.7 แสดงรอยตัด 1y   กับพื้นผิว 2 22 4z x y    

 

พิจารณาท่ีรอยตัด z k  จะได 

  

2 2

2 2

2 2

2 4
2 4

4 1
2 2

z x y
k x y

x y
k k

 
 

 

 

   ท่ีรอยตัด z k  เปนรูปวงรี 

 

 
 

รูปท่ี 8.8 แสดงรอยตัด 6z   กับพื้นผิว 2 22 4z x y    
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ตัวอยาง 8.1.3.2 กําหนดสมการพ้ืนผิว 2 2 23 2 1x y z    จงพิจารณารอยตัดของพื้นผิว 

วิธีทํา  พิจารณาท่ีรอยตัด x k  จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

3 2 1
3 2 1

3 2 1
3 2 1

1 1

x y z
k y z

y z k
y z

k k

  
  

  

 
 

 

   ท่ีรอยตัด x k  เปนรูปวงรี 

 

 
 

รูปท่ี 8.9 แสดงรอยตัด 2x   กับพ้ืนผิว 2 2 23 2 1x y z     

 

 พิจารณาท่ีรอยตัด y k  จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

3 2 1
2 3 1

2 1
3 1 3 1

x y z
x z k

x z
k k

  
  

 
 

 

   ท่ีรอยตัด y k  เปนรูปไฮเพอรโบลา 
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รูปที่ 8.10 แสดงรอยตัด 2y   กับพื้นผิว 2 2 23 2 1x y z     

 

พิจารณาท่ีรอยตัด z k  จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

3 2 1
3 2 1

3 1
2 1 2 1

x y z
x y k

x y
k k

  
  

 
 

 

   ท่ีรอยตัด z k  เปนไฮเพอรโบลา 

 

 
 

รูปที่ 8.11 แสดงรอยตัด 2z   กับพื้นผิว 2 22 4z x y    
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8.1.4 ขอบเขตของพื้นผิว (Asymptote)  

สําหรับการหาคาขอบเขตของพ้ืนผิวน้ัน เราจะเอาคาที่เปนไปไดทุกคาท่ีเปนจํานวนจริง

ของ ,x y  และ z  ซึ่งคาเหลานี้คือขอบเขตของ , ,x y z  นั่นเอง  

 

 

 

 

 
 

(ดํารง ทิพยโยธา ยุวรีย พันธกลา นัฏฐนาถ ไตรภพ และสุรชัย สมบัติบริบูรณ,  2558 : 24) 

 

ตัวอยาง 8.1.4.1 จงหาขอบเขตของพ้ืนผิว 2 29 x y z    

วิธีทํา  พิจารณาขอบเขตของ x  จะได 

   

2 2

2 2 2

2 2 2

9
9

9

x y z
x y z

x y z

  
  

  
 

 จะเห็นวา 29 0x    จะได 

  

2

2

9 0
9 0

( 3)( 3) 0

x
x

x x

 
 

  
 

   3 3x    หรือ [ 3,3]x    
พิจารณาขอบเขตของ y  จะได 

    

2 2

2 2 2

2 2 2

9
9

9

x y z
x y z

y x z

  
  

  
 

 จะเห็นวา 29 0y    จะได 

  

2

2

9 0
9 0

( 3)( 3) 0

y
y

y y

 
 

  
 

   3 3y    หรือ [ 3,3]y    

บทนิยาม 8.1.4 กําหนดสมการพ้ืนผิว  S  คือ ( , , ) 0f x y z     

ขอบเขตของ { , , ( , , ) 0}x x y z R f x y z      

ขอบเขตของ { , , ( , , ) 0}y y x z R f x y z      

ขอบเขตของ { , , ( , , ) 0}z z x y R f x y z      
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พิจารณาขอบเขตของ z  จะได 

  

2 2

2 2 2

2 2 2

9
9

9

x y z
x y z

z x y

  
  

  
 

 จะเห็นวา 29 0z    จะได 

  

2

2

9 0
9 0

( 3)( 3) 0

z
z

z z

 
 

  
 

   3 3z    หรือ [ 3,3]z    แต z  ตองไมเปนคาลบ น่ันคือ [0,3]z   

ดังนั้น ขอบเขตของ x  คือ [ 3,3]x     ขอบเขตของ y  คือ [ 3,3]y      

และขอบเขตของ z  คือ [0,3]z     
ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.1.4.1 ดังรูป 8.12 
 

 
 

รูปที่ 8.12 แสดงขอบเขตของพ้ืนผิว 2 29 x y z     
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ตัวอยาง 8.1.4.2 จงหาขอบเขตของพ้ืนผิว 2 210 10z x y    

วิธีทํา  พิจารณาขอบเขตของ x  จะได 

   
2 2

2 2

10 10
10 10

z x y
x y z

  
  

 

 จะเห็นวา x  เปนจริงสําหรับทุกคาของ y  และ z    x  หรือ x    

พิจารณาขอบเขตของ y  จะได 

    
2 2

2 2

10 10
10 10

z x y
y x z

  
  

 

 จะเห็นวา y  เปนจริงสําหรับทุกคาของ x  และ z    y   หรือ y    

พิจารณาขอบเขตของ z  จะได 

    2 210 10z x y    
 จะเห็นวา z  เปนจริงสําหรับทุกคาของ x  และ y    z   หรือ z    

ดังนั้น ขอบเขตของ x  คือ x    ขอบเขตของ y  คอื y    และขอบเขตของ z  คือ z      
ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.1.4.2 ดังรูป 8.13 
 

 
 

รูปที่ 8.13 แสดงขอบเขตของพื้นผิว 2 210 10z x y     
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ตัวอยาง 8.1.1 จงอธิบายลักษณะของพื้นผิว 2 2 22 4 8x y z    

วิธีทํา พิจารณาจุดตัดแกนพิกัด 

หาจุดตัดแกน X  ให 0y   และ 0z   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2

2 4 8
2(0) 4(0) 8

8
2 2

x y z
x

x

x

  
  


 

 

    จุดตัดแกน X  คือจุด (2 2, 0,0)  และจุด ( 2 2,0, 0)  

หาจุดตัดแกน Y  ให 0x   และ 0z   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2

2 4 8
(0) 2 4(0) 8

4
2

x y z
y

y
y

  
  


 

 

   จุดตัดแกน Y  คอืจุด (0,2, 0)  และจุด (0, 2, 0)  

หาจุดตัดแกน Z  ให 0x   และ 0y   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2

2 4 8
(0) 2(0) 4 8

2
2

x y z
z
z

z

  
  


 

 

    จุดตัดแกน Z  คือจุด (0, 0, 2)  และจุด (0, 0, 2)  

พิจารณาการสมมาตร 

พิจารณาการสมมาตรท่ีจุดกําเนิด แทน ,x x y y     และ z z   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 4 8
( ) 2( ) 4( ) 8

2 4 8

x y z
x y z

x y z

  
     

  
 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีจุดกําเนิด 

พิจารณาการสมมาตรท่ีแกนพิกัด 

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน X  แทน y y   และ z z  จะได 

      
2 2 2

2 2 2

2 4 8
2( ) 4( ) 8
x y z

x y z
  

    
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  2 2 22 4 8x y z    
  สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีแกน X  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน Y  แทน x x  และ z z  จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 4 8
( ) 2 4( ) 8

2 4 8

x y z
x y z

x y z

  
    

  
 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนี้สมมาตรท่ีแกน Y  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีแกน Z  แทน x x   และ y y   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 4 8
( ) 2( ) 4 8

2 4 8

x y z
x y z

x y z

  
    

  
 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนีส้มมาตรท่ีแกน Z  

พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบพิกัด 

 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ XY  แทน z z   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 4 8
2 4( ) 8

2 4 8

x y z
x y z

x y z

  
   

  
 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนีส้มมาตรท่ีระนาบ XY  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ XZ  แทน y y   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 4 8
2( ) 4 8

2 4 8

x y z
x y z

x y z

  
   

  
 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนีส้มมาตรท่ีระนาบ XZ  

 พิจารณาการสมมาตรท่ีระนาบ YZ  แทน x x   จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 4 8
( ) 2 4 8

2 4 8

x y z
x y z

x y z

  
   
  

 

   สมการคงเดิม พ้ืนผิวนีส้มมาตรท่ีระนาบ YZ  

รอยตัดของพื้นผิวกับระนาบ 

พิจารณาท่ีรอยตัด x k  จะได 



328  บทท่ี 8 ผิวกําลังสอง 
 

     

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 4 8
2 4 8
2 4 8

2 4 1
8 8

x y z
k y z

y z k
y z
k k

  
  

  

 
 

 

   ท่ีรอยตัด x k  เปนรูปวงรี 

 พิจารณาท่ีรอยตัด y k  จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 4 8
2 4 8

4 8 2
4 1

8 2 8 2

x y z
x k z

x z k
x z
k k

  
  

  

 
 

 

   ท่ีรอยตัด y k  เปนวงรี 

พิจารณาท่ีรอยตัด z k  จะได 

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 4 8
2 4 8

2 8 4
2 1

8 4 8 4

x y z
x y k

x y k
x y
k k

  
  

  

 
 

 

   ท่ีรอยตัด z k  เปนวงรี 

พิจารณาขอบเขตของพื้นผิว 

พิจารณาขอบเขตของ x  จะได 

        
2 2 2

2 2 2

2 4 8
2 4 8

x y z
y z x

  
  

 

 จะเห็นวา 28 0x    จะได 

     
2 8 0

( 8)( 8) 0
x

x x

 
  

 

   8 8x    หรือ [ 8, 8]x    
พิจารณาขอบเขตของ y  จะได 

    
2 2 2

2 2 2

2 4 8
4 8 2

x y z
x z y

  
  
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 จะเห็นวา 28 2 0y    จะได 

  
2 4 0

( 2)( 2) 0
y

y y
 

  
 

   2 2y    หรือ [ 2,2]y    
พิจารณาขอบเขตของ z  จะได 

  
2 2 2

2 2 2

2 4 8
2 8 4

x y z
x y z

  
  

 

 จะเห็นวา 28 4 0z    จะได 

  
2 2 0

( 2)( 2) 0
z

z z

 
  

 

   2 2z    หรือ [ 2, 2]z     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.1.1 ดังรูป 8.14 

 

 
 

รูปท่ี 8.14 ลักษณะของพ้ืนผิว 2 2 22 4 8x y z     
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8.2 พื้นผิวซึ่งเกดิจากการหมุนเสนโคง 

 

 

 
 

(พรชัยชัย สารทวาหา,  2550 : 16 และ Larson, Ron & Edwards H. Bruce,  2011 : 818) 

ในหัวขอนี้ เราจะศึกษาพ้ืนผิวท่ีเกิดจากการหมุนเสนโคงในระนาบที่กําหนดให รอบเสนตรง ที่อยู

บนระนาบเดียวกับเสนโคง เรียกเสนตรงท่ีกําหนดใหวา แกนหมุน และเรียกผิวท่ีไดจากการ หมุนน้ีวา 

พ้ืนผวิท่ีเกิดจากการหมุน   

ในที่ น้ีจะศึกษาสมการของพ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง สมมติเสนโคง C  มีสมการ 

( ), 0y f x z   เปนเสนโคงบนระนาบ XY  ดังรูปท่ี 8.15 หมุนรอบแกน X  พ้ืนผิวในรูปท่ี 8.16 

คือพื้นผิวซ่ึงเกิดจากการหมุนเสนโคง C  รอบแกน X  เราเรียก เสนตรงคงท่ีบนระนาบในนิยามท่ี 8.2 วา 

แกนของพ้ืนผิว 

 
 

รูปที่ 8.15 แสดงเสนโคง ( ), 0y f x z    
 

ให ( , , 0)P x y   เปนจุดใด ๆ บนเสนโคง C  จะเห็นวาจุด ( , , 0)P x y   จะอยูบนเสนรอบวง

ของวงกลม จุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( , 0,0)R x   บนแกน X  ถาจุด ( , , )Q x y z  เปนจุดใด ๆ  บนวงกลมน้ี จะ

ได x x   และความยาวของสวนของเสนตรง QR  เทากับ ความยาวของสวนของเสนตรง PR  นั่นคือ 

QR PR  

บทนิยาม 8.2 พ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง คอื พ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคงบนระนาบรอบ

เสนตรงคงท่ีเสนหนึ่ง ท่ีอยูบนระนาบนั้น 
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2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

( ) ( 0) ( 0) ( ) ( 0) (0 0)x x y z x x y

y z y

y z y

y y z

             
 

 
  

  

เพราะวาจุด P  สอดคลองกับสมการ ( ), 0y f x z   จะได 

( )y f x   ดังน้ัน 2 2( )f x y z    

เพราะวา x x   เราจะได  
2 2( )f x y z    หรือ 2 2 2[ ( )]f x y z   

ดังนั้น สมการของพ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง ( ), 0y f x z   รอบแกน X  คือ  

2 2 2[ ( )]f x y z   
 

 
 

รูปท่ี 8.16 สมการของพ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง ( ), 0y f x z   รอบแกน X  

ในทํานองเดียวกัน เราสามารถหาสมการของพ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคงแบบอ่ืน ๆ ได เชน 
2 2 2[ ( )]f y x z   เปนสมการของพ้ืนผิวซ่ึงเกิดจากการหมุนเสนโคง ( ), 0z f y x   รอบแกน Y   
2 2 2[ ( )]f z x y   เปนสมการของพ้ืนผิวซ่ึงเกิดจากการหมุนเสนโคง ( ), 0x f z y   รอบแกน Z   
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ตัวอยางที่ 8.2.1  จงหาสมการของพ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 2 , 0x y z   รอบแกน X  

พรอมท้ังวาดกราฟของพ้ืนผิว 

วิธีทํา ใหจุด  ( , , 0)P x y   เปนจุดใด ๆ บนเสนโคง 2, 0x y z   จุด  ( , , )Q x y z  เปนจุดใด ๆ บน

เสนรอบวงของวงกลมจุดศูนยกลางท่ีจุด ( , 0,0)R x   รัศมี y   จะไดวา x x   และ QR PR   

นั่นคือ 2 2y y z   

เพราะวาจุด P  สอดคลองกับสมการ ( ), 0y f x z   จะไดวา 2x y   หรือ y x   

เน่ืองจาก x x   จะได y x  

เพราะฉะน้ัน  2 2x y z   หรือ 2 2x y z   

ดังนั้น 2 2x y z   เปนสมการของพ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 2 , 0x y z   รอบแกน X  

 ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.2.1 ดังรูป 8.17 
 

 
 

รูปท่ี 8.17 พ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 2 , 0x y z   รอบแกน X  
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ตัวอยางที่ 8.2.2  จงหาสมการของพ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 3 4 12, 0z y x     รอบ

แกน Y  พรอมท้ังวาดกราฟของพื้นผิว 

วิธีทํา ใหจุด  (0, , )P y z   เปนจุดใด ๆ บนเสนโคง 3 4 12, 0z y x    จุด  ( , , )Q x y z  เปนจุด

ใด ๆ บนเสนรอบวงของวงกลมจุดศูนยกลางที่จุด (0, ,0)R y   รัศมี z    

จะไดวา y y   และ QR PR   

นั่นคือ 2 2z x z   

เพราะวาจุด P  สอดคลองกับสมการ 3 4 12, 0z y x     

จะไดวา 3 4 12, 0z y x      หรือ 
12 4

3
yz
   

เน่ืองจาก y y   จะได 
12 4

3
yz    

เพราะฉะน้ัน  2 212 4
3

y x z    หรือ 2 2 29 16 9 96 144x y z y     

ดังนั้น  สมการของพ้ืนผิวนี้คือ 2 2 29 16 9 96 144x y z y      

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.2.2 ดังรูป 8.18 
 

 
 

รูปท่ี 8.18 พ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 3 4 12, 0z y x     รอบแกน Y  
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8.3 ทรงกระบอก (Cylinder)  

 

 

 

 

 

 

(โฆสิต ชาติกําแหง,  2540 : 40 และ Riddle, Douglas F.,  1996 : 361) 

 

ศรี บุตร แววเจริญ และ ชนศักด์ิ บายเท่ียง,  (2544 : 384-385) ไดกลาววา ลักษณะของ

ทรงกระบอกแตละรูปขึ้นอยูกับเสนบังคับรวม และตัวกอกําเนิด เชน ถาเสนบังคับรวมเปนวงกลม วงรี 

พาราโบลา หรือ ไฮเพอรโบลา เราจะเรียก ทรงกระบอกนั้นวา ทรงกระบอกกลม ทรงกระบอกวงรี 

ทรงกระบอกพาราโบลิค หรือ ทรงกระบอกไฮเพอรโบลิค ตามลําดับ เชน  

 

 
 

รูปท่ี 8.19 แสดงสวนประกอบของทรงกระบอก 

บทนิยาม 8.3 ให C  เปนเสนโคงเสนหนึ่ง และ L  เปนเสนตรงเสนหน่ึง (ซึ่งไมไดอยูบนระนาบ

เดียวกับเสนโคง) เซตของจุดที่อยูบนเสนตรงท่ีขนานกับเสนตรง L  และตัดเสนโคง C  เรียกวา 

ทรงกระบอก (Cylinder) เรียกเสนโคง C  วาเสนบังคับ (Directrix) เรียกเสนตรงแตละเสนท่ีขนาน

กับเสนตรง L  และผานเสนโคง C  วา ตัวกอกําเนิด (Generatrix) และตัวกอกําเนิดแตละเสน เปน

สมาชิกของทรงกระบอก เรียกเสนตรง L  วา แกนของทรงกระบอก 
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ในท่ีน้ีเราตองการหาสมการของทรงกระบอก กําหนดใหทรงกระบอกมีเสนบังคับ C  เปนเสนโคง

ท่ีมีสมการเปน ( , , ) 0F x y z   และตัวกอกําเนิดขนานกับเวกเตอร , ,u a b c   

ให ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนทรงกระบอก  

จากบทนิยาม 8.3 จะตองมีตัวกอกําเนิดเสนหน่ึงที่ผานจุด ( , , )P x y z  ขนานกับ u  และตัดกับ

เสนบังคับ C  ที่จุด 1 1 1 1( , , )P x y z   

จะได 1PP


 ขนานกับ u  เพราะฉะน้ัน 1PP tu
 

 สําหรับสเกลาร t  บางคา  

เพราะวา 1 1 1 1, ,PP x x y y z z   


 จะไดสมการ 

1 1 1 .................................(1)
x x y y z z

t
a b c
  

    

เน่ืองจาก จุด 1 1 1 1( , , )P x y z  เปนจุดอยูบนเสนโคง C  เพราะฉะนั้น  

1 1 1( , , ) 0 ..........................................(2)F x y z 

 

จากสมการ (1)  และ (2)  เราสามารถกําจัดคาคงท่ี 1 1,x y  และ 1z  ได และสมการที่เหลือเปน

สมการของตัวแปร ,x y  และ z  ซึ่งเปนสมการของทรงกระบอกตามตองการ 

 

ตัวอยาง 8.3.1 จงหาสมการของทรงกระบอกที่มีเสนบังคับเปนเสนโคง 
2 2

1, 0
4 16
y z x    และตัว

กอกําเนิดขนานกับเวกเตอร 4, 1, 0u   พรอมท้ังวาดกราฟของทรงกระบอก  

วิธีทํา ให  ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนทรงกระบอก จะมีตัวกอกําเนิดซึ่งผานจุด ( , , )P x y z  ตัดกับ

เสนบังคับท่ีจุด 1 1 1 1( , , )P x y z  และขนานกับเวกเตอร  4, 1, 0u   จะไดวา 

1 1 1, , 4, 1, 0x x y y z z t     

1

1

1

4

0

x x t
y y t
z z

 
 
 

  หรือ 
1

1

1

4x x t
y y t
z z

 
 


 

เพราะวาจุด 1 1 1 1( , , )P x y z  อยูบนเสนโคง 
2 2

1, 0
4 16
y z x     

จะไดวา  
2 2

1 1 1
4 16
y z

   และ 1 0x   
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เพราะฉะน้ัน 
2 2( ) 1 ............................................................(1)

4 16
y t z    

จาก 1 4x x t   และจาก 1 0x   จะไดวา  0 4x t   หรือ 
4
xt   

แทนคา 
4
xt   ในสมการ (1)  จะได 

2

2

2

2

2 2 2

4
1

4 16
4

4
1

4 16
16 4 8 64

xy
z

y x
z

x y z xy

       

        

   

 

ดังนั้น  สมการของทรงกระบอกนี้คือ 2 2 216 4 8 64x y z xy     
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.3.1 ดังรูป 8.20 
 

 
 

รูปท่ี 8.20 ทรงกระบอก 2 2 216 4 8 64x y z xy     
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8.4 กรวย (Cone) 

 

 

 

 

 
 

(พรชัยชัย สารทวาหา,  2550 : 12-13) 

กรวยในรูปท่ี 8.21 เปนพ้ืนผิวที่มีเสนโคง C  เปนเสนบังคับและจุด 0P  เปนจุดยอด สวนของ

เสนตรง 0 1PP  เปนตวักอกําเนิดหนึ่งของกรวย 
 

 
 

รูปท่ี 8.21 แสดงสวนประกอบของกรวย 

 

ในท่ีน้ีเราตองการหาสมการของกรวย กําหนดใหกรวยมีเสนบังคับ C  เปนเสนโคงท่ีมีสมการเปน 

( , , ) 0F x y z   และ 0P  เปนจุดยอดของกรวยมีพิกัด 0 0 0( , , )x y z  ดังรูปท่ี 8.21  

ให ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนกรวย จากบทนิยาม 8.4 จะตองมีตัวกอกําเนิดหน่ึงท่ีผานจุด 

0 0 0 0( , , z )P x y  และจุด ( , , )P x y z  และตัดกับเสนบังคับรวม C  ที่จุด 1 1 1 1( , , )P x y z  เน่ืองจากจุด 0P  

P  และ 1P  อยูบนเสนตรงเดียวกัน จะไดวา ตองมีเกลาร t  ซึ่ง 0 1P P t PP
 

  

บทนิยาม 8.4 ให C  เปนเสนโคงเสนหนึ่ง 0P  เปนจุดคงท่ีจุดหนึ่ง เซตของจุดท่ีอยูบนเสนตรงทุกเสน

ท่ีลากผานจุด 0P  และตัดกับเสนโคง C  เรียกวา กรวย (Cone) เรียกเสนโคง C  วา เสนบังคับ 

(Directrix) เรียกจุด 0P  วา จุดยอด (Vertex) เรียกเสนตรงแตละเสนที่ผานจุด 0P  และตัดเสนโคง 

C  วา ตัวกอกําเนิด (Generatrix) และกลาววา ตัวกอกําเนิดเปนสมาชิกของกรวย 
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หรือ   0 0 0

1 0 1 0 1 0

........................................(1)
x x y y z z

t
x x y y z z
  

  
  

 

เน่ืองจาก จุด 1 1 1 1( , , )P x y z  เปนจุดอยูบนเสนโคง C  เพราะฉะนั้น  

1 1 1( , , ) 0 ......................................................(2)F x y z   

ในทํานองเดียวกันกับทรงกระบอก เราสามารถกําจัดคาคงท่ี 1 1,x y  และ 1z  ไดจากสมการ (1)  

และ (2)  และสมการท่ีเหลือเปนสมการของตัวแปร ,x y  และ z  ซึ่งเปนสมการของกรวยตามตองการ 

 

ตัวอยาง 8.4.1  จงหาสมการของกรวยซึ่งมีจุดยอดท่ี 0(0, 0,10)P  และสมการของเสนบังคับรวมเปน 
2 2 9, 0x y z     พรอมทั้งวาดกราฟของกรวย 

วิธีทํา ให  ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนกรวย ตัวกอกําเนิดซึ่งผานจุด P  และ 0P  ตัดกับเสนบังคับ 
2 2 9, 0x y z    ที่จุด 1 1 1 1( , , )P x y z  เนื่องจาก  0 1,P P   และ  1P   อยูบนเสนตรงเดียวกัน จะม ี

สเกลาร t  ซึ่ง 0 1PP t PP
 

 จะไดวา 

 

 

1

1

110 10

x tx
y ty

z t z




  
     

หรือ 

      

1

1

1
10 10

xx
t
yy
t
z tz

t





 

    

เพราะวาจุด 1 1 1 1( , , )P x y z  อยูบนเสนโคง 2 2 9, 0x y z     

เพราะฉะน้ัน  2 2
1 1 19, 0 ................................................................(1)x y z    

แทนคา 1x  และ 1y  ในสมการ (1)  จะได 
2 2

9 .........................................................................(2)x y
t t
               

 

จาก  1 0z   จะไดวา 10 100 z t
t

   หรือ 10
10

zt   

แทนคา t  ในสมการ (2)  จะได 
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2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

10 10 9
10 10
100 100 9

(10 ) (10 )
100 100 9

(10 )
100 100 9(10 )
100 100 9(100 20 )
100 100 900 180 9

100 100 9 180 900 0

x y
z z
x y
z z

x y
z

x y z
x y z z
x y z z

x y z z

                

 
 

 

  
   
   

    

 

ดังนั้น  สมการของกรวยน้ีคือ 2 2 2100 100 9 180 900 0x y z z       

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.4.1 ดังรูป 8.22 

 

 
 

รูปที่ 8.22 กรวย 2 2 2100 100 9 180 900 0x y z z      
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8.5 ผิวกําลังสอง (Quadric Surface)  

โฆสิต ชาติกําแหง  (2540 : 46) ; ดํารง ทิพยโยธา ยุวรีย พันธกลา นัฏฐนาถ ไตรภพ และสุรชัย 

สมบัติบริบูรณ,  (2558 : 41) และ Varberg, Dale, Purcell, Edwin J & Rigdon, Steven E  (2000 : 

619-622) ไดกลาววา พื้นผิวกําลังสอง คือ พื้นผิวของสมการกําลังสองของสามตัวแปร ,x y  และ z  ที่มี

ความสัมพันธกันในรูปทั่วไป ดังน้ี 
2 2 2 0Ax By Cz Dxy Eyz Fxz Gx Hy Iz J           

เมื่อ , , , ,A B C D E  และ F  ไมเปนศูนยพรอมกัน และพ้ืนผิวน้ันไมเปนเซตวาง จุด เสนตรง หรือระนาบ 

 

 

 

 พื้นผิวท่ีเกิดจากสมการพื้นผิวกําลังสอง ท่ีไมใชภาคตัดกรวยลดรูป มีทั้งหมด 9 แบบซึ่งขึ้นอยูกับ

คาคงท่ี , , , , , , , ,A B C D E F G H I  และ J  ดังน้ี 

 

8.5.1 ทรงรี (Ellipsoid)  

ทรงรี คือ ผิวกําลังสอง ท่ีมีสมการในรูปมาตรฐาน เปนดังน้ี 
2 2 2

0 0 0
2 2 2

( ) ( ) ( )
1

x x y y z z
a b c
  

  
 

เมื่อ 0 0 0, , , ,x y z a b  และ c  เปนจํานวนจรงิใด ๆ เรียกจุด 0 0 0( , , )x y z  วาจุดศูนยกลาง

ของทรงรี ถา a b c   ทรงรีมีชื่อเฉพาะวา ทรงกลม (Sphere) 

 

          
 

รูปท่ี 8.23 ทรงรี 

หมายเหตุ  จุด เสนตรง และระนาบ เรียกวาภาคตัดกรวยลดรูป (Degenerate Conic) 



บทท่ี 8 ผิวกําลังสอง  341 
 

ตัวอยาง 8.5.1 จงวาดกราฟของทรงรีท่ีมีสมการท่ัวไปคือ 2 2 29 4 8 4 28x y z y z      

วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

9 4 8 4 28
9 4 8 4 28

9 4( 2 1) ( 4 4) 28 4 4
9 4( 1) ( 2) 36
9 4( 1) ( 2) 1
36 36 36

( 1) ( 2) 1
2 3 6

x y z y z
x y y z z

x y y z z
x y z
x y z

x y z

    
    

        
    

   

   

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐานของวงรีน้ี คือ 
2 2 2

2 2 2

( 1) ( 2) 1
2 3 6
x y z     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.1 ดังรูป 8.24 
 

 
 

รูปที่ 8.24 กราฟของทรงรี 2 2 29 4 8 4 28x y z y z      
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8.5.2 ทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรีแบบเชื่อมโยง (Elliptic Hyperboloid of One Sheet) 

ทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรีแบบเช่ือมโยง คือ ผิวกําลังสอง ที่มีสมการในรูปมาตรฐานแบบใด

แบบหนึ่งดังตอไปนี้ 
2 2 2

0 0 0
2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

x x y y z z
a b c

x x y y z z
a b c

x x y y z z
a b c

  
  

  
  

  
   

 

เมื่อ 0 0 0, , , ,x y z a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 

             
 

 
 

รูปที่ 8.25 กราฟของทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรีแบบเชื่อมโยง 
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ตัวอยาง 8.5.2  จงวาดกราฟของทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรีแบบเช่ือมโยง ที่มีสมการท่ัวไปคอื  
2 2 22 2 12 20 2 33x y z x y z       

วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2 2

2 2 12 20 2 33
2( 6 ) 2( 10 ) ( 2 ) 33

2( 6 9) 2( 10 25) ( 2 1) 33 18 50 1
2( 3) 2( 5) ( 1) 2

( 1)( 3) ( 5) 1
2

x y z x y z
x x y y z z

x x y y z z
x y z

zx y

     
     

           
     

    

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐาน คือ 
2

2 2 ( 1)( 3) ( 5) 1
2

zx y       

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.2 ดังรูป 8.26 

 

 
 

รูปที่ 8.26 กราฟของสมการ 2 2 22 2 12 20 2 33x y z x y z       
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 8.5.3 ทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรีแบบไมเชื่อมโยง (Elliptic Hyperboloid of Two 

Sheet)  

ทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรีแบบไมเชื่อมโยง คือ ผิวกําลังสอง ท่ีมีสมการในรูปมาตรฐาน

แบบใดแบบหนึ่งดังตอไปนี้ 
2 2 2

0 0 0
2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

x x y y z z
a b c

x x y y z z
a b c

x x y y z z
a b c

  
   

  
   

  
    

 

เมื่อ 0 0 0, , , ,x y z a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 

                    
 

 
 

รูปที่ 8.27 กราฟของทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรีแบบไมเช่ือมโยง 
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ตัวอยาง 8.5.3 จงวาดกราฟของทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรีแบบไมเช่ือมโยง ท่ีมีสมการทั่วไปคือ  
2 2 24 16 4 8 1x y z x y      

วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4 16 4 8 1
( 4 ) (4 8 ) 16 1

( 4 4) 4( 2 1) 16 1 4 4
( 2) 4( 1) 16 1
( 2) 4( 1) 16 1

x y z x y
x x y y z

x x y y z
x y z
x y z

    
    

        
    

      

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐาน คือ 2 2 2( 2) 4( 1) 16 1x y z       

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.3 ดังรูป 8.28 

 

 
 

รูปท่ี 8.28 กราฟของสมการ 2 2 24 16 4 8 1x y z x y      
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8.5.4 ทรงพาราโบลาเชิงวงรี (Elliptic Paraboloid)    

ทรงพาราโบลาเชิงวงรี คือ ผิวกําลังสองท่ีมีสมการในรูปมาตรฐานแบบใดแบบหน่ึง

ดังตอไปน้ี   
2 2

0 0
02 2

2 2
0 0

02 2

2 2
0 0

02 2

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

x x y y
c z z

a b
x x z z

b y y
a c

y y z z
a x x

y c

 
   

 
   

 
   

 

เมื่อ 0 0 0, , , ,x y z a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 

           
   

 
 

รูปที่ 8.29 กราฟของทรงพาราโบลาเชิงวงร ี
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ตัวอยาง 8.5.4 จงวาดกราฟของทรงพาราโบลาเชิงวงรี ที่มีสมการท่ัวไปคือ   
2 2 4 2 4 19x y x y z      

วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2

2 2

2 2

4 2 4 19
( 4 4) ( 2 1) 4 19 4 1

( 2) ( 1) 4( 6)
( 2) ( 1) ( 6)

4 4
( 2) ( 1) ( 6)

2 2

x y x y z
x x y y z

x y z
x y z

x y z

    
         

     
    

    

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐานของทรงพาราโบลาเชิงวงร ีคือ 
2 2

( 2) ( 1) ( 6)
2 2

x y z     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.4 ดังรูป 8.30 
 

 
 

รูปท่ี 8.30 กราฟของของทรงพาราโบลาเชิงวงรี 2 2 4 2 4 19x y x y z      
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8.5.5 ทรงพาราโบลาเชิงไฮเพอรโบลา (Hyperbolic Paraboloid)   

ทรงพาราโบลาเชิงไฮเพอรโบลา คือ  ผิวกําลังสอง ที่มีสมการในรูปมาตรฐานแบบใดแบบ

หน่ึงดังตอไปน้ี 
2 2

0 0
02 2

2 2
0 0

02 2

2 2
0 0

02 2

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

x x y y
c z z

a b
x x z z

b y y
a c

y y z z
a x x

y c

 
   

 
   

 
   

 

เมื่อ 0 0 0, , , ,x y z a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 

           
 

 
 

รูปที่ 8.31 กราฟของทรงพาราโบลาเชิงไฮเพอรโบลา 
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ตัวอยาง 8.5.5  จงวาดกราฟของทรงพาราโบลาเชิงไฮเพอรโบลา ที่มีสมการท่ัวไปคอื  
2 22 24 2 4 59 0x y x y z       

วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 24 2 4 59 0
(2 24 ) ( 2 ) 4 59

2( 12 36) ( 2 1) 4 59 72 1
2( 6) ( 1) 4 12

2( 6) ( 1) 4 12
( 1) 2( 6) 4( 3)

x y x y z
x x y y z

x x y y z
x y z

x y z
y x z

     
     

        
    

    
    

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐานทรงพาราโบลาเชิงไฮเพอรโบลา คือ 2 2( 1) 2( 6) 4( 3)y x z      

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.4 ดังรูป 8.32 

 

 
 

รูปท่ี 8.32 กราฟของพาราโบลาเชิงไฮเพอรโบลา 2 22 24 2 4 59 0x y x y z       
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8.5.6 กรวยเชิงวงรี (Elliptic Cone)   

กรวยเชิงวงรี คือ ผิวกําลังสองท่ีมีสมการในรูปมาตรฐานแบบใดแบบหนึ่งดังตอไปนี้   
2 2 2

0 0 0
2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x y y z z
a b c

y y z z x x
b c a

z z x x y y
c a b

  
 

  
 

  
 

 

เมื่อ 0 0 0, , , ,x y z a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 

               
 

 
 

รูปที่ 8.33 กราฟของกรวยเชิงวงร ี
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ตัวอยาง 8.5.6 จงวาดกราฟของกรวยเชิงวงรีท่ีมีสมการท่ัวไปคือ 
2 2 216 4 32 8 6 21 0x y z x y z        

วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

16 4 32 8 6 21 0
16( 2 1) 4( 2 1) ( 6 9) 21 16 4 9

16( 1) 4( 1) ( 3) 0
16( 1) ( 3) 4( 1)
( 1) ( 3) ( 1)

2 8 4

x y z x y z
x x y y z z

x y z
x z y
x z y

      
           

     
    
   

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐานของกรวยเชิงวงรี คือ 
2 2 2

2 2 2

( 1) ( 3) ( 1)
2 8 4

x z y     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.6 ดังรูป 8.34 

 

 
 

รูปที่ 8.34 กราฟของกรวยเชิงวงรี 2 2 216 4 32 8 6 21 0x y z x y z        
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8.5.7 ทรงกระบอกเชิงพาราโบลา (Parabolic Cylinder)   

ทรงกระบอกเชิงพาราโบลา คือ ผิวกําลังสองท่ีมีสมการในรูปมาตรฐานแบบใดแบบหน่ึง

ดังตอไปน้ี   
2

0 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0

( ) 4 ( )
( ) 4 ( )
( ) 4 ( )
( ) 4 ( )
( ) 4 ( )
( ) 4 ( )

x x c y y
x x c z z
y y c x x
y y c z z
z z c x x
z z c y y

   
   
   
   
   
   

 

เมื่อ 0 0 0, ,x y z  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

             
 

               
 
 

รูปที่ 8.35 กราฟของทรงกระบอกเชิงพาราโบลา 
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ตัวอยาง 8.5.7 จงวาดกราฟของทรงกระบอกเชิงพาราโบลา ท่ีมีสมการท่ัวไปคือ 

2 4 2 10 0x x z     
วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 

2

2

2

2

2

4 2 10 0
( 4 ) 2 10

( 4 4) 2 10 4
( 2) 2 6

( 2) 2( 3)

x x z
x x z

x x z
x z

x z

   
  

    
   

  

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐานทรงกระบอกเชิงพาราโบลา คือ 2 1( 2) 4 ( 3)
2

x z
       

 

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.7 ดังรูป 8.36 

 

 
 

รูปท่ี 8.36 กราฟของทรงกระบอกเชิงพาราโบลา 2 4 2 10 0x x z     
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8.5.8 ทรงกระบอกเชิงวงรี (Elliptic Cylinder)   

ทรงกระบอกวงรี คือ ผิวกําลังสองที่มีสมการในรูปมาตรฐานแบบใดแบบหนึ่งดังตอไปนี้   
2 2

0 0
2 2

2 2
0 0

2 2

2 2
0 0

2 2

( ) ( )
1

( ) ( )
1

( ) ( )
1

x x y y
a b

x x z z
a c

y y z z
b c

 
 

 
 

 
 

 

เมื่อ 0 0 0, , , ,x y z a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 

             
 

 

 
 

รูปที่ 8.37 กราฟของทรงกระบอกเชิงวงรี 
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ตัวอยาง 8.5.8  จงวาดกราฟของทรงกระบอกวงรี ท่ีมีสมการท่ัวไป คือ 

2 24 2 16 1 0x z x z      
วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

4 2 16 1
( 2 ) (4 16 ) 1

( 2 1) 4( 4 4) 1 1 16
( 1) 4( 2) 16
( 1) ( 2) 1

16 4

x z x z
x x z z

x x z z
x z
x z

    
    

        
   
  

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐานของทรงกระบอกวงรี คือ 
2 2

2 2

( 1) ( 2) 1
4 2

x z    

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.8 ดังรูป 8.38 

 

 
 

รูปที่ 8.38 กราฟของทรงกระบอกวงรี  2 24 2 16 1 0x z x z      
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8.5.9 ทรงกระบอกเชิงไฮเพอรโบลา (Hyperbolic Cylinder) 

ทรงกระบอกเชิงไฮเพอรโบลา คือ ผิวกําลังสองท่ีมีสมการในรูปมาตรฐานแบบใดแบบหน่ึง

ดังตอไปน้ี   
2 2

0 0
2 2

2 2
0 0

2 2

2 2
0 0

2 2

( ) ( )
1

( ) ( )
1

( ) ( )
1

x x y y
a b

y y z z
b c

z z x x
c a

 
  

 
  

 
  

 

เมื่อ 0 0 0, , , ,x y z a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 

       
 

 
 

รูปที่ 8.39 กราฟของทรงกระบอกเชิงไฮเพอรโบลา 
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ตัวอยาง 8.5.9  จงวาดกราฟของทรงกระบอกเชิงไฮเพอรโบลา ที่มีสมการท่ัวไปคือ 
2 24 25 24 100 65y z y z     

วิธีทํา จัดรูปสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน จะได 
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

4 25 24 100 65
(4 24 ) (25 100 ) 65

4( 6 ) 25( 4 ) 65
4( 6 9) 25( 4 4) 65 36 100

4( 3) 25( 2) 1

y z y z
y y z z

y y z z
y y z z

y z

   
   

   
       

   

 

ดังนั้น สมการรูปมาตรฐานของทรงกระบอกเชิงไฮเพอรโบลา คอื 2 24( 3) 25( 2) 1y z     

ใชโปรแกรม Geogebra หาผลเฉลยสําหรับตัวอยาง 8.5.9 ดังรูป 8.40 

 

 
 

รูปท่ี 8.40 กราฟของทรงกระบอกเชิงไฮเพอรโบลา 2 24 25 24 100 65y z y z     
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สรุปทายบทที่ 8 

สําหรับบทที่ 8 น้ันเราไดศึกษาผิวกําลังสอง สําหรับในการพิจารณาผิวกําลังสองน้ันเราได

พิจารณาจุดตัดของพ้ืนผิวกับแกนพิกัด การสมมาตรของพ้ืนผิว รอยตัดของพ้ืนผิวกับระนาบ และขอบเขต

ของพื้นผิว  

พ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง คือ พ้ืนผิวซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคงบนระนาบรอบเสนตรง

คงท่ีเสนหน่ึง ท่ีอยูบนระนาบนั้น ในหัวขอนี้ เราไดศึกษาพื้นผิวที่เกิดจากการหมุนเสนโคงในระนาบท่ี

กําหนดใหรอบเสนตรงท่ีอยูบนระนาบเดียวกับเสนโคง เรียกเสนตรงท่ีกําหนดใหวา แกนหมุน และเรียกผิว

ท่ีไดจากการหมุนนี้วา พ้ืนผิวท่ีเกิดจากการหมุน   

ให C  เปนเสนโคงเสนหนึ่ง และ L  เปนเสนตรงเสนหนึ่ง (ซึ่งไมไดอยูบนระนาบเดียวกับเสนโคง) 

เซตของจุดท่ีอยูบนเสนตรงท่ีขนานกับเสนตรง L  และตัดเสนโคง C  เรียกวา ทรงกระบอก (Cylinder) 

เรียกเสนโคง C  วาเสนบังคับ (Directrix) เรียกเสนตรงแตละเสนที่ขนานกับเสนตรง L  และผานเสนโคง 

C  วา ตัวกอกําเนิด (Generatrix) และตัวกอกําเนิดแตละเสน เปนสมาชิกของทรงกระบอก เรียกเสนตรง 

L  วา แกนของทรงกระบอก 

ให C  เปนเสนโคงเสนหน่ึง 0P  เปนจุดคงท่ีจุดหน่ึง เซตของจุดที่อยูบนเสนตรงทุกเสนท่ีลากผาน

จุด 0P  และตัดกับเสนโคง C  เรียกวา กรวย (Cone) เรียกเสนโคง C  วา เสนบังคับ (Directrix) เรียก

จุด 0P  วา จุดยอด (Vertex) เรียกเสนตรงแตละเสนที่ผานจุด 0P  และตัดเสนโคง C  วา ตัวกอกําเนิด 

(Generatrix) และกลาววา ตวักอกําเนิดเปนสมาชิกของกรวย 

กราฟของพ้ืนผิวกําลังสองท่ีสําคัญมีดังน้ี 

- ทรงรี มีสมการในรูปมาตรฐาน คือ 
2 2 2

0 0 0
2 2 2

( ) ( ) ( )
1

x x y y z z
a b c
  

    

 
- ทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรแีบบเช่ือมโยง มีสมการในรูปมาตรฐาน คือ 

2 2 2
0 0 0

2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

x x y y z z
a b c

x x y y z z
a b c

x x y y z z
a b c

  
  

  
  

  
   
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- ทรงไฮเพอรโบลาเชิงวงรแีบบไมเช่ือมโยง มีสมการในรูปมาตรฐาน คือ 
2 2 2

0 0 0
2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

x x y y z z
a b c

x x y y z z
a b c

x x y y z z
a b c

  
   

  
   

  
    

 

 

- ทรงพาราโบลาเชิงวงร ีมีสมการในรูปมาตรฐาน คือ 
2 2

0 0
02 2

2 2
0 0

02 2

2 2
0 0

02 2

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

x x y y
c z z

a b
x x z z

b y y
a c

y y z z
a x x

y c

 
   

 
   

 
   

 
 

- กรวยเชิงวงรี มีสมการในรูปมาตรฐาน คือ 
2 2 2

0 0 0
2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

2 2 2
0 0 0

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x y y z z
a b c

y y z z x x
b c a

z z x x y y
c a b

  
 

  
 

  
 

 

 

- ทรงกระบอกเชิงพาราโบลา มีสมการในรูปมาตรฐาน คือ 
2

0 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0

( ) 4 ( )
( ) 4 ( )
( ) 4 ( )
( ) 4 ( )
( ) 4 ( )
( ) 4 ( )

x x c y y
x x c z z
y y c x x
y y c z z
z z c x x
z z c y y

   
   
   
   
   
   
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- ทรงกระบอกวงรี มีสมการในรูปมาตรฐาน คือ 
2 2

0 0
2 2

2 2
0 0

2 2

2 2
0 0

2 2

( ) ( )
1

( ) ( )
1

( ) ( )
1

x x y y
a b

x x z z
a c

y y z z
b c

 
 

 
 

 
 

 

 

- ทรงกระบอกเชิงไฮเพอรโบลา มีสมการในรูปมาตรฐาน คือ 
2 2

0 0
2 2

2 2
0 0

2 2

2 2
0 0

2 2

( ) ( )
1

( ) ( )
1

( ) ( )
1

x x y y
a b

y y z z
b c

z z x x
c a

 
  

 
  

 
  
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แบบฝกหัดบทที่ 8 
 

จงหาจุดตัดแกน การสมมาตร รอยตัดของระนาบ และขอบเขต ของสมการตอไปน้ี (ขอ 8.1 - 8.18) 

8.1 2 2 2 16x y z     8.2 3 2 2 12x y z    

8.3 2 24z x y      8.4 2 2x y x   

8.5 2 2x y z     8.6 2 24z x y    

8.7 3z x y      8.8 xz e  

8.9 sinz y     8.10 2 2 4y z   

8.11 3z x     8.12 2 2 24 9 16 144x y z    

8.13 
2 2 2

0
4 9 16
x y z     8.14 2 2 4 0x y y    

8.15 
2 2 2

1
4 9 16
x y z      8.16 2 2 2( 1) 9( 5) 16 144x y z      

8.17 21 ( 2)z x      8.18 
2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 1

25 16 36
x y z      

 

จงหาสมการของพ้ืนผิวท่ีกําหนดเงื่อนไขใหตอไปน้ี (ขอ 8.19 - 8.29) 

8.19 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 2 2 1, 0y x z     รอบแกน Y  

8.20 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 
2
, 0xz e y    รอบแกน Z  

8.21 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 25 3, 0z x y     รอบแกน X  

8.22 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง sin , 0z y x    รอบแกน Z  

8.23 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 1 , 0x y z     รอบแกน X  

8.24 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง , 0x y z    รอบแกน X  

8.25 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง , 0x y z    รอบแกน Y  

8.26 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง cos , 0z x y    รอบแกน X  

8.27 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง cos , 0z x y    รอบแกน Z  

8.28 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 2, 0x z y     รอบแกน X  

8.29 พ้ืนผวิซึ่งเกิดจากการหมุนเสนโคง 2 21 , 0x y z     รอบแกน Y  
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จงหาสมการของทรงกระบอกท่ีมีเสนบังคับ( )D  และตัวกอกําเนิด( )G  ดังตอไปน้ี พรอมท้ังวาดกราฟ 

ของทรงกระบอก (ขอ 8.30 - 8.39) 

8.30 2 2: 4 , 0D x y z    8.31  2 2: 3 4 0 , 0D x z z y     

:G   แกน Z     :G   ขนานกับเวกเตอร 4,1, 0  

8.32 2: 4 , 0D y x z    8.33 2 2: 2 2 0 , 0D x y y z     

:G   ขนานกับเวกเตอร 1,2, 3   :G   ขนานกับเวกเตอร 2,0,1  

8.34 2: 4 , 0D x y z    8.35  2 2: 25 , 0D x y z     

:G   ขนานกับเวกเตอร 1,2,3   :G   ขนานกับเวกเตอร 0,1,1  

8.36 
2 2

: 1 , 0
4 9
x zD y     8.37    2

: 4 12 1 , 0D y x z     

:G   ขนานกับเวกเตอร 1,2, 0   :G   ขนานกับเวกเตอร 2,0,1  

8.38 
2 2

: 1 , 0
4 16
y zD x     8.39 : 3 4 24 , 0D x y z    

:G   ขนานกับเวกเตอร 4,1, 0   :G   ขนานกับเวกเตอร 2,3, 4  
 

จงหาสมการของกรวยท่ีมีเสนบังคับ ( )D  และจุดยอด ( )V  ดังตอไปนี้ พรอมท้ังวาดกราฟของกรวย 

(ขอ 8.30 - 8.39) 

8.40  2: 4 , 0D z y x  และจุด (2,0, 0)V   

8.41 
2 2

: 1 , 0
4 9
x zD y   และจุด (2,5,1)V   

8.42 2 2: 1 , 0D x y z   และจุด (1,1, 3)V   

8.43 
2 2

: 1 , 0
4 9
x yD z   และจุด (0, 0,2)V   

8.44 2 2: 4 16 1 , 8D x z y   และจุด (0, 0, 0)V   

8.45 2 2: 4 1 , 4D x y z   และจุด (0, 0,0)V   

8.46 2 2: 4 16 , 4D x y z   และจุด (2,1, 0)V   

8.47    2
: 2 24 4 , 2D y x z    และจุด (1,0, 0)V   

8.48 2: , 3D x z y  และจุด (1, 0,2)V   

8.49 2: ( 1) 4 , 3D z y x   และจุด (0,1,2)V   
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บอกช่ือของกราฟตอไปน้ี พรอมท้ังวาดกราฟ (ขอ 8.50 - 8.57) 

8.50  2 2( 2) ( 3) 9z x y       

8.51  
2 2 2( 2) ( 1) ( 2) 1

4 2 8
x y z      

8.52  2 24 2z x y y       

8.53  2 24 24 4 20 0x y x y      

8.54  2 2 2x y z      

8.55  2 22 3 8 12 12 52x y x y z      

8.56  
2 2

2

4 9
x yz       

8.57  
2 2

1
2 9
x y   

8.58  
2 2 2

1
4 16 9
x y z      

8.59  
2 2

9 4
x yz    

8.60  2 2 2 1y z x      

8.61  
2 2 2

1
4 9 9
x y z     

8.62  2 0y z      

8.63  2 2 236 9 16 144x y z    

8.64  2 22 0x y z      

8.65  2 2 1 0x y z     

8.66  2 24 6 16 24 24 104x y x y z      

8.67 2 2 29 4 18 2 16 10x y z x y z       

 

8.68 กําหนดสมการของพ้ืนผิวเปน 
2 2 2

1
4 9 2
x y z    

1. บอกช่ือของกราฟตอไปน้ีและเขียนกราฟของพ้ืนผิว 

2. จงหาสมการรอยตัดบนระราบ 0z   และ 6z     พรอมท้ังเขียนกราฟของรอยตัดบน 

กราฟของพ้ืนผิว 
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8.69 กําหนดสมการของพ้ืนผิวเปน 
2 2 2

1
4 9 36
x y z    

1. บอกช่ือของกราฟตอไปน้ีและเขียนกราฟของพ้ืนผิว 

2. จงหาสมการรอยตัดบนระราบ 0z   และ 3 2z    พรอมท้ังเขียนกราฟของรอยตัดบน 

กราฟของพ้ืนผิว 

 

8.70 กําหนดสมการของพ้ืนผิวเปน 
2

2

4 2
y zx    

1. บอกช่ือของกราฟตอไปน้ีและเขียนกราฟของพ้ืนผิว 

2. จงหาสมการรอยตัดบนระราบ 1, 0x y   และ 8z    พรอมท้ังเขียนกราฟของรอยตัดบน 

กราฟของพ้ืนผิว 

 

8.71 กําหนดสมการของพ้ืนผิวเปน 2 2 216 4 0x y z    

1. บอกช่ือของกราฟตอไปน้ีและเขียนกราฟของพ้ืนผิว 

2. จงหาสมการรอยตัดบนระราบ 8z   และ 3y    พรอมท้ังเขียนกราฟของรอยตัดบน 

กราฟของพ้ืนผิว 

 

8.72 กําหนดสมการของพ้ืนผิวเปน 2 22 3 8 12 12 52x y x y z      

1. บอกช่ือของกราฟตอไปน้ีและเขียนกราฟของพ้ืนผิว 

2. จงหาสมการรอยตัดบนระราบ 2, 3x y   และ 4z    พรอมท้ังเขียนกราฟของรอยตัด 

บนกราฟของพ้ืนผิว 

 

 


