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บทที่ 1
เวกเตอรในสองมิติและสามมิติ (Vector in Plane and Spaces)

เวกเตอรใน 2 มิติ
1. ความหมายของเวกเตอร

เวกเตอร คือ ปริมาณที่มีทั้งขนาดและทิศทาง เขียนแทนดวยสัญลักษณ , ,AB u v
 

ตัวอยาง 1.1 กําหนดให      0,0 , 1,2 , 4,1A B C และ  5,3D เปนจุดบนระนาบ จงหา

AB


และ CD


……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

อาจเขียนไดเปน ˆ ˆ ,
a

u ai bj a b
b

 
      
  



เราเรียก ˆai และ ˆbj วา …………………………………………………………………….……
และเรียกเรียก a และ b วา …………………………………………………………….………

2. การเทากันของเวกเตอร
นิยาม 2.1 เวกเตอรสองเวกเตอรใด ๆ จะเทากันก็ตอเมื่อมีขนาดเทากันและทิศทางเดียวกัน

เชนกําหนดให ˆ ˆu ai bj 
 และ ˆ ˆv ci dj 

 จะไดวา u v
 ก็ตอเมื่อ a c และ b d

ตัวอยาง 2.1 กําหนดให      0,0 , 1,2 , 4,1A B C และ  5,3D จงแสดงวา AB CD
 

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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3. การบวกและการลบของเวกเตอร
นิยาม 3.1 ถา u และ v เปนเวกเตอรใด ๆ แลวผลบวกของ u กับ v เขียนแทนดวย u v



ตัวอยาง 3.1 กําหนดให      0,0 , 1,2 , 4,1A B C และ  5,3D จงหา AB AC
 

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

นิยาม 3.2 ถา u และ v เปนเวกเตอรใด ๆ แลวผลลบของ u กับ v เขียนแทนดวย  u v 


ตัวอยาง 3.2 กําหนดให      0,0 , 1,2 , 4,1A B C และ  5,3D จงหา AB AC
 

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

นิยาม 3.3 ถา u เปนเวกเตอรใด ๆ และ k เปนสเกลารใด ๆ แลวผลคูณของ u กับ k เขียนแทน
ดวย ku

ตัวอยาง 3.3 กําหนดให ˆ ˆ3 4u i j 
 และ 2k  จงหา ku

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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4. เวกเตอรศูนย (Zero Vector)
นิยาม 4.1 เวกเตอรที่มีขนาดเปนศูนยหรือเวกเตอรที่มีจุดเริ่มตนและจุดปลายสิ้นสุดเปนจุดเดียวกัน

เรียกวา เวกเตอรศูนย (Zero Vector) เขียนแทนดวย 0


ตัวอยาง 4.1 กําหนดให ˆ ˆ3 4u i j 
 จงแสดงวา 0u u 

 

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

5. เวกเตอรที่ขนานกัน
นิยาม 5.1 เวกเตอรที่ขนานกัน คือเวกเตอรที่มีทิศทางเดียวกันหรือมีทิศทางตรงขามกัน
ตัวอยาง 5.1 กําหนดให ˆ ˆ4u i j 

 และ ˆ ˆ3v i kj 
 จงหา k ที่ทําให u // v

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 5.2 ถา ABCD เปนสี่เหลี่ยมดานขนานมีพิกัดจุด A เปน  1, 2 และ
ˆ ˆ ˆ ˆ9 4 , 5AB i j AD i j    

 
จงหาพิกัดจุด ,B C และจุด D

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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6. ขนาดของเวกเตอร
นิยาม 6.1 ถา ˆ ˆu ai bj 

 ขนาดของ u เขียนแทนดวย 2 2ˆ ˆu ai bj a b   


ตัวอยาง 6.1 กําหนดให ˆ ˆ3 4u i j 
 จงหา u

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

7. เวกเตอรหนวย (Unit Vector)
นิยาม 7.1 ถา ˆ ˆu ai bj 

 เปนเวกเตอรใด ๆ ที่ไมใชเวกเตอรศูนย
2 2

ˆ ˆu ai bj

u a b







 เปน

เวกเตอรหนวยในทิศทางของ u

ตัวอยาง 7.1 กําหนดให  1,3A  และ  2, 7B  เปนจุดสองจุด จงหาเวกเตอรหนวยในทิศทาง

ของ AB


และ BA


……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

8. ผลคูณเชิงสเกลาร (Scalar Product or Dot Product)
ผลคูณเชิงสเกลาร คือ ขนาดของเงาของเวกเตอรหนึ่งที่ทาบบนเวกเตอรหนึ่งคูณกับขนาดของเวกเตอร

นั้น
นิยาม 8.1 ให ˆ ˆu ai bj 

 และ ˆ ˆv ci dj 
 ผลคูณเชิงสเกลารเขียนแทนดวย u v  นิยาม

โดย u v ac bd  
 หรือ cosu v u v  

  

ตัวอยาง 8.1 กําหนดให 6, 0u 
 และ 5, 5v 

 จงหาu v  และมุมระหวางสองเวกเตอรนี้

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
หมายเหตุ ถา 0u v 

 แลว u v
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9. เวกเตอรภาพฉาย (Vector Projection)
นิยาม 9.1 ให u และ v เปนเวกเตอรใด ๆ ที่ไมใชเวกเตอรศูนย และมีจุด O เปนจุดเริ่มตนรวมกัน

จากจุดปลายของ u ลากตั้งฉากกับ v ที่จุด P จะเรียก OP


วา ภาพฉายของ u บน v เขียนแทนดวย
สัญลักษณ

v
u 
 หรือ

v
proj u

 นิยามโดย

- ภาพฉายเชิงเวกเตอรของ u บน v คือ
2v

u v
u v

v

        



 


- ภาพฉายสเกลารของ u บน v คือ
v

u v
u

v







……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 9.1 กําหนดให 4, 3u 
 และ 5, 0v 

 จงหาภาพฉายของ u บน v

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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เวกเตอรใน 3 มิติ
เวกเตอรในสามมิติสามารถดําเนินการไดเชนเดียวกับเวกเตอรในสองมิติ และมีคุณสมบัติเพิ่มเติมดังนี้

10. ผลคูณเชิงเวกเตอรหรือผลคูณไขว (Vector Product or Cross Product)
นิยาม 10 ให ˆˆ ˆu ai bj ck  

 และ ˆˆ ˆv di ej fk  
 เปนเวกเตอรใด ๆ ในสามมิติ ผลคูณ

เชิงเวกเตอรเขียนแทนดวยสัญลักษณ u v
 นิยามโดย

ˆˆ ˆi j k

u v a b c

d e f

 


ตัวอยาง 10.1 กําหนดให 0, 1, 2u  
 และ 2, 0, 3v 

 จงหา u v
 และ v u

 

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 10.2 กําหนดให 1, 2, 3u 
 และ 2, 3, 4v   

 จงหา v v
  และ u u

 

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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11. เวกเตอรภาพฉาย (Vector Projection)
นิยาม 11 ให u และ v เปนเวกเตอรใด ๆ ที่ไมใชเวกเตอรศูนย และมีจุด O เปนจุดตั้งตนรวมกัน

จุดปลายของ u ลากตั้งฉากกับ v ที่จุด P และเรียกเวกเตอร OP


วา ภาพฉายของ u บน v เขียนแทน
ดวยสัญลักษณ

v
u 


……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 11.1 กําหนดให 1, 2, 3u 
 และ 2, 1, 2v   

 จงหาเวกเตอรภาพฉายของ
u
 บน v และภาพฉายสเกลารของ u บน v

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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12. พื้นที่ (Area)
ให u และ v เปนดานประชิดของสี่เหลี่ยมดานขนานในปริภูมิ 3 มิติ จะไดวา

พื้นที่สี่เหลี่ยมดานขนาน  ฐาน X สูง
sinu v

u v



 




ตัวอยาง 12.1 เวกเตอร u และ v ทํามุมกันเปนมุม
6
 เรเดียน ถาขนาดของ u ยาว 5 หนวย

และขนาด v ยาว 8 หนวย จงหาพื้นที่ของสี่เหลี่ยมดานขนานที่มี u และ v เปนดานประชิดมุม
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 12.2 จงหาพื้นที่สี่เหลี่ยมดานขนานที่มีจุดยอดเปน
     1, 2, 3 , 4, 3, 1 , 5, 7, 3   และ  2, 2, 1

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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13. ปริมาตร (Volume)
ให ,A B
 

และ C


เปนดานของขอบรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานในปริภูมิสามมิติ โดยมีจุดเริ่มตน
เดียวกัน

V  พื้นที่ฐาน X สูง

 
cosA B C

A B C

 

  

  

  

ตัวอยาง 13.1 จงหาปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนานที่มีดานขอบเปนเวกเตอร
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 4 7 11 , 5 9A i j k B i j k C i j k        

  

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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14. งาน (Work)
งานที่ไดจากแรง F


กระทําใหวัตถุเคลื่อนที่ไปในทิศทางของ D


คือ

cos

W F D

F D 

 



 

 

ตัวอยาง 14.1 จงหางานที่เกิดจากแรง ˆ5F k


ที่ทําใหวัตถุเคลื่อนที่ไปตามแนวเสนตรงจากจุด
กําเนิดไปยังจุด  1, 2, 3

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 14.2 จงหางานที่เกิดจากกระทําใหวัตถุเคลื่อนที่ไปในแนวเสนตรงที่เริ่มตนจากจุด

 3, 5, 4P   และสิ้นสุดที่จุด  4, 9, 11Q ดวยแรง 6 2 5 ˆˆ ˆ
7 7 7

F i j k  


……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 14.3 จงหางานที่ไดจากการสไลดลังไม ในการขนสินคาไปในแนวยาว 20 m โดยการดึง
ดวยแรง 10 N ที่แนวแรงทํามุมกับพื้นดิน 60

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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15. การรวมเชิงเสน
ให

1 2 3
, , ,...,

n
v v v v
    เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ และ

1 2 3
, , ,...,

n
c c c c เปนสเกลาร เวกเตอร

1 1 2 2 3 3
,...,

n n
V c v c v c v c v  
     เรียกวา การรวมเชิงเสนของ

1 2 3
, , ,...,

n
v v v v
   

ตัวอยาง 15.1 จงแสดงวา ˆˆ ˆ5 2V i j k  


เปนการรวมเชิงเสนของ
1 2 3
, ,v v v
   เมื่อ

1 2 3
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,v i v i j v i j k     

  

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 15.2 จงพิจารณาวา ˆˆ ˆ2 4V i j k  


เปนการรวมเชิงเสนของ
1 2 3
, ,v v v
   หรือไม เมื่อ

1 2 3
1, 0,1 , 1, 1,2 , 0,1, 1v v v    

  

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
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16. อิสระเชิงเสน
เวกเตอร

1 2 3
, , ,...,

n
v v v v
    เปนอิสระเชิงเสนก็ตอเมื่อ ถา

1 1 2 2 3 3
,..., 0

n n
c v c v c v c v  

    แลว

1 2 3
... 0

n
c c c c    

ตัวอยาง 16.1 จงพิจารณาวา 2,1, 0 , 1,2, 0 และ 0,1, 1 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………

ตัวอยาง 16.2 จงพิจารณาวา 3,2, 5 , 2,6, 1  และ 1,0,2 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………………


