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บทท่ี 3  

ฟงกชันคาเวกเตอร 
 

1. ฟงกชันคาเวกเตอร (Vector – Value Function) 

นิยาม 1.1 กําหนดให ( ), ( ), ( )x x t y y t z z t    เปนสมการอิงตัวแปรเสริม เรียก 

  ( ), ( ), ( )r t x t y t z t  วาฟงกชันคาเวกเตอรหรือฟงกชันเวกเตอร (Vector Function) 

เรียก ( ), ( ), ( )x x t y y t z z t    วาสวนประกอบ (Component Function) ของ ( )r t
  

 
 

ตัวอยาง 1 จงหาฟงกชันคาเวกเตอรจากสมการตอไปนี้ 

 1.1  3 , 2 sin , 3 cos2x t y t z t     เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.2  4 1 26( 1)
2 5

x zy      

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 2 จงหาสมการอิงตัวแปรเสริมของฟงกชันคาเวกเตอรตอไปนี้ 

 2.1  2 3 ˆˆ ˆ( ) 4 ( 1)r t t i t j t k      เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

 2.2  ( ) cos 3 , (1 sin ), 4r t t t t     

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 3 จงเขียนกราฟของฟงกชันคาเวกเตอรตอไปนี้ 

 3.1  ˆ ˆ1 sin ( 1) 2r t t i t j      เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 

 

 

 

 

 

 3.2  ( ) cos , sinr t t t
  เม่ือ 0 t    

 

 

 

 

 

 

 

 3.3  ( ) cos , sin ,r t t t t
  เม่ือ 0 2t    
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2. ลิมิตของฟงกชนัคาเวกเตอร  

ถา ( )r t
 เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ L


 เปนเวกเตอรใด ๆ แลว lim ( )

t a
r t L





 

ก็ตอเมื่อเวกเตอรรัศมี ( )r r t 
 เขาใกล L


 ทั้งขนาดและทิศทางเมื่อ t a   

 
ถา ( ) ( ), ( ), ( )r t x t y t z t

 แลว lim ( ) lim ( ), ( ), ( )
t a t a

r t x t y t z t
 


 

หรือ  lim ( ) lim ( ), lim ( ), lim ( )
t a t a t a t a

r t x t y t z t
   

  

ตัวอยาง 1 จงหาลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอรตอไปนี้ 

 1.1  2

2
lim 2, 3 , 4
t

t t


  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.2  
2

1

1 ˆˆ ˆlim ln
1

t

t

t i t j e k
t

        
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.3  
20

2 sin 1 1lim , ,
t

t t t
t tt t

 


 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.4  
2

2 3 ˆˆ ˆlim 2 1 4
2tt

i j k
t

                          
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 1.5 ถา 1( ) 3, ,r t t
t

  จงหา lim ( )
t

r t



 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.6 ถา 
2 2

sin 1 1( ) , 2 cos ,
ln

tr t
tt t

      
  จงหา lim ( )

t
r t




 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.7 ถา 
2

2 3

2 1( ) , ,
3 1 4 2

t t tr t
t t t


  

  จงหา lim ( )
t

r t



 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.8 ถา     4 416 2 ˆˆ ˆln( ) ln( 5) 9
t

t tr t t t i j k    
 จงหา lim ( )

t
r t




 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.9 ถา 
5 2

9

3 1 2 2 ˆˆ ˆ( )
5 1 2 1

t t

t t

tr t i j k
t t

   
  


 จงหา lim ( )

t
r t




 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 1.10 ถา 
5 6 3ln ˆˆ ˆ( )

6! 2t

t t tr t i j k
t

  
 จงหา lim ( )

t
r t




 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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3. ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร  

นิยาม 3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร ( )r t
 ตอเนือ่งที่ t a  เม่ือสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 

1. ( )r a
  หาคาได 

2. lim ( )
t a

r t


   มีคา 

3. lim ( ) ( )
t a

r t r a


   

และกลาวไดวา ( )r t
 ตอเนื่องบนชวงปด I  ถาฟงกชัน ( )r t

 ตอเนื่องทุกคา t  ที่อยูบนชวง I  

ตัวอยาง 1 จงพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร ณ จุดท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

 1.1  ˆˆ ˆ( ) (3 ) cos2 7r t t i t j k   
 ณ จุดที่ 0t   

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 1.2  
sin( ) , 2 , 3tr t t
t


 ณ จุดที่ 0t   

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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4. อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  

ถา ( )r t
 เปนฟงกชันคาเวกเตอร แลว ( )r t  มีจริงท่ี t  ก็ตอเมื่อทุก ๆ ฟงกชัน สวนประกอบของ 

( )r t
 สามารถหาอนุพันธไดที่ t  โดยที่ฟงกชันสวนประกอบของ ( )r t  คือ อนุพันธของฟงกชันสวนประกอบ

ของ ( )r t
 นั่นคือ ถา ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k  

  แลว ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k     
 

 ตัวอยาง 1 จงหา ( )r t  และ ( )r t  ของฟงกชันคาเวกเตอรที่กําหนดใหตอไปนี้ 

 1.1  3 2 ˆˆ ˆ( ) (4 2 5) sin2 3 tr t t t i t j e k    
  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 1.2  2 3( ) 1 2 , 4 cos , (3 2)r t t t t t     

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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อนุพันธของ Dot product และ Cross product ของฟงกชันคาเวกเตอร 

1. ( )u v u v u v             

2. ( )u v u v u v            

ตัวอยาง 2 ให 2( ) 2 , , 0u t t t  และ ( ) cos , , 1v t t t
 จงแสดงวา 

2.1  ( )u v u v u v            

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

2.2  ( )u v u v u v            

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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5. ปริพันธของฟงกชนัคาเวกเตอร  

ถาฟงกชันคาเวกเตอร ( )r t
 มีปฎิยานุพันธคือ ( )R t


 โดยที่ ( ) ( )R t r t 

 
 เราสามารถใชสัญลักษณ

องอินทิกรัลไมจํากัดเขตของ ( )r t
  ไดดังเชนฟงกชันคาจริง คือ ( ) ( )r t dt R t c 

  เมื่อ c  เปนเวกเตอร

คงที่ ดังนั้นถา ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k  
  แลว 

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )r t dt x t dt i y t dtj z t dtk c       
 

 ตัวอยาง 1 จงหาคาอินทิกรัลของฟงกชันคาเวกเตอรตอไปนี ้

 1.1  2ˆˆ ˆ( ) 4 2 sin2 9r t t i t j t k   
  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 1.2  3( ) 6, cos , 6 tr t t t e
  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 


