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บทที่ 6  

ผลเฉลยเชิงตัวเลขของสมการเชิงอนุพันธสามัญ 

 

พิจารณาปญหาคาเริ่มตนซึ่งกำหนดโดยสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขคาเริ่มตนดังนี้ ( , )dy f x y
dx

  

เมื่อ 0 0( )y x y  ในการหาผลเฉลย ( )y x  ที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขคาเริ่มตน ถาปญหา

นี้มีผลเฉลย ฟงกชัน ( )y y x  จะเปนผลเฉลยที่แมนตรง (exact solution) ของปญหาดังกลาว วิธีการหา 

ผลเฉลยของปญหาคาเริ่มตนโดยวิธีตรงนั้นไดเคยศึกษามาแลว สำหรับวิธีเชิงตัวเลขนั้นจะนำเสนอ วิธีการดงันี้ 

กำหนดจุด 1 2 3, , ,...x x x  และหาคาของ ( ), 1, 2, 3,...iy x i   เปนผลเฉลย กลาวคือ ผลเฉลยจะเปนตัว

เลขซึ่งเปนคาของฟงกชันซึ่งคาที่ไดเปนเพียงคาประมาณเทานั้น ให iy  เปนคาประมาณของ ( )iy x  เม่ือ 

1,2, 3,...i   จากที่กำหนดเงื่อนไขคาเริ่มตน จะได 0 0( )y y x  ลำดับถัดไปจะเปนการหาสูตรที่จะใหคา

ของ 1 2 3, , ,...y y y  ซึ่งในบทนี้ จะนำเสนอเพียง 3 ระเบียบวิธีนั่นคือ ระเบียบวิธีของออยเลอร  และระเบียบ

วิธีของฮวน (Heun’s method) และระเบียบวิธีของรุงเง-คุตตา (Runge-Kutta method) 

 

6.1 ระเบียบวิธีของออยเลอร 

ระเบียบวิธีของออยเลอร (Euler’s method) จัดไดวาเปนวิธีท่ีงายแกความเขาใจมากที่สุดในการแก

สมการเชิงอนุพันธสามัญ ซึ่งอยูในรูปแบบโดยทั่วไปดังนี้ 

( , ) ...................................(1)dy f x y
dx

  

หลักการที่ใชแกสมการเชิงอนุพันธสามัญนี้ เราจะหาคาผลเฉลยโดยประมาณ 1iy  ที่ 1ix   จากผลลัพธ iy  ซึ่ง

รูคาที่ ix  โดยใชคาความชันที่ ix  ดังน้ี   

1

1

..............................(2)i i

i i

y ydy
dx x x









 

โดย 1i ih x x   คือความกวางชวง (Step size) ที่ใชในการคำนวณ ทำการแทนคาของความชันที่ ix  

แทนคาสมการ (2)  ในสมการ (1)จะไดวา 

1

1

1

1

( , )

( , )

( , )

i i
i i

i i

i i
i i

i i i i

y y
f x y

x x
y y

f x y
h
y y f x y h

















 

 

ซึ่งหมายความวา เราสามารถทำการคำนวณโดยเริ่มจากเง่ือนไขคาเริ่มตนของ iy  ที่ ix  แลวคำนวณคา 1iy   

ใหมจากความกวางชวง h  ที่กำหนดให ความเท่ียงตรงของผลเฉลยโดยประมาณนั้นข้ึนอยูกับคา h  ท่ีใชใน

การคำนวณน้ี กลาวคือ ยิ่งใชคา h  มีคานอยเทาใด ก็จะไดผลลัพธท่ีมีความเที่ยงตรงมากยิ่งข้ึนเทานั้น 
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ตัวอยาง 6.1.1 จงใชระเบียบวิธีของออยเลอรในการแกสมการ cosdy y x
dx

  ในชวง 0 3x   ซึ่งมี

เงื่อนไขเริ่มตน (0) 1y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 6.1.2 จงใชระเบียบวิธีของออยเลอรในการแกสมการ 1dy y
dx x

   ในชวง 1 2x   ซึ่งมี

เงื่อนไขเริ่มตน (1) 2y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 6.1.3 จงใชระเบียบวิธีของออยเลอรในการแกสมการ 2y x xy    ในชวง 0 1x   ซึ่งมี

เงื่อนไขเริ่มตน (0) 1y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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6.2 ระเบียบวิธีของฮวน 

ระเบียบวิธีของฮวน (Heun’s method) เปนวิธีที่ดัดแปลงมาจากวิธีของออยเลอรเพื่อกอใหเกิด

ผลลัพธจากการแกสมการเชิงอนุพันธสามัญที่มีความเท่ียงตรงมากยิ่งขึ้น ในวิธีของออยเลอรเราพบวาผลเฉลย

โดยประมาณที่คำนวณไดจะมีความเที่ยงตรงมากขึ้นหากเราลดขนาดชวงความกวาง h  ลง หรือหากเรา

สามารถคำนวณคาความชัน 
dyy
dx

      
 ใหมีความเที่ยงตรงไดมากยิ่งข้ึน คาความชันในวิธีของออยเลอรนั้น

คำนวณที่จุดเริ่มตนของความกวางชวงท่ีตำแหนง ix  นั่นคือ 

( , ) ...................................(1)i i iy f x y   

แลวจึงนำไปใชในการคำนวณคาผลเฉลยโดยประมาณท่ี 1ix   ดังนี้   
*

1 ( , ) ......................(2)i i i iy y f x y h    

หากเรานำคาท่ีไดนี้ไปคำนวณหาคาของความชันที่จุดปลายความกวางชวงท่ี 1ix   เราจะได 
*

1 1( , ) ...........................(3)i i iy f x y 
   

หลักการในวิธีของงฮวนก็คือ เราจะนำคาความชันท่ีจุดเริ่มตนและจุดปลายของความกวางชวงน้ีมาทำการเฉลี่ย

กัน กอใหเกิดคาความชันเฉลี่ยที่ใกลเคียงความเปนจริงมากขึ้น และหากเราใชคาความชันเฉลี่ยนี้ในการคำนวณ

ตั้งแตแรกที่จุดเริ่มตน เราควรจะไดผลลัพธที่จุดปลายของความกวางซึ่งมีคาความเที่ยงตรงมากขึ้นตามไปดวย 

จากสมการ (1)  และ (3)  คาความชันเฉลี่ยคือ 

1

*
11

( , ) ( , )
.......(4)

2 2
ii i ii i

f x y f x yy y
y 

     

ดังน้ัน ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญโดยประมาณที่ตำแหนง 1ix   คือ 

1

*
1

1

( , ) ( , )
.............(5)

2
ii i i

i i

f x y f x y
y y h




   

โดยสรปุวิธีของฮวนประกอบดวย 2 ขั้นตอนคือ ข้ันตอนแรกเปนการทำนายคาโดยประมาณท่ี 1ix  ดัง

แสดงในสมการรที่ (2)  กอใหเกิดผลลัพธ *
1iy   ที่เรียกวาตัวทำนาย (predictor) ผลลัพธที่ไดน้ีจะนำไปใชใน

การคำนวณคาความชันที่ 1ix   คาความชันที่ไดนี้จะนำไปหาคาความชันเฉลี่ยในข้ันตอนที่สองเพ่ือใชในการ

คำนวณผลลัพธ 1iy   ที่เรียกวาตัวแก (corrector) ซึ่งจะมีความเที่ยงตรงสูงขึ้น 

ดังน้ัน อาจกลาวไดวาวาวิธีของฮวนเปนวิธีที่ประกอบไปดวยการคำนวณตัวทำนายและตัวแก 

(predictor – corrector method) ที่มีข้ันตอนดังนี้ 

ตัวทำนาย *
1 ( , )i i i iy y f x y h    

ตัวแก      1

*
1

1

( , ) ( , )

2
ii i i

i i

f x y f x y
y y h
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ตัวอยาง 6.2.1 จงใชระเบียบวิธีของฮวนในการแกสมการ cosdy y x
dx

  ในชวง 0 3x   ซึ่งมีเงื่อนไข

เริ่มตน (0) 1y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 6.2.2 จงใชระเบียบวิธีของออยเลอรในการแกสมการ 1dy y
dx x

   ในชวง 1 2x   ซึ่งมี

เงือ่นไขเริ่มตน (1) 2y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 6.2.3 จงใชระเบียบวิธีของออยเลอรในการแกสมการ 2y x xy    ในชวง 0 1x   ซึ่งมี

เงื่อนไขเริ่มตน (0) 1y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

 



83 

 

6.3 ระเบียบวิธีของออยเลอรที่ปรับปรุงแลว 

ระเบียบวิธีของออยเลอรท่ีปรับปรุงแลว (modified Euler’s method) เปนวิธีที่เกิดขึ้นจากความ

เขาใจในทำนองเดียวกันกับวิธีของฮวน กลาวคือผลลัพธที่คำนวณไดมีความเที่ยงตรงมากขึ้นหากเราสามารถหา

คาความชันที่นำมาใชในการคำนวณไดแมนยำมากยิ่งขึ้น ดังนั้น ในวิธีของออยเลอรท่ีปรบัปรุงแลวนี้จะหาคา

ความชันที่จุดก่ึงกลางของขนาดชวงความกวาง h  แลวจะใชคาความชันนี้เพ่ือการคำนวณหาผลลัพธของชวง

ความกวางท่ีตองการ 

 

เราจะเริ่มจากการใชวิธีออยเลอรเดิมในการคำนวณผลลัพธท่ีจุดก่ึงกลางของความกวางชวง ดังนี้ 

1
2

( , ) ......................(1)
2i i ii

hy y f x y


   

จากนั้นจึงคำนวณหาคาความชันท่ีจุดก่ึงกลางของความกวางชวงนี้ ซึ่งคือ 

1 1 1
2 2 2

( , ) .........................(2)
i i i

y f x y
  
   

แลวจึงใชคาความชันที่จุดก่ึงกลางของความกวางชวงท่ีคำนวณไดเพ่ือหาผลลัพธที่จุดปลายของ 

1 1 1
2 2

, ...........................(3)
2i i i i

hy y f x y  

      
 

ตัวอยาง 6.3.1 จงใชระเบียบวิธีของฮวนในการแกสมการ cosdy y x
dx

  ในชวง 0 3x   ซึ่งมีเงื่อนไข

เริ่มตน (0) 1y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 6.3.2 จงใชระเบียบวิธีของออยเลอรในการแกสมการ 1dy y
dx x

   ในชวง 1 2x   ซึ่งมี

เงื่อนไขเริ่มตน (1) 2y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

 



85 

 

ตัวอยาง 6.3.3 จงใชระเบียบวิธีของออยเลอรในการแกสมการ 2y x xy    ในชวง 0 1x   ซึ่งมี

เงื่อนไขเริ่มตน (0) 1y   โดยใชความกวางชวง 1, 0.5, 0.25h h h     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 


