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บทที่ 5 

สมการกําลังสอง สมการกําลังสาม สมการกําลังสี่ 
 

1 สมการกําลังสอง 

บทนิยาม 1.1 สมการ  2 0ax bx c     เมื่อ x  เปนตัวแปรและ 0, ,a b c  เปนคาคงที่ใด ๆ  

เรียกวา รูปท่ัวไปของสมการกําลังสอง 

ทฤษฎีบท 1.1 สมการ 2 0ax bx c    เม่ือ x  เปนตัวแปรและ 0, ,a b c  เปนคาคงที่ใด ๆ 

จะมีคารากเปน 
2 4

2
b b acx

a
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 1.1 จงหาคารากของสมการ 2 5 4 0x x     

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอยาง 1.2 จงหาคารากของสมการ 26 12 7 0x x     

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอยาง 1.3 จงแกสมการ 2 1 0
4

x     

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
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………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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2 การแกสมการใหอยูในรูปสมการกําลังสอง 

 สมการบางสมการท่ีไมใชสมการกําลังสองแตสามารถจัดรูปสมการใหอยูในรูปของสมการกําลังสองได 

โดยการแทนคาดวยตัวแปรตัวใหม  

 ตัวอยาง 2.1 จงแกสมการ 2 2 2( 3 ) 2( 3 ) 8 0x x x x        

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอยาง 2.2 จงแกสมการ 2 8 0x x      

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

  

ตัวอยาง 2.3 จงแกสมการ 
2

2

4 4 3 0
4

x x
x x
   


   

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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3 สมการกําลังสาม 

สมการพหุนามใน x  ดีกรี 3 จะมีรูปทั่วไปเปน 3 2 0ax bx cx d      เมื่อ x  เปนตัวแปร

และ 0, , ,a b c d  เปนคาคงที่ใด ๆ  เรียกวา รูปท่ัวไปของสมการกําลังสาม 

- การเปลี่ยนรูปพหุนาม 

 กําหนดให 1 2 2
1 2 2 1 0

n n n
n n na x a x a x a x a x a 

       เปนพหุนามดีกรี n   

 ถาแทนคา x y c   ลงในพหุนาม จะไดวา 
1 2 2

1 2 2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n
n n na y c a y c a y c a y c a y c a 

            

1 2 2
1 1 2

1
( ) ...2 1

n n n
n n n n n n

n n
a y na c a y a c a c a y 

  

                               
 

ในที่นี้เราใหความสนใจเฉพาะเทอมของ 1ny   เทานั้น จะพบวาหากเราตองการใหพหุนามใด ๆ ก็ตามที่เปลี่ยน

รูปแลว ทําใหเทอมของ 1ny   หายไป ก็คือทําใหคา 1 0n nna c a     หรือ 1n

n

a
c

na
  นั่นเอง 

 

- การเปลี่ยนรูปพหุนามสําหรับสมการกําลังสอง 

จาก 2 0ax bx c    จะเห็นวา 1

2

2,
2 2
a bn c
a a

     

แทนคา 
2
bx y
a

   ลงใน 2 0ax bx c    จะไดวา 

                                2 0ax bx c    

          
2

0
2 2
b ba y b y c
a a

                  
 

2
2

2
0

24
b b ba y y b y c
a aa

                  
 

        
2 2

2 0
4 2
b bay by by c
a a

       

                               
2

2 0
4
bay c
a

    

                                             
2

2

4
bay c
a

   

                                              
2

2
2

4
4

b acy
a
  

                                               
2 4
2

b acy
a
   

 จาก 
2
bx y
a

   

 จะไดวา 
2 4
2 2

b ac bx
a a
    หรือ 

2 4
2

b b acx
a
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ตัวอยาง 3.1 จงหาคารากของสมการ 2 3 2 0x x    โดยการเปลี่ยนรูปพหุนาม 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอยาง 3.2 จงหาคารากของสมการ 22 5 3 0x x    โดยการเปลี่ยนรูปพหุนาม 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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- การเปลี่ยนรูปพหุนามสําหรับสมการกําลังสาม 

จาก 3 2 0ax bx cx d     จะเห็นวา 2

3

3,
3 3
a bn c
a a

     

แทนคา 
3
bx y
a

   ลงใน 3 2 0ax bx cx d     จะไดวา 

                                
3 2

0
3 3 3
b b ba y b y c y d
a a a

                                
 

2 2 3 2
3 2

2 3 2

2 0
3 33 27 9

by b y b by b ba y b y c y d
a a aa a a

                                  
 

        
2 3 2 3

3 2 2
2 2

2 0
3 3 327 9
b y b b y b bcay by by cy d
a a aa a

           

                                        
2 3

3
2

2 0
3 327
b y b bcay c y d
a aa

                   
 

                                      
2 3

3
2 3 2

2 0
3 27 3

c b y b bc dy y
a aa a a

                   
 

จะเห็นวาสมการเปลี่ยนมาอยูในรูปแบบ 3 0y py q    เม่ือ 
2

23
c b yp
a a

   และ 
3

3 2

2
27 3
b bc dq

aa a
    

 

การหาคารากของสมการกําลังสาม 

- การแกสมการ 3 0y py q    การดาน (Girolamo Cardano) นักพีชคณิตชาวอิตาเลี่ยน ซึ่งมีชีวิตอยู 

ในชวง ค.ศ. 1501 – 1576 เปนผูเสนอกลวิธีในการแกสมการ ดังนี ้

จาก 3 0y py q    เม่ือ 
2

23
c b yp
a a

   และ 
3

3 2

2
27 3
b bc dq

aa a
    

แทนคา y u v   ใน 3 0y py q    จะไดวา 
3( ) ( ) 0u v p u v q      

3 3 ( 3 )( ) 0u v p uv u v q       
เราจะลดความยุงยากของสมการลงโดยการทําใหเทอมที่สามหายไป โดยใชการกําหนดเงื่อนไขทําใหเทอมที่สาม

หายไปนั่นคือเราตองการให 3 0p uv   หรือ 
3
puv    จะไดวา 3 3 0u v q    หรือ 3 3u v q    

หากเราสามารถแกสมการหาคา u  และ v  ออกมาได ก็จะหาคา y  ไดซึ่งถาสังเกตใหดีจะพบวาจากเงื่อนไข  

3
puv    หรือ 

3
3 3 ..............(1)

27
pu v   และ 3 3 ..............(2)u v q    

จาก (1)  และ (2)  ผลคณูของสองจํานวน  3 3u v  ไดคาหนึ่ง และผลบวกของสองจํานวน  3 3u v  ไดคาหนึ่ง 

นี่คือรากคําตอบของสมการกําลังสอง 
3

2 0 ..............(3)
27
pt qt    

จากสมการ (3)  หาคารากสมการได 2 คา ดังนี้ 

2 3
3

2 4 27
q q pu       หรือ 

2 3
3

2 4 27
q q pu      



49 
 

และ 
2 3

3

2 4 27
q q pv      หรือ 

2 3
3

2 4 27
q q pv      

ดังนั้น y u v   

 
2 3 2 3

3 3

2 4 27 2 4 27
q q p q q py          

และจาก 
3
bx y
a

   

2 3 2 3
3 3

2 4 27 2 4 27 3
q q p q q p bx

a
          

 

วิเคราะหรากคําตอบ 

เนื่องจากรากที่ 3  ของจํานวนเชิงซอนมีทั้งหมด 3  คา เราจึงมีคา u  และ v  ที่เปนไปไดอยางละ 3  คา 

นั่นหมายความวาเราจะไดคาของ y  ที่เปนไปได 3 3 คา หรือมีคา x  ที่เปนไปได 9  คา (ใชหรือไม) 

เราไมสามารถเลือกคู u  และ v  ไดอยางอิสระ คาที่เลือกมาตองสอดคลองกับเงื่อนไข 
3
puv    ดวย 

สมมติวา u A  และ v B  เปนคูหนึ่งท่ีทําให 
3
puv AB    

เพ่ือความสะดวกในการเขียนสัญลักษณกําหนดให   เปนคําตอบของสมการ 3 1   โดยที่ 1    

1 3 1 3
,

2 2
i i


           

    มี 2 คา เลือกคาไหนก็ได 

เพราะวาคา u  ที่เปนไปไดทั้งหมดคอื 2, ,A A A   

และคา v  ที่เปนไปไดทั้งหมดคือ 2, ,B B B   

จับคูผลคณู uv  ที่เปนไปไดทั้งหมด จะพบวามีเพียง 3 คาที่แตกตางกันเทานั้นคือ 2, ,AB AB AB   

เนื่องจาก 
3
pAB    เปนจํานวนจริง แต 2,AB AB   เปนจํานวนเชิงซอน คาเหลานี้จึงใชไมได 

(ยกเวนกรณี 0p   ซึ่งเราไมสนใจ เพราะหาคําตอบไดงาย วา 
1
3y q ) 

ดังนั้น คู ,u v  ที่ทําให 
3
puv    จึงเปน 2 2( , ), ( , ), ( , )A B A B A B     เพียง 3 คูเทานั้น คือ 

2 3 2 3
3 3

2

2

2 4 27 2 4 27
q q p q q py

A B
A B
A B

 
 

       

   

 

พิจารณาคาของ 
2 3

4 27
q p  

 คาของ 
2 3

4 27
q p  เรียกวา คาดิสคริมิแนนท (Discriminant) ของสมการกําลังสาม 
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กรณีที่ 1 
2 3

0
4 27
q p    หรือ 3 24 27 0p q   

 จะพบวา 
2 3

3

2 4 27
q q pA      และ 

2 3
3

2 4 27
q q pB       

ดังนั้นจะได 
2 3 2 3

3 3

2 4 27 2 4 27
q q p q q py          เปนคําตอบหนึ่งของสมการ 

สวนรากคําตอบอีกสองคาที่เหลือก็คือ 

   

2

1 3 1 3
2 2

31
2 2

y A B

i i
A B

i
A B A B

  
                        

    

 และ  

   

2

1 3 1 3
2 2

31
2 2

y A B

i i
A B

i
A B A B

  
                        

    

 

จาก 
3
bx y
a

   จะไดวา 

3
bx A B
a

    และ  

   1 3
2 2 3

bx A B i A B
a

       และ  

   1 3
2 2 3

bx A B i A B
a

       

 

กรณีที่ 2 
2 3

0
4 27
q p    หรือ 3 24 27 0p q   

 จาก 
2 3

3

2 4 27
q q pA      และ 

2 3
3

2 4 27
q q pB      

จะพบวา 3

2
qA B    

ดังนั้นจะได  3 3 32
2 2 2
q q qy         

และ  2 32
2
qy A B       

และ  2 32
2
qy A B     

จาก 
3
bx y
a

   จะไดวา 

ดังนั้นจะได  32
2 3
q bx

a
     และ 32

2 3
q bx

a
    และ 32

2 3
q bx

a
   

หมายเหตุ จะเห็นวาคารากจะเปนจํานวนจริงท้ัง 3 คา และมีคารากซ้ําที่ 2    
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กรณีที่ 3 
2 3

0
4 27
q p    หรือ 3 24 27 0p q   

 พิจารณา 
2 3

2 4 27
q q pA i      

 จะพบวา 
2 3

2 4 27
q q pA i

         
 

การหาคารากที่สามของ 
2 3

2 4 27
q q pA i

         
 กระทําไดโดยใชคุณสมบัติทางตรีโกณมิติดังนี้ 

 ให r A  (Modulus of A ) 

จะไดวา 
2 2 3

2

2 4 27
q q pr

                     
 

2 2 3
2

3
2

3
2

4 4 27

27

3 27

q q pr

pr

p ppr

  



         

 

 ถา   เปนอารกิวเมนต (Argument) ของ A  เม่ือ       จะไดวา 

 
272 2cos

2
27

q q
q

r p p p p


 
  

  
    และ  108 108sin

2
27

r p p p p


 
   

  
 

 จาก  cos sinA r i    

 จะได 3 3 cos sin cos sin
3 3 3 3 3

pA r i i                     
 

 เนื่องจาก B  เปนสังยุคของ A  จะไดวา  

3 cos sin
3 3 3
pB i        

 

 เพราะวา 1 3 2 2cos sin
2 2 3 3

i i       

 ดังนั้นคารากของสมการ 3 0y py q    คือ 

3 3 2 cos
3 3
py A B       

และ 3 32 22 cos
3 3 3
py A B   

         
 

และ 3 32 42 cos
3 3 3
py A B   
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ตัวอยาง 3.3 จงหาคารากของสมการ 3 2 2 0x x      

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตวัอยาง 3.4 จงหาคารากของสมการ 3 3 1 0y y      

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
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ตวัอยาง 3.5 จงหาคารากของสมการ 3 9 2 0y y      
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ตวัอยาง 3.6 จงหาคารากของสมการ 3 6 2 0y y      
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4 สมการกําลังสี่ 

กระบวนวิธีการแกสมการกําลังสี่ที่เปนรูปแบบที่สมบูรณ คิดโดยนักคณิตศาสตรชาวอิตาเลี่ยน ชื่อ โลโดวโิก 

เฟอรรารี่ (Lodovico Ferrari) ซึ่งเปนลูกศิษยของการดาน กระบวนวิธีของเฟอรรารี่ กระทําไดดังนี้ 

สมมุติให สมการรูปทั่วไปของสมการกําลังสี่ เปน 4 3 2 0 .........(1)x ax bx cx d      

จากสมการ (1)  แปลงใหอยูในรูป 4 3 2 .........(2)x ax bx cx d      

จากสมการ (2)  บวก 
2

2

4
a x  เขาทั้งสองขางของสมการจะไดสมการใหมเปน 

2 2
4 3 2 2 2

2 2
2 2

.........(2)
4 4

..........(3)
2 4

a ax ax x x bx cx d

a ax x b x cx d

     

                

 

สมการ (1)  และ (3)  เปนสมการที่สมมูลกัน พิจารณาสมการ (3)  ในกรณีตอไปนี้ 

 

กรณีที่ 1 ถา 
2

2

4
a b x cx d
       

 สามารถเขียนในรูปกําลังสองสมบูรณ การหาคารากของสมการ (3)  กระทํา

ไดงายโดยใชความสัมพันธตอไปนี้ 
2 2

2 2

2 4
a ax x b x cx d

                 
 

 

กรณีที่ 2 ถา 
2

2

4
a b x cx d
       

 ไมสามารถเขียนในรูปกําลังสองสมบูรณ กระบวนวิธีของเฟอรรารี่ กระทํา

โดยการบวก 
2

2

2 4
a yy x x

      
 เขาทั้งสองขางของสมการ (3)  สามารถเขียนเปนกําลังสองสมบูรณที่มี y  เปน

ตัวแปรตัวหนึ่ง ซึ่งจะไดสมการเปนดังนี ้
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 4 2 4 4
a a y a y ax x y x x y x x b x cx d

                                              
 

2 2 2
2 2 1 .............(4)

2 2 4 2 4
a y a yx x b y x ay c x d

                                    
 

จากสมการ (4)  จะเห็นวา 
2 2

2 1
4 2 4
a yb y x ay c x d
                     

สามารถเขียนในรูป  2ex f  ได 

เมื่อ ,e f  เปนคาคงที่ หรือ ถากําหนดให 
2

,
4 2
a aA b y B y c      และ 

2

4
yC d   จะไดวา 

 22 ..............(5)Ax Bx C ex f      

และ 2 4 0 ..............(6)B AC   

จากสมการ (5)  ไดความสัมพันธวา 2, 2A e B ef   และ 2 ...........(7)C f  

พิจารณาสมการ (6)  

- ถา 0A   และ 0C   จะไดวา 0B   ซึ่งก็จะไดวา 0e f   
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- ถา 0A  หรือ 0B   หาคา e  และ f  ไดดังนี้ 

ก. ถา 0A  จะไดวา e A  และ 
2
Bf
e

  

ข. ถา 0C   จะไดวา 2 0f C   

เนื่องจากพจนทางดานขวามือของสมการ (2)  สามารถเขียนในรูป  2ex f  หรือ 

 
2 2 22 1
4 2 4
a yb y x ay c x d ex f
                       

 

ดังนั้นคา y  ที่จะนําไปใชแกสมการกําลังสี่ 4 3 2 0x ax bx cx d      ตามกระบวนวิธีของ     

เฟอรรารี่ จะตองสอดคลองกับสมการ 
2 2 2

4 0
2 4 4
a a yy c b y d

                           
 หรือ 

2 2 2

4
2 4 4
a a yy c b y d

                          
 หรือ 

 3 2 2 24 4 0 ..........( )y by ac d y bd a d c         

 สมการ ( )  เรียกวา สมการชวยแกสมการกําลังสี่ เมื่อเลือกคา ,e f  และ หาคา y  จากสมการ ( )  ไดแลว 

สามารถนําไปแกสมการกําลังสี่ จากสมการ 

 
2 2 22 1
4 2 4
a yb y x ay c x d ex f
                       

  หรือ สมการ 

 
2

22 1
2 2
ax x y ex f

        
  ซึ่งแยกเปนสมการกําลังสองไดสองสมการดังนี้ 

2

2

1
2 2 .................(J)

1
2 2

ax x y ex f

ax x y ex f

         

 

 สมการ (J)  ดําเนินการแกสมการกําลังสองทั้งสองสมการ จะไดคารากของสมการกําลังสี่ ซึ่งจะไดคา x

จํานวน 4 คา ที่เปนคารากของสมการ 4 3 2 0x ax bx cx d      
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ตัวอยาง 4.1 จงหาคารากของสมการ 4 4 1 0x x      
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ตัวอยาง 4.2 จงหาคารากของสมการ 4 28 4 3 0x x x       
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