
บทท่ี  2 
การพิสูจน์เบือ้งต้น 

 
ในเรื่องน้ีจะพิจารณาสับเซตของ R  ซึ่งใช้เป็นพื้นฐานในวิธีการพิสูจน์ ที่เรียกว่า  “การอุปนัย

เชิงคณิตศาสตร์ (mathematical induction)”สับเซตน้ีคือเซตของจ านวนเต็มบวกก่อนที่จะพิจารณา
ถึงสับเซตน้ี จะเริ่มด้วยบทนิยามของเซตเชิงอุปนัย  (inductive set)   

 
2.1   จ านวนเต็มบวก 
บทนิยาม 2.1.1  ก าหนดให้ S เป็นสับเซตของ R    S จะเป็นเซตเชิงอุปนัยก็ต่อเมื่อ S มีคุณสมบัติ  
2  ประการดังต่อไปน้ี 

(1)  1 ∈  S  

และ (2)   ถ้า  n ∈  S   จะได้ว่า    n +  1 ∈  S 

 
ตัวอย่าง 2.1.1  จงพิสูจน์ว่า  R  เป็นเซตเชิงอุปนัย 
วิธีท า (1)   1 ∈  R  โดยสัจพจน์ 8   

(2) จาก  n ∈ R  เน่ืองจาก  1 ∈  R  ดังน้ันโดยสมบัติปิดของการบวก n + 1 ∈  R 

ดังน้ัน R  เป็นเซตเชิงอุปนัย 

 
ตัวอย่าง 2.1.2  จงพิสูจน์ว่า  R+  เป็นเซตเชิงอุปนัย 
วิธีท า (1)  1 ∈  R+  โดยทฤษฎีบท 1.2.3 

(2)  จาก  n ∈  R+ เน่ืองจาก 1 ∈  R+ ดังน้ันโดยสัจพจน์ 13  จะได้ว่า  n + 1 ∈  R+ 
เพราะฉะน้ัน  R+ เป็นเซตเชิงอุปนัย 
  
ทฤษฎีบท 2.1.1  วิธีพิสูจน์โดยการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ 
  ส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  แต่ละตัว  P(n)  เป็นประพจน์ 
      ถ้า (1)  P(1)  เป็นจริง 
     และ    (2)  ส าหรับจ านวนเต็มบวก k  ทุกตัว ถ้า P(k) เป็นจริง แล้ว P(k +  1) เป็นจริง 
       จะสรุปได้ว่า P(n) เป็นจริงส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  ทุกตัว 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
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ตัวอย่าง 2.1.3  ส าหรับจ านวนเต็มบวก n ทุกตัว จงพิสูจน์ว่า 
  1 +  3 +  5 +  … + (2n –  1)   =   n2 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
ตัวอย่าง 2.1.4   ส าหรับจ านวนเต็มบวก n  ทุกตัว จงพิสูจน์ว่า 

              12 +  22 + 32 + … + n2    =    
1

6
 n(n + 1)(2n + 1) 

…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
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ทฤษฎีบท 2.1.2  ส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  แต่ละตัว  P(n)  เป็นประพจน์ ให้  k  เป็นจ านวนเต็ม
บวกที่ก าหนดให้ 

ถ้า   (1)   P(k)  เป็นจริง 
และ (2)   ส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  ทุกตัวที่  n ≥  k   ถ้า  P(n)  เป็นจริงแล้ว     

P(n + 1)  เป็นจริงด้วย 
จะสรุปได้ว่า  P(n)  เป็นจริงส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  ทุกตัว  ซึ่ง  n  ≥  k    

 
ตัวอย่าง 2.1.5  ให้  n  เป็นจ านวนจุดที่ก าหนดให้บนระนาบ โดยที่ไม่มีจุด 3 จุดใดอยู่บนเส้นตรง
เส้นเดียวกัน  จงพิสูจน์ว่าส าหรับจ านวนเต็มบวก  n   ที่  n ≥ 2  จ านวนเส้นตรงที่เกิดจากจุดเหล่าน้ี

เท่ากับ  
n(n−1)

2
 

…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
ตัวอย่าง 2.1.6  ให้ a เป็นจ านวนจริงบวกจงพิสูจน์ว่า  an > 0 ส าหรับจ านวนเต็มบวก n ทุกตัว 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
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ตัวอย่าง 2.1.7  ถ้า  x  เป็นจ านวนจริงซึ่ง  x > −1   ส าหรับจ านวนเต็มบวก  x ≠ 0  จะได้ว่า 
(1 + x)n  >  1 + nx   ส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  ทุกตัวที่  n ≥ 2 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
ตัวอย่าง 2.1.8  ให้ n! = n(n − 1) … (2)(1) จงพิสูจน์ว่า  nn > n!  ส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  
ทุกตัวที่  n ≥ 2    
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
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แบบฝึกหัด 2.1 
1.  จงพิสูจน์ข้อความต่อไปน้ีว่าเป็นจริงส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  ทุกตัว 

(1)  1 + 2 + 3+. . . + n   =    
 n (n+1)

2
 

(2)  2 + 4 + 6 + ⋯ + 2n  =    n (n + 1) 

(3)  (1)(2) + (2)(3) + (3)(4)+. . . +n(n + 1)   =     
 n (n+1)(n+2)

3
 

(4)  (3)(6) + (6)(9) + (9)(12)  + ⋯ + 3n(3n + 3)    =   3n(n + 1)(n + 2) 

(5)  13 + 23 + 33 +  … + n3  =   
1 

4
n2(n + 1)2 

(6)   1 − 22 + 32 − 42 + ⋯ + (−1)n−1n2 =   (−1)n−1 
n  (n+1)

2
 

(7)  12 + 32 + 52 + ⋯ +  (2n − 1)2 =  
n  (2n−1)(2n+1)

3
 

(8)  1 + x + x2 + ⋯ + xn   =    
xn+1 −1

x−1
  ,     x ≠  1 

(9)  (1)(2)(3) + (2)(3)(4 ) + …  n (n + 1)(n + 2)  =  
 n (n+1)(n+2)(n+3)

4
 

(10)  1 +
1 

4
 +

1 

9
+. . . +

1

n2   ≤   2 −  
1 

n
 

(11)   
12

(1)(3)
+

22

(2)(5)
+. . . +  

n2

(2n−1)(2n+1)
     =    

n  (n+1)

2(2n+1)
 

(12)    
1

(1)(4)
+

1

(4)(7)
+

1

(7)(10)
+. . . + 

1

(3n−2)(3n+1) 
    =    

n  

3n+1
 

(13)   (1)(2) + (2)22 + (3)23+. . . +(n)2n   =   (n − 1)2n+1 + 2 
 

2.  จงพิสูจน์ว่า  n!  >  2n  ส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  ทุกตัวที่  n ≥ 4 
3.  ให้  a  และ  b  เป็นจ านวนจริงบวก และ  n  เป็นจ านวนเต็มบวก 
    จงพิสูจน์ว่า (1)  a =  b   ก็ต่อเมื่อ  an = bn 
                 (2)  a <  b    ก็ต่อเมื่อ  an < bn 
4.  ให้ m เป็นจ านวนเต็มบวกซึ่ง m ≠  1  จงพิสูจน์ว่า  mn >  n  ส าหรับจ านวนเต็มบวก n ทุกตัว 
    ข้อเสนอแนะ  ให้ใช้  m ≠ 1  จะได้ว่า  m ≥ 2 
5.  จงพิสูจน์สมมุติ “จ านวนเต็มบวกทุกจ านวนจะเท่ากับจ านวนเต็มบวกถัดไป” วิธีท าต่อไปน้ีผิด
ตรงไหน 
วิธีท า ให้  P(n)  แทนข้อความ “ถ้า  n  เป็นจ านวนเต็มบวกแล้ว  n =  n +  1” 
         สมมุติว่า  p(k)   เป็นจริง 

น่ันคือ   k =   k +  1 
จะพิสูจน์   P(k +  1)  เป็นจริง 
เน่ืองจาก  จากสมมุติฐาน  k  =   k +  1 

    บวก  1  เข้าทั้งสองข้าง   k +  1 =  ( k + 1 )  +  1 
    ดังน้ัน   P(k +  1)  เป็นจริง 
           เพราะฉะน้ันโดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์  P(n)  เป็นจริง  น่ันคือ “จ านวนเต็มบวก
ทุกจ านวนจะเท่ากับจ านวนเต็มบวกถัดไป” 
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2.2 จ านวนเต็ม 

นิยาม  2.2.1 จ านวนจริง   x   จะเป็นจ านวนเต็มก็ต่อเมื่อ 
(1) x ∈  Z+ 

หรือ     (2)    x =  0 
หรือ     (3)   − x ∈  Z+ 
เขียน  Z  แทนเซตของจ านวนเต็ม และถ้า  − x ∈  Z+  เรียก  x  ว่าจ านวนเต็มลบ 

 
ทฤษฎีบท 2.2.1  ถ้า  m ∈  Z    และ   n ∈  Z  จะได้ว่า   m + n ∈  Z 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
ทฤษฎีบท 2.2.2  ถ้า  m ∈  Z    และ   n ∈  Z  จะได้ว่า   mn ∈  Z 

…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
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ตัวอย่าง 2.2.1  มีจ านวนเต็ม m  และจ านวนเต็มซึ่งไม่เท่ากับศูนย์  n   ซึ่ง   
m

n
   ไมใ่ช่จ านวนเต็ม 

…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
บทนิยาม 2.2.2  จ านวนเต็ม  b  ซึ่งไม่เท่ากับศูนย์  จะหารจ านวนเต็ม  a  ลงตัวก็ต่อเมื่อมีจ านวน
เต็ม  c  ซึ่ง  a  =   bc 
 ถ้า  b  หาร  a  ลงตัว  เรียก b ว่าตัวหาร (divisor)  หรือตัวประกอบ  (factor)  ของ  a  
และเรียก  a  ว่าพหุคูณ  (multiple)  ของ  b 

เขียน  b | a  แทน  b  หาร  a  ลงตัว 
 
ตังอย่าง 2.2.2              5 | 40    เพราะ   40     =   (5) (8) 
                             −7 | 14    เพราะ   14     =   (−7) (−2) 
             −13 | − 52    เพราะ   −52  =   (−13) (4) 

ส าหรับจ านวนเต็ม  a  ทุกตัว  1 | a      และ   − 1 | a  
ส าหรับจ านวนเต็ม  b  ทุกตัวที่ไม่เท่ากับศูนย์  b | 0 ,  b | b  และ  −b | b 

 
ทฤษฎีบท 2.2.3  ถ้า  a , b  และ c  เป็นจ านวนเต็มซึ่ง  a | b  และ  b | c   จะได้ว่า a | c 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
ทฤษฎีบท 2.2.4  ถ้า  a  และ  b  เป็นจ านวนเต็มบวกซึ่ง  a | b  จะได้ว่า  b ≤  a 

…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
………………………………………………………………………………………………………………... 
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ทฤษฎีบท 2.2.5  ถ้า  a , b  และ  c  เป็นจ านวนเต็มซึ่ง  a | b  และ  a | c  จะได้ว่า       
a | (bm +  cn) ส าหรับจ านวนเต็ม  m  และ  n  ทุกตัว 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
ตัวอย่าง 2.2.3  จงพิสูจน์ว่า  7  หาร  23n − 1   ลงตัว ส าหรับจ านวนเต็มบวก n ทุกตัว 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
บทนิยาม 2.2.3  ก าหนดให้  a  และ  b  เป็นจ านวนเต็มซึ่งอย่างน้อยหน่ึงต้องไม่เท่ากับศูนย์ d จะ
เป็นตัวหารร่วมมาก  (greatest common divisor)  ก็ต่อเมื่อ  d  เป็นจ านวนเต็มบวกซึ่ง 

(1)  d | a  และ  d | b 

และ     (2)   ถ้า  c  เป็นจ านวนเต็มบวกซึ่ง  c | a  และ  c | b  แล้ว  c | d 
เขียน  (a, b)  แทนตัวหารร่วมมากของ  a  และ  b 

 
ข้อสังเกต  เราใช้สัญลักษณ์ (a, b) แทนทั้งช่วงเปิดซึ่งหมายถึงจ านวนจริงทุกจ านวน ที่อยู่ระหว่าง  
a  และ  b  ตัวหารร่วมมากของ  a  และ  b  โดยทั่วไปแล้ว  จากข้อความที่เขียนจะท าให้เข้าใจแจ่ม
ชัดว่าขณะน้ันสัญลักษณ์น้ีแทนอะไร ในกรณีที่อาจมีปัญหาให้ระบุไว้ว่าเป็นช่วงเปิด (a, b) หรือหาร
ร่วมมาก (a, b) 

 
ตัวอย่าง 2.2.4    5  =   (10, −15) 

                                                14  =   (28, 42) 
   1  =   (7, 59) 
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บทนิยาม 2.2.4  ก าหนดให้ a และ b เป็นจ านวนเต็มซึ่งต่างก็ไม่เท่ากับศูนย์  t  จะเป็นตัว
คูณร่วมน้อย  (least  common  multiple) ของ  a  และ  b  ก็ต่อเมื่อ  t   เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่ง 

(1)  a | t  และ  b |  t 
และ    (2)   ถ้า  c  เป็นจ านวนเต็มบวกซึ่ง  a | c  และ  b |  c   แล้ว   t | c 

เขียน  [a, b]  แทนตัวคูณร่วมน้อยของจ านวนเต็ม  a  และ  b 
 
ตัวอย่าง 2.2.5    36 = [4, 18] 
 
บทนิยาม 2.2.5  ถ้า  p  เป็นจ านวนเต็มซึ่งไม่เท่ากับศูนย์  p เป็นจ านวนเฉพาะก็ต่อเมื่อ 
p ≠  1 , p ≠  −1   และไม่เป็นจ านวนเต็มอื่นใดที่หาร  p  ลงตัวนอกจาก  1 , −1 , p  และ −p 
 
ตัวอย่าง 2.2.6    2, 3, 5, 7, 11  และ  −13  ต่างก็เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
ทฤษฎีบท 2.2.6  (Euclid : Book  IX ,  Proposition  20)  จ านวนเฉพาะที่เป็นบวกมีจ านวนไม่
จ ากัด 
พิสูจน์ สมมุติว่ามีจ านวนเฉพาะที่เป็นบวกเพียง  n  ตัวคือ  p1 ,  p2 , … , pn   

พิจารณาจ านวนเต็มบวก  P  =   (p1  p2   … pn)   +   1 
P  มีค่ามากกว่าจ านวนเฉพาะ  pi, i = 1, 2, … , n   ทุกตัว และ  pi    แต่ละตัวหาร  P  ไม่

ลงตัว  เพราะถ้า  pi   บางตัวหาร  P  ลงตัว  pi   จะต้องหาร 1  ลงตัวด้วย ซึ่งเป็นไปไม่ได้  เพราะ  
pi ≥ 2 

ดังน้ัน  P  เป็นจ านวนเฉพาะซึ่งมากกว่าจ านวนเฉพาะ  pi , i =  1 , 2 , … , n  ทุกตัว ขัด
กับสมมุติฐาน เพราะฉะน้ัน จ านวนเฉพาะที่เป็นบวกมีจ านวนไม่จ ากัด 
 
บทนิยาม 2.2.6  จ านวนคู่คือจ านวนเต็มที่สามารถเขียนอยู่ในรูป 2n  โดยที่  n  เป็นจ านวนเต็ม 
     จ านวนค่ีคือจ านวนเต็มที่สามารถเขียนอยู่ในรูป 2n + 1 โดยที่ n เป็นจ านวนเต็ม 
 

ตัวอย่าง 2.2.7  เน่ืองจาก 0 =  2(0)  โดยที่ 0 เป็นจ านวนเต็ม ดังน้ัน 0 จึงเป็นจ านวนคู่ 
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แบบฝกึหัด 2.2 
1.  ส าหรับจ านวนเต็มบวก n  ทุกตวั จงพิสูจน์ว่า 

(1)  3  หาร   22n − 1   ลงตัว 
(2)  3  หาร   n3 − n    ลงตัว 
(3)  x –  y  หาร   xn − yn  ลงตัว 

2.  จงพิสูจน์ว่า 
(1)  จ านวนเต็มทุกตัวต้องเป็นจ านวนคู่หรือจ านวนค่ี 
(2)  ผลบวกของจ านวนค่ีกับจ านวนค่ีเป็นจ านวนคู่ 
(3)  ผลบวกของจ านวนคู่กับจ านวนคู่เป็นจ านวนคู่ 
(4)  ผลบวกของจ านวนคู่กับจ านวนค่ีเป็นจ านวนค่ี 
(5)  จ านวนเต็มแต่ละตัวไม่สามารถเป็นทั้งจ านวนคู่และจ านวนค่ี 
(6)  ผลคูณของจ านวนคู่กับจ านวนคู่เป็นจ านวนคู่ 
(7)  ผลคูณของจ านวนคู่กับจ านวนค่ีเป็นจ านวนคู่ 
(8)  ผลคูณของจ านวนค่ีกับจ านวนค่ีเป็นจ านวนค่ี 
(9)  ถ้า  a  เป็นจ านวนคู่แล้ว  a2  เป็นจ านวนคู่ด้วย 

3.  จงหาตัวหารของ  105 
4.  จงหาตัวหารร่วมมาก และ ตัวคูณร่วมน้อยของ 

(1)  18   และ   24   
(2)  28   และ  42   
(3)  26   และ   −118   
(4)  78   และ  −42   
(5)  5     และ   6  
(6)  9935 และ   −796 
(7)  918 และ   0 

(8)  1 และ   −12 
(9)  −10 และ   −15 

5.  จงหาจ านวนเฉพาะที่เป็นบวกทุกตัวที่น้อยกว่า  50 
6.  คุณสมบัติของสัจพจน์ 1-14 ข้อใดบ้างที่ระบบจ านวนเต็มไม่มี 
7.  เมื่อเขียน  876  เราหมายถึง  (8 × 102) + (7 × 10) + 6  ในกรณีทั่วไปเมื่อเขียน 
an an−1 … a1 a0   เมื่อ   0 ≤ ai ≤ 9   เราหมายถึง 
   (an × 10n) + (an−1 × 10n−1) + ⋯ + (a1 × 10) + a0   จงพิสูจน์ว่า    

(1)  2  จะหาร  an an−1 … a1 a0  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  a0  เป็นจ านวนคู่ 
(2)  3  จะหาร  an an−1 … a1 a0  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  3  หาร  an + an−1+. . . + a1 + a0  

ลงตัว 
(3)  4  จะหาร  an an−1 … a1 a0  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  4  หาร  a1a0  ลงตัว 
(4)  5  จะหาร  an an−1 … a1 a0  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  a0 เท่ากับ  0  หรือ  5 
(5)  8  จะหาร  an an−1 … a1 a0  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  8  หาร  a2 a1 a0   ลงตัว 
(6)  9  จะหาร  an an−1 … a1 a0  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  9  หาร  an + an−1+. . . + a1 + a0   

ลงตัว 
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(7) 11  จะหาร  an an−1 … a1 a0  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  11  หาร  (−1)nan +

(−1)n−1 an−1+. . . + a2 − a1 + a0  ลงตัว 
(8)  12  จะหาร  an an−1 … a1 a0  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  4  หาร  a1 a0  ลงตัว  และ 3 หาร 

an + an−1 … a1 + a0   ลงตัว 
8.  จ านวนเต็มบวกจ านวนหน่ึงมี  3  ต าแหน่งหารด้วย 72 ลงตัว หลักพัน หลักร้อย และหลักสิบเป็น 
6, 7  และ  9  ตามล าดับ หลักหมื่นและหลักหน่วยเป็นเท่าใด 
9.  จงเขียนตัวเลขในช่องว่าง           ซึ่งท าให้การคูณต่อไปน้ีเป็นจริง 
 
                          
                                        × 
               2 
                      

                              2                    8 
                         

                                      2     8 
        

       8     2    8 
                                              
10.  ก าหนดให้  x, y  และ z  เป็นจ านวนค่ีที่เรียงต่อกันโดยที่  x < y < 𝑧  ถ้าผลบวกของ  x, y  

และ z น้อยกว่า 57 แล้วจงหาค่าของ  x  ที่มากที่สุด ซึ่งท าให้ผลบวกของจ านวนทั้งสามดังกล่าว มี
ค่ามากที่สุด 
11.  จ านวนเต็มบวกจ านวนหน่ึงมี  4  ต าแหน่ง หารด้วย  90  ลงตัว ถ้าหลักพันและหลักร้อยเป็น 2 
และ 1  ตามล าดับ หลักสิบเท่ากับเท่าใด 
12.  จ านวนเต็มบวกจ านวนหน่ึงมี  4  ต าแหน่ง หารด้วย  55  ลงตัว ถ้าหลักหมื่นและหลักร้อยเป็น 
3 และ 4  ตามล าดับ หลักพันเท่ากับเท่าใด 
13.  จ านวนเต็มบวกจ านวนหน่ึงมี  5  ต าแหน่ง หารด้วย  36  ลงตัว ให้หลักพัน หลักร้อย และ หลัก
สิบคือ  5, 3  และ 1 ตามล าดับ ถ้าหลักหมื่นน้อยกว่า  6  หลักหน่วยจะเป็นเท่าใด 

14.  จ านวนเต็มบวกจ านวนหน่ึงมี  5  ต าแหน่ง หารด้วย  24  ลงตัว ให้หลักพัน หลักร้อย และ หลัก
สิบคือ  8, 2  และ 1 ตามล าดับ ถ้าหลักหมื่นมากกว่า 4  หลักหน่วยจะเป็นเท่าใด 
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2.3 จ านวนตรรกยะและจ านวนอตรรกยะ 
 
บทนิยาม 2.3.1  จ านวนจริง  a  จะเป็นจ านวนตรรกยะ ก็ต่อเมื่อ มีจ านวนเต็ม  m  และ n, n ≠

0  โดยที่  a =  
m

n
 

เขียน  Q  แทนเซตของจ านวนตรรกยะ 
 
ข้อสังเกต  เน่ืองจากส าหรับจ านวนเต็ม m ทุกตัว m =  m

1
  ดังน้ันจ านวนเต็มทุกตัวเป็นจ านวน

ตรรกยะ เพราะฉะน้ัน  Q  ไม่ใช่เซตว่าง 
 
ทฤษฎีบท 2.3.1  Q  กับการบวกและการคูณเป็นฟิลด์อันดับ 
พิสูจน์ (1)  ส าหรับจ านวนตรรกยะ  

p

q
 และ  

r

S
  ทุกตัว p, q, r, S ∈  Z  และ q ≠  0, S ≠  0  

          
p

q
   +   

r

S
   =   

ps+rq

qs
 

เน่ืองจาก  ps +  rq  เป็นจ านวนเต็ม และ qs  เป็นจ านวนเต็มซึ่งไม่เท่ากับศูนย์ 

ดังน้ัน  
ps+rq

qs
   เป็นจ านวนตรรกยะ เพราะฉะน้ัน  Q  มีสมบัติปิดของการบวก 

(2)  สมบัติการเปลี่ยนกลุ่มของการบวกเป็นจริงเพราะ  Q ⊂  R  

(3)  0 =   
0

1
   เป็นเอกลักษณ์ของการบวก 

(4)  ถ้า  
m

n
  เป็นจ านวนตรรกยะ จะได้ว่า  −

m
n

  =  
−m

n
   เป็นอินเวอร์สการบวกของ  

m

n
 

(5)  สมบัติการสลับที่ของการบวกเป็นจริง เพราะ  Q ⊂  R 
(6)  ส าหรับจ านวนตรรกยะ  

p

q
  และ  

r

S
  ทุกตัว p, q, r, S ∈  Z  และ q ≠  0, S ≠  0  

จะได้ว่า 
p

q
∙

r

s
  =  

ps

qs
  โดยที่ pr เป็นจ านวนเต็มและ qs  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เท่ากับศูนย์ ดังน้ัน  

pr

qs
  เป็นจ านวนตรรกยะ เพราะฉะน้ัน  Q  มีสมบัติปิดการคูณ 

(7)  สมบัติการเปลี่ยนกลุ่มเป็นจริง เพราะ Q ⊂  R 

(8)  1 =  
1

1
   เป็นเอกลักษณ์ของการคูณ 

(9)  ถ้า   
m

n
   เป็นจ านวนตรรกยะซึ่งไม่เท่ากับ 0   m, n ∈  Z   m ≠  0, n ≠  0  จะได้

ว่า   (
m

n
)−1  =   

n

m
   เป็นอินเวอร์สการคูณของ  

m

n
 

(10)  สมบัติการสลับที่ของการคูณเป็นจริง เพราะ  Q ⊂  R 
(11)  สมบัติการแจกแจงเป็นจริง เพราะ  Q ⊂  R  
(12)  ให้  Q + =  Q ∩  R+ 

ส าหรับจ านวนตรรกยะ  a  ทุกตัวจ ะได้ว่า สมบัติต่อไปน้ีเป็นจริงเพียงข้อเดียวเท่าน้ัน 
(i) a ∈  R+ 
(ii) a =  0 

(iii) −a ∈  R+ 
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ดังน้ันสมบัติในข้อน้ีจะเป็นจริงเพียงข้อเดียวเท่าน้ัน 
(i) a ∈ Q + 
(ii) a =  0 

(iii) −a ∈ Q + 
(13)  ถ้า  a ∈  Q +  และ  b ∈  Q + จะได้ว่า a Q , b ∈ Q , a ∈  R+ และ b ∈ R+   
เน่ืองจากสมบัติปิดของการบวกเป็นจริงส าหรับ Q  และ  R+ 

ดังน้ัน  a + b ∈ Q  และ  a + b ∈  R+  เพราะฉะน้ัน  a + b ∈  Q ∩  R+    
ดังน้ัน  a + b ∈  Q+  

(14)  ถ้า a ∈  Q + และ  b ∈  Q + สามารถพิสูจน์ในท านองเดียวกันกับตอน  (13)  ว่า 
ab ∈ Q + 
ข้อสังเกต  ถ้า   

a

b
   เป็นจ านวนตรรกยะ  a , b ∈  Z  , b ≠  0  และ  m  เป็นจ านวนเต็มซึ่งไม่

เท่ากับศูนย์  
ma

mb
  =   

a

b
   ดังน้ันเราสามารถเขียนจ านวนตรรกยะแต่ละตัวในรูปเศษส่วนได้หลายวิธี 

ทฤษฎีบท 2.3.2  มีจ านวนตรรกยะระหว่างจ านวนตรรกยะ 2  จ านวน 
พิสูจน์ ให้  r  และ  s  เป็นจ านวนตรรกยะซึ่ง  r <  S 

 เน่ืองจาก  r <  
r+S

2
  <  S  และ   

r+S

2
   เป็นจ านวนตรรกยะ   

r+S

2
   จึงเป็นจ านวนที่

สอดคล้องกับที่ต้องการ   
บทนิยาม 2.3.2  เรียกจ านวนจริงที่ไม่ใช่จ านวนตรรกยะว่าจ านวนอตรรกยะ 
ทฤษฎีบท 2.3.3  ก าหนดให้  a  เป็นจ านวนเต็ม ถ้า a2  เป็นจ านวนคู่  จะได้ว่า  a  เป็นจ านวนคู่         
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
 
ทฤษฎีบท 2.3.4  ถ้ามีจ านวนจริง  t  ซึ่ง  t2 = 2    จะได้ว่า  t  เป็นจ านวนอตรรกยะ 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
…………………………………………………………………….…………………………………………... 
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แบบฝกึหัด 2.3 
1.  จงพิสูจน์ว่า 

(1)  ผลบวกของจ านวนตรรกยะและจ านวนอตรรกยะเป็นจ านวนอตรรกยะ 
(2)  ผลคูณของจ านวนอตรรกยะและจ านวนตรรกยะที่ไม่เท่ากับศูนย์เป็นจ านวนอตรรกยะ 

2.  ระบบจ านวนตรรกยะและระบบจ านวนเต็มมีสมบัติใดบ้างที่แตกต่างกัน 
3.  เซตของจ านวนอตรรกยะกับการบวกและการคูณมีสมบัติปิดหรือไม่ เพราะเหตุใด 
4.  ถ้ามีจ านวนจริง  t  ซึ่ง  t3 = 2  จงพิสูจน์ว่า  t  เป็นจ านวนอตรรกยะ 
 

 
 

 
 


