
บทที่  4 
ทฤษฎีจ ำนวนเบื้องต้น 

 
 ทฤษฎีจ ำนวนเป็นวิชำที่ศึกษำเกี่ยวกับจ ำนวนเต็มและสมบัติต่ำง ๆ ของจ ำนวนเต็ม  ซึ่งสมบัติ
ดังกล่ำวมีจ ำนวนมำกมำยและลึกซึ้ง แต่ในทีน่ี้ จะศึกษำเพียงเรื่อง  กำรหำรลงตัว  ขั้นตอนวิธีกำรหำร  
ตัวหำรร่วมมำก  ตัวคูณร่วมน้อย  จ ำนวนเฉพำะ และคอนกรูเอินซ์ 
 

4.1   ขั้นตอนวิธีของยุคลิด 
ทฤษฎีบท 4.1.1  ถ้ำ  a   และ  b  เป็นจ ำนวนเต็มโดยที่  b ≠  0  จะมีจ ำนวนเต็ม  q   และ  r  
เพียงคู่เดียวเท่ำนั้นซึ่ง  a =  qb + r  และ  0 ≤  r <  | b | 

พิสูจน์  ตอนแรกจะพิสูจน์ว่ำ มีจ ำนวนเต็ม  q  และ  r  ซ่ึง  a =  qb + r  และ 0 ≤  r <  | b | 

       พิจำรณำเซต  S  โดยที่   S =  {a − xb | x ∈ Z   และ   a − xb ≥  0} 
            ถ้ำ       b  >   0 
         จะได้ว่ำ      b  ≥   1    เพรำะ  b   เป็นจ ำนวนเต็ม 
      ดังนั้น     −| a | b  ≤   − | a |   ≤  a   
      เพรำะฉะนั้น     a − (−| a | b)   ≥  0 
                  ถ้ำ   b  <   0 
          จะได้ว่ำ  b  ≤  −1 
          ดังนั้น           | a | b  ≤  −| a |    ≤  a 
          เพรำะฉะนั้น     a − ( | a | b )   ≥  0 
    ดังนั้น             S ≠  ∅ 
        ถ้ำ   0 ∈  S  จะได้ว่ำ  0  เป็นสมำชิกแรกของ S   ให้   r =  0 
      ถ้ำ   0 ∉  S  โดยหลักกำรเป็นอันดับดีแล้ว S  จะมีสมำชิกแรกให้เป็น r  ดังนั้น 
ไม่ว่ำกรณีใด ก็จะมี  r  ซึ่งเป็นสมำชิกแรกของ S 

ให้   q   เป็นจ ำนวนเต็มซึ่ง  r =  a −  qb ≥  0 
สมมุติว่ำ  r   ≥   | b | 
จะได้ว่ำ        r −   | b |  ≥  0 
ดังนั้น                   r −  | b |   =   (a −  qb)  −   | b | 

                          =   a −  (qb +  | b |) 
                 =   a −  (q ± 1)b 

เพรำะฉะนั้น r −  | b |   ∈  S 

ดังนั้น  r  ≤   r  −  | b |     เพรำะ  r  เป็นสมำชิกแรกของ  S 
ซึ่งขัดกับ r −  | b |  <   r 

ดังนั้นสมมุติฐำนว่ำ  r  ≥   | b |  ไมจ่ริง เพรำะฉะนั้น  r  <   | b | 

เพรำะฉะนั้นจึงสรุปได้ว่ำ มีจ ำนวนเต็ม  q  และ  r  ซึ่ง   a =  qb +  r   และ  
 0  ≤   r  <   | b |         

ตอนนี้เรำจะพิสูจน์ว่ำ จ ำนวนเต็ม  q  และ  r  ที่มสีมบัติดังกล่ำวข้ำงต้นมีเพียงคู่ 
เดียวเท่ำนั้น 
 สมมุติว่ำ    a  =   bq  +   r         ,    0   ≤  r <  | b |        

และ   a  =   bq′  +   r′       ,    0  ≤  r′ <  | b |        
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ดังนั้น    r −   r′  =   b(q′ − q) 
                    |r −   r′|   =   | b || q −  q′| 

 แต ่                |r −   r′ |   <   | b | 

ดังนั้น           | b || q −  q′|   <   | b | 
เพรำะฉะนั้น                 | q −  q′ |   <   1 
แต่ค่ำสมบูรณ์ต้องมำกกว่ำหรือเท่ำกับศูนย์  และ  |q −  q′|   เป็นจ ำนวนเต็ม 
ดังนั้น            |q −  q′|  =   0 
เพรำะฉะนั้น                     q =   q′ 

และ                                    r  =   r′ 

 
นิยมเรียกทฤษฏีบท 4.1.1  นีว้่ำ ขั้นตอนวิธีหำร (Division Algorithm) หรือ ทฤษฏีบท

พื้นฐำนของยุคลิด (Fundamental Theorem of  Euclid) 
 ถ้ำ  r  ≠  0   แสดงว่ำ a  หำรด้วย  b  แล้วได้ผลลัพธ์  b   และเหลือเศษ  r  นั่นคือ a   
หำร  b ไม่ลงตัว 
 
ตัวอย่ำง 4.1.1  ถ้ำ  a  =   57   และ  b =  −25  จงหำ  q  และ  r  ซ่ึง 
       57  =   q(−25) +  r         ,    0  ≤   r  <   25       

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
 
ตัวอย่ำง 4.1.2  ถ้ำ  a  =   −68   และ  b =  12  จงหำ  q  และ  r  ซ่ึง 
    −68  =   q(12)  +  r  ,    0  ≤   r  <   12     

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
 เรำจะใช้ขั้นตอนวิธีกำรหำรช่วยในกำรพิสูจน์ จ ำนวนเต็ม 2 จ ำนวนใด ๆ  ซึ่งอย่ำงน้อยหนึ่ง
ตัวต้องไม่เท่ำกับศูนย์ จะมีตัวหำรร่วมมำกเสมอ 
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ทฤษฏีบท 4.1.2  ให้  a  และ  b  เป็นจ ำนวนเต็ม ซึ่งอย่ำงน้อยหนึ่งตัวต้องไม่เท่ำกับศูนย์ จะได้ว่ำ  

a  และ  b  จะมีตัวหำรร่วมมำกเพียงตัวเดียวเท่ำนั้น และจะมีจ ำนวนเต็ม m  และ  n  ซึ่งตัวหำรร่วม
มำกนั้นจะเท่ำกับ  ma + nb 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
 
ข้อสังเกต  ในกำรพิสูจน์  เรำทรำบว่ำตัวหำรร่วมมำกเป็นจ ำนวนเต็มบวกซ่ึงมีค่ำน้อยที่สุดซึ่งอยู่ใน
รูป  xa +  yb 
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ต่อไปนี้ จะแสดงวิธีหำตัวหำรร่วมมำก  ซึ่งมีชื่อว่ำ  ขั้นตอนวิธีของยุคลิด  (Euclidean 
Algorithm) 

ถ้ำ a  และ b  เป็นจ ำนวนเต็มบวก จะได้ว่ำ 
  a    =    q1 b +  r1   , 0 ≤  r1  <  b,    q1, r1  ∈   Z+ 
                     b   =    q2r1  + r2   , 0 ≤  r2  <  r1, q2, r2  ∈   Z+ 
                           r1   =    q3r2 + r3   , 0 ≤  r3  <  r2, q3, r3  ∈   Z+ 

          ⋮ 
               rn−2   =    qn rn−1 +  rn      , 0 ≤  rn <  rn−1  , qn , rn  ∈  Z+ 
                       rn−1  =    qn+1rn 

เนื่องจำกเศษ  r1, r2, …  มีค่ำน้อยลงเรื่อยๆ ในที่สุดจะต้องเท่ำกับศูนย์ 
ให้  rn  เป็นเศษตัวสุดท้ำยที่ไม่เท่ำกับศูนย์   จะได้ว่ำ  rn+1  =  0  
ถ้ำ  c =  (a, b) จะได้ว่ำ  c | a  และ  c | b  และเนื่องจำก  r1 = a − q1 b  ดังนั้น  

c | r1   โดยเหตุผลเดียวกัน จะได้ว่ำ    c | r2 ,  c | r3 , . . .,  c | rn 

จำกสมกำรสุดท้ำยของขั้นตอนวิธีของยุคลิด  rn | rn−1 
เนื่องจำก  rn  | ( qn rn−1 +  rn )    ดังนั้น   rn | rn−2   
โดยเหตุผลเดียวกัน  rn | rn−3 , … , rn | r2 , rn | r1 , rn | b  และ  rn | a   ดังนั้น   rn| c 

เพรำะฉะนั้น  rn =  c   ดังนั้น   rn =   (a, b)  
 
ตัวอย่ำง 4.1.3  จงหำ ห.ร.ม  ของ 26  และ 118 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
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ตัวอย่ำง 4.1.4  จงหำ ห.ร.ม  ของ  9035  และ 364 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
วิธีกำรนี้สำมำรถใช้หำตัวหำรร่วมมำกของจ ำนวนเต็มซึ่งไม่เท่ำกับศูนย์ เช่นจำกตัวอย่ำง  

4.1.4   สรุปไดว้่ำ 
        (9035, −364)    =      13 
     (− 9035, 364)    =      13 
   (−9035, −364)    =      13 
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บทนิยำม 4.1.1  ถ้ำ a  และ  b  เป็นจ ำนวนเต็มซึ่งอย่ำงน้อยหนึ่งตัวต้องไม่เท่ำกับศูนย์ a  และ  b 
จะเป็นจ ำนวนเฉพำะสัมพัทธ์ (relatively  prime)  ก็ต่อเมื่อ   (a , b)  =  1 
 
บทแทรก 4.1.3  ให้ a และ b เป็นจ ำนวนเต็มซึ่งอย่ำงน้อยหนึ่งตัวต้องไม่เท่ำกับศูนย์ ถ้ำ a และ  b 
เป็นจ ำนวนเฉพำะสัมพัทธ์  จะมีจ ำนวนเต็ม m และ n  ซ่ึง  ma +   nb =  1  
พิสูจน์  เป็นผลโดยตรงจำกทฤษฎีบท 4.1.2  ในกรณีที่ตัวหำรร่วมมำกเท่ำกับ 1 
 
ทฤษฎีบท 4.1.4  ทฤษฎีบทพ้ืนฐำนของเลขคณิต 

จ ำนวนเต็มบวก  n >  1  ทุกตัวสำมำรถเขียนในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกและ
ยกเว้นกำรเรียงล ำดับตัวประกอบสำมำรถเขียนได้วิธีเดียว 
พิสูจน์ ตอนแรกจะพิสูจน์ว่ำ n >  1  ทุกตัวสำมำรถเขียนในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวก 
 ให้  P(n)   แทนประพจน์ จ ำนวนเต็มบวก  n >  1  สำมำรถเขียนในรูปผลคูณของจ ำนวน
เฉพำะที่เป็นบวก 
 ถ้ำ n เป็นจ ำนวนเฉพำะ จะถือว่ำ n เป็นผลคูณที่มีแฟกเตอร์ตัวเดียว ดังนั้นในกรณีนี้ P(n)    
เป็นจริง โดยเฉพำะ P(2) เป็นจริง 
 สมมุติว่ำ n ไม่ใช่จ ำนวนเฉพำะและ P(m) เป็นจริงส ำหรับจ ำนวนเต็มบวก m <  n 
 เนื่องจำก n ไม่ใช่จ ำนวนเฉพำะ ดังนั้นจะมีจ ำนวนเต็มบวก h ซึ่งไม่ใช่ 1 และไม่ใช่ n                      
ซ่ึง n =  hk ,   k ∈ Z+ 
 เนื่องจำก 1 <  h <  n  และ 1 <  k <  n  ดังนั้นโดยสมมุติฐำนจ ำนวนเต็มบวก h และ 
k  สำมำรถเขียนในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวก ดังนั้น n ซึ่งเท่ำกับ hk จึงสำมำรถเขียนใน
รูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวก 
 โดยหลักกำรอุปนัยเชิงคณิตศำสตร์ สรุปได้ว่ำ จ ำนวนเต็มบวก  n >  1  ทุกตัวสำมำรถเขียน
ในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวก 
 ต่อไปนี้จะพิสูจน์ว่ำ  ยกเว้นกำรเรียงล ำดับตัวประกอบ  ผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกนี้ 
สำมำรถเขียนเพียงวิธีเดียว 
 ตอนแรกจะพิสูจน์ว่ำ ถ้ำจ ำนวนเต็มบวก  m  สำมำรถเขียนในรูป ผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่
เป็นบวกเพียงวิธีเดียวแล้ว จ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกซ่ึงหำร m ต้องอยู่ในผลคูณนั้น (*) 
 ถ้ำ  p  เป็นจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกซ่ึงหำร m  จะได้ว่ำ m =  pq , q ∈  Z+ เมื่อแทน q 
ด้วยผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวก  m  จะเขียนอยู่ในรูป ผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวก ซึ่ง
ตัวหนึ่งคือ p  เนื่องจำกผลคูณนี้มีวิธีเดียว ดังนั้น p  เป็นตัวประกอบตัวหนึ่ง 
 ต่อไปนี้จะพิสูจน์ ส ำหรับจ ำนวนเต็มบวก n >  1  สำมำรถเขียน n  ในรูปผลคูณของจ ำนวน
เฉพำะที่เป็นบวกเพียงวิธีเดียวเท่ำนั้น 

(1) N =  2  เป็นจริง 
(2) สมมุติว่ำส ำหรับจ ำนวนเต็มบวก  k  ทุกตัวซึ่ง k <  n สำมำรถเขียน k ในรูปผลคูณของ 

จ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกเพียงวิธีเดียวเท่ำนั้น 
ถ้ำ  n  เป็นจ ำนวนเฉพำะ ไม่มีอะไรที่ต้องพิสูจน์ 
ถ้ำ  n  ไม่ใช่จ ำนวนเฉพำะและสมมุติว่ำ n สำมำรถเขียนในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็น

บวกได้ 2 วิธ ี
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a) n =  p1  p2 … ph 

b) n =  q1 q2 …  qk  
โดยที่  p1, p2, … , ph  และ  q1, q2, … , qk เป็นจ ำนวนเฉพำะส ำหรับ  i ∈  { 1, 2 , . . . , h }   
และ  j ∈  { 1, 2, . . . , k }  และ  pj  ≠  qj  เพรำะถ้ำมีจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกตัวเดียวกันในท้ังสอง
ผลคูณ สำมำรถตัดจ ำนวนเฉพำะร่วมออกท ำให้ได้จ ำนวนเต็มบวกซึ่งน้อยกว่ำ n และสำมำรถเขียนใน
รูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกได้ 2 วิธี ขัดกับสมมุติฐำน  โดยสมบัติกำรสลับที่สำมำรถสลับที่
จ ำนวนเฉพำะในผลคูณ  จึงสำมำรถให้  p1 เป็นจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกท่ีมีค่ำน้อยที่สุดในผลคูณ  a) 
 เนื่องจำก n ไม่ใช่จ ำนวนเฉพำะจะมีตัวประกอบตัวอ่ืนนอกเหนือจำก p1 ในผลคณู a) ดังนั้น 
n ≥  p1

2  ในท ำนองเดียวกันให้ q1 เป็นจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกที่มีค่ำน้อยที่สุดในผลคูณ  b) ดังนั้น  
n ≥  q1

2                                                                                                                                      
 เนื่องจำก  p1  ≠   q1  ดังนั้น  p1 <  q1  หรือ  p1 > q1   
 ในกรณี    p1  <   q1  จะได้ว่ำ  p1

2  <  p1q1  และ  p1q1  <  q1
2                                          

ดังนั้น  p1
2  <  p1q1  <  q1

2 
 ในกรณี    p1  >   q1  จะได้ว่ำ  p1

2  >  p1q1  และ  p1q1  >  q1
2                                          

ดังนั้น  p1
2  >  p1q1  >  q1

2 
 ดังนั้นในทั้งสองกรณี  n >  p1q1   และ   n −  p1q1   เป็นจ ำนวนเต็มบวกท่ีน้อยกว่ำ  n  
เพรำะฉะนั้น  n −  p1q1   สำมำรถเขียนในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกได้เพียงวิธีเดียว 
 เนื่องจำก  n −  p1q1   =     p1(p2 … ph) − p1q1  
                  =     p1[(p2 … ph) − q1] 

ดังนั้น  p1  หำร  n − p1q1   เพรำะฉะนั้นโดย  (*)  p1  เป็นตัวปะกอบของ  n −  p1q1   

ในท ำนองเดียวกัน  q1  เป็นตัวประกอบของ  n − p1q1  

ดังนั้น   n −  p1q1  =   p1q1P  โดยที่  P  คือ 1 หรือ ผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวก 
 เนื่องจำก  n =   p1q1 +   p1q1P  ดังนั้น   p1q1 | n 

 เนื่องจำก  n =   p1q1 …  ph  ดังนั้น  p1p2 … ph  =  p1q1(1 + P)  
ตัด  p1  ออกจะได้ว่ำ p2 … ph =  p1q1(1 + P)  ดังนั้น q1 | p2 … ph  

 แต่เนื่องจำก p2 … ph เป็นกำรเขียนในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวกของจ ำนวน
เต็มบวก  m  <   n   ดังนั้นโดย (*)  q1 ต้องอยู่ในผลคูณ p2 … ph  ซึ่งขัดกบั  pi  ≠   qj 
 ดังนั้นส ำหรับจ ำนวนเต็มบวก  n >  1  ทุกตัวสำมำรถเขียนในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่
เป็นบวกได้เพียงวิธีเดียว  (ยกเว้นกำรเรียงล ำดับตัวประกอบ) 
 ทฤษฎีบทพ้ืนฐำนของเลขคณิตนั้น พิสูจน์ส ำหรับจ ำนวนเต็มบวกซ่ึงมำกกว่ำ 1   แต่สำมำรถ
ขยำยไปส ำหรับจ ำนวนเต็มซึ่งไม่เท่ำกับศูนย์ 
 ถ้ำ n  เป็นจ ำนวนเต็มซึ่งไม่เท่ำกับศูนย์ | n |   =   n   หรือ  | n |  =  −n   

ดังนั้น n = 
n

| n |
  | n |     โดยที่  

n

| n |
  เท่ำกับ 1  หรือ −1  ดังนั้นจ ำนวนเต็มซึ่งไม่เท่ำกับ

ศูนย ์สำมำรถเขียนในรูปผลคูณจองจ ำนวนเต็มบวกกับ 1  หรือ −1  เพรำะฉะนั้นจึงอำจเขียนทฤษฎี
บทพ้ืนฐำนของเลขคณิตได้ดังนี้ จ ำนวนเต็มทุกตัวที่ไม่เท่ำกับศูนย์ ยกเว้น 1  หรือ −1  สำมำรถเขียน
ในรูปผลคูณของ  

n

|n|
  และผลคูณของจ ำนวนเฉพำะที่เป็นบวก  
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ทฤษฎีบท 4.1.5  ให้  a, b  และ c  เป็นจ ำนวนเต็มใด ๆ  ถ้ำ  a | bc   และ (a, b)   =  1  แล้ว  
a | c 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
 
ทฤษฎีบท 4.1.6  ให้  p  เป็นจ ำนวนเฉพำะ และ  a1, a2, . . . , an   เป็นจ ำนวนเต็ม ถ้ำ 
 p | (a1 a2, . . . an) จะได้ว่ำ p | ai  ส ำหรับ  i  บำงตัวใน  { 1, 2, . . . , n } 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
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ทฤษฎีบท 4.1.7  ถ้ำ a และ  b เป็นจ ำนวนเต็มบวก ตัวคูณร่วมน้อยจะมีเพียงตัวเดียวเท่ำนั้น และ 
(a, b)[a, b]  =  ab 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
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แบบฝึกหัด 4.1 
 

1.  ส ำหรับจ ำนวน  m  และ n  แต่ละคู่ที่ก ำหนดให้ จงหำ  q  และ  r  โดยที่ 
 n =  mq + r           ,0 ≤  r <  | m | 

(1) n =  66  , m =  38 
(2) n =  45         , m =  29  
(3)  n =  −15  , m =  7 

(4) n =  163  , m =  −35 
(5) n =  −33 , m =  −9 
(6) n =  −1203  , m =  125 
(7) n =  303 , m =  −92 

 
2.  เขียน 4367 ในรูปผลคูณของจ ำนวนเฉพำะ 
 
3.  จงหำจ ำนวนเต็ม m  และ n  ซ่ึง 

(1)  (18, 256)     =    18m + 256n 
(2)    (−125, 165)   =    (−125)m + 165n 
(3)                                         (64, 216)  =  64m + 216n 
(4)       (110, −273)  =  110m + (−273)n 
(5)                                     (−604, −168) = (−604)m + (−168)n 
(6)                                             (167, −23) =  167m + (−23)n 

 
4.  ถ้ำ a, b  และ c   เป็นจ ำนวนเต็มซึ่ง  a | bc  จงหำตัวอย่ำงซึ่ง a หำร b ไม่ลงตัวและ a หำร c 
ไม่ลงตัว 
5.  ถ้ำ  n  เป็นจ ำนวนเต็มบวก a  และ  b  เป็นจ ำนวนเต็มซึ่งมีอย่ำงน้อยหนึ่งตัว ต้องไม่เท่ำกับศูนย์ 
จงพิสูจน์ว่ำ  (na, nb)  =  n(a, b) 
6.  ถ้ำ n เป็นจ ำนวนเต็มบวก และ (a, b)  =  1  จงพิสูจน์ว่ำ (an, b)  =  1   
7.  จงให้บทนิยำมของตัวหำรร่วมมำกของจ ำนวนเต็ม 3 จ ำนวน 
8.  ถ้ำ (a, b) =  1    ,   a | c   และ  b | c  จงพิสูจน์ว่ำ ab | c 
9.  ถ้ำ (a, b)  =  (a, c)  =  1  จงพิสูจน์ว่ำ  (a, bc)  =  1 
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4.2   คอนกรูเอินซ ์
เกำส์ (Gauss , ค.ศ.1777-1855) เป็นนักคณิตศำสตร์ท่ำนแรกที่ใช้ควำมสัมพันธ์คอนกรูเอินซ์ 

(congruence) โดยให้บทนิยำมดังนี้ 
บทนิยำม 4.2.1  ถ้ำ a  และ  b  เป็นจ ำนวนเต็ม และ m  เป็นจ ำนวนเต็มบวก  a  จะเป็นคอนกรู
เอินท์กับ  b  มอดโุล  m  (a  is  congruent  to  b  modulo  m) ก็ต่อเมื่อ มีจ ำนวนเต็ม  k   ซ่ึง  
a –  b =  km 

เขียน  a ≡  b  (mod  m) แทน  a  คอนกรูเอินท์กับ b  มอดโุล  m   
และเขียน a ≢  b  (mod  m) แทน  a  ไม่คอนกรูเอินท์กับ  b  มอดโุล  m   

ข้อสังเกต  บทนิยำม 4.2.1  บอกว่ำ  a  จะเป็นคอนกรูเอินท์กับ  b  มอดโุล  m  ก็ต่อเมื่อ  a –  b  

หำรด้วย  m  ลงตัว ดังนั้นอำจนิยำมว่ำ  a ≡  b  (mod  m)ก็ต่อเมื่อ  m | a –  b 
ตัวอย่ำง 4.2.1  51 ≡  6    (mod  5) เพรำะ  ……………………………………… 
                  92 ≡  −3 (mod  5) เพรำะ  ……………………………………… 
                    −8 ≡  72  (mod  5) เพรำะ  ……………………………………… 
            12 ≢  4     (mod  5) เพรำะ  ……………………………………… 

กำรทีเ่กำส์ใช้สัญลักษณ์  “ ≡ ”  ก็เพรำะควำมสัมพันธ์คอนกรูเอินท์มีสมบัติคล้ำยกับ “ = ”  
ในระบบจ ำนวน   ควำมสัมพันธ์ทั้งสองอย่ำงนี้   เป็นตัวอย่ำงของควำมสัมพันธ์สมมูล  (equivalence  
relation)  ซึ่งอำจจะให้บทนิยำมดังนี้ 
บทนิยำม 4.2.1  ถ้ำ  r  เป็นควำมสัมพันธ์ในเซต  A 

(1)   r  จะเป็นควำมสัมพันธ์ที่มีสมบัติกำรสะท้อน  (reflexive  relation)  ก็ต่อเมื่อส ำหรบั 
สมำชิก  x  ทุกตัวของ  A  จะได้  x  r  x  

(2)  r  จะเป็นควำมสัมพันธ์ที่มีสมบัติกำรสมมำตร (symmetric relation) ก็ต่อเมื่อส ำหรับ 
สมำชิก  x  และ  y  ทุกตัวของ  A  ถ้ำ x  r  y  จะได้  y  r  x 

(3)  r  จะเป็นควำมสัมพันธ์ที่มีกำรถ่ำยทอด (transitive relation) ก็ต่อเมื่อส ำหรับสมำชิก  
x, y  และ  z  ทุกตัวของ  A  ถ้ำ   x  r  y และ  y  r  z   จะได้  x  r  z    

ควำมสัมพันธ์ใดซึ่งมีสมบัติทั้ง 3  ประกำรดังกล่ำวข้ำงต้น เรียกควำมสัมพันธ์ นั้นว่ำ “ควำม 
สัมพันธ์สมมูล” 
ทฤษฎีบท 4.2.1  ควำมสัมพันธ์คอนกรูเอินท์โมดุโล  m  เป็นควำมสัมพันธ์สมมูล 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
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ทฤษฎีบท 4.2.2   a  จะคอนกรูเอินท์กับ  b  มอดุโล  m  ก็ต่อเมื่อ  a และ  b  เมื่อหำรด้วย  m  
จะเหลือเศษเท่ำกัน 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
ตัวอย่ำง 4.2.2  41   หำรด้วย   3   เหลือเศษ   2 
                             23   หำรด้วย   3   เหลือเศษ   2 
 ดังนั้น            41   ≡    23  (mod  3) 
 
ตัวอย่ำง 4.2.3  13   หำรด้วย   5   เหลือเศษ   3 
                             34   หำรด้วย   5   เหลือเศษ   4 
 ดังนั้น            13   ≢    34  (mod  5) 
 
ทฤษฎีบท 4.2.3  ถ้ำ   a ≡  b  (mod  m)  และ  t   เป็นจ ำนวนเต็มใด ๆ จะได้ว่ำ 

(1)  a +  t  ≡   b  +   t  (mod  m) 
(2)                      at  ≡   bt  (mod  m) 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
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ทฤษฎีบท 4.2.4  ถ้ำ   a ≡  b  (mod  m)    และ   c ≡  d  (mod  m)  จะได้ว่ำ      
(1)  a  +   c   ≡    b  +   d  (mod  m) 
(2)  a  −   c   ≡    b  −   d  (mod  m) 

     (3)            ac   ≡    bd  (mod  m) 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
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ทฤษฎีบท 4.2.5  ถ้ำ   a  ≡   b  (mod  m)  และ  n  เป็นจ ำนวนเต็มบวกใด ๆ 
จะได้ว่ำ     an   ≡   bn  (mod  m) 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
ตัวอย่ำง 4.2.4  17  หำร  230  เหลือเศษเท่ำใด89 ≡  1    (mod 8)  

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
ตัวอย่ำง 4.2.5  710  หำรด้วย   50 เหลือเศษเท่ำไร 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
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ตัวอย่ำง 4.2.6  จงพิสูจน์ว่ำ  จ ำนวนเต็มใด ๆ  เมื่อยกก ำลังสองแล้วหำรด้วย  4   จะลงตัวหรือ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 

 
ทฤษฎีบท 4.2.6  ถ้ำ  ca ≡  cb  (mod  m)  , c ≢  0  (mod m)  , d  =   (c , m) 

และ  m =  dw   จะได้ว่ำ   a ≡  b  (mod  w) 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................ 
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ทฤษฎีบท 4.2.7  ถ้ำ  ca ≡  cb  (mod  m)  , c   และ  m  เป็นจ ำนวนเฉพำะสัมพัทธ์ จะได้ว่ำ 
a  ≡  b  (mod  m) 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
  
ให้   A  =   {1, 2, 3, 4}   และ   C  =   {{1, 2} , {3, 4}} 
เรำจะได้ว่ำ   C   เป็นเซตของเซตซึ่งมีคุณสมบัติดังนี้ 
 (1)   ทั้ง  {1, 2}   และ  {3, 4}  ต่ำงก็ไม่ใช่เซตว่ำง 
 (2)   {1, 2}  ∩  {3, 4}  =  ∅ 

 (3)   {1, 2} ∪ {3, 4}   =   {1, 2, 3, 4}   =   A 

เรียก  C  ว่ำพำร์ทิชัน  (partition)  ของ  A 
 
บทนิยำม 4.2.3  พำร์ทิชันของเซต  A   คือเซตของเซต C   ซึ่งมีคุณสมบัติดังนี้ 
 (1)   ส ำหรับสมำชิก  x  ทุกตัวของ  C  , x  ≠   ∅    
 (2)   ส ำหรับสมำชิก  x  และ  y  ทุกตัวของ  C   ถ้ำ  x  ≠   y  จะได้ว่ำ  x ∩  y  =   ∅   

 (3)   ยูเนียนของสมำชิกทุกตัวของ  C  จะเท่ำกับ  A 
 
ตัวอย่ำง 2.2.7  ก ำหนดให้  A  =   {1, 2, 3, 4, 5} 

C1   =   {{1, 2} , {2, 3} , {4, 5}}    
 
C2   =   {{1, 2} , {3, 4, 5} , ∅}    

 

C3   =   {{1} , {2} , {3} , {4}}    
 

C4   =   {1, 2, 3, 4, 5}    
 
C5   =   {{1} , {2} , {3} , {4}, 5}    
 
C6   =   {{1} , {2} , {3} , {4} , {5}}    
 
C7   =   {{1, 2, 3, 4} , {5}}      
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 ตัวอย่ำง 2.2.8  ก ำหนดให้  
   0      ≡    … , −6, −3, 0, 3, 6, …   (mod   3) 
   1      ≡    … , −5, −2, 1, 4, 7, …   (mod   3) 
   2      ≡    … , −4, −1, 2, 5, 8, …   (mod   3) 

 ถ้ำเรำให้  [ 0 ]  =    { … , − 6, − 3, 0, 3, 6, … } 

             =    { x | x =  3k, k  ∈   Z } 
   [ 1 ]  =    { … , − 5, − 2, 1, 4, 7, … } 
             =    { x | x  =  3k +  1, k  ∈   Z }  
   [ 2 ]  =    { … , − 4, − 1, 2, 5, 8, … } 
             =    { x | x =  3k +  2, k  ∈   Z }   

จะได้ว่ำ              Z3  =   {[ 0 ] , [ 1 ] , [ 2 ]}   เป็นพำร์ทิชันของ  Z  
เรียกสมำชิกของ  Z3  ว่ำ เรสิดิวคลำสมอดูโล  3  (residue class modulo 3)   
ในกรณีทั่วไป ถ้ำ m เป็นจ ำนวนเต็มบวก 
ให้                   [ 0 ]  =  {x | x =  km, k ∈  Z} 

          [ 1 ]  =  {x | x =  km + 1, k ∈  Z} 
                     ⋮ 
 [ m − 1 ]  =  {x | x =  km + (m − 1), k ∈  Z} 

จะได้ว่ำ  {[ 0 ]  , [ 1 ] , [ 2 ] , … , [ m − 1 ]}  เป็นพำร์ทิชั่นของ Z 
เรำให้บทนิยำมกำรบวกและกำรคูณของเรสิดิวคลำสมอดุโล m  ดังนี้ 

 
บทนิยำม 4.2.4 [ i ] + [ j ]  คือเรสิดิวคลำสซึ่งประกอบด้วยผลบวกของสมำชิกของ [ i ] และ[ j ]    

           [ i ][ j ] คือเรสิดิวคลำส ซึ่งประกอบด้วยผลคูณของสมำชิกของ  [ i ] และ [ j ]                 
เรำจะต้องตรวจดูว่ำบทนิยำมของเรำนี้แจ่มชัด (well defined) นั้นคือต้องตรวจดูว่ำ กำร

บวกและกำรคูณที่เรำนิยำมนี้  จะได้ผลลัพท์เป็นเรสิดิวคลำสเดียวเท่ำนั้น 
ถ้ำ  ai, ai

′  ∈  [ i ]     และ  aj, aj
′  ∈  [ j ] 

เนื่องจำก          ai  ≡  ai
′  (mod m)  และ              aj  ≡  aj

′  (mod m) 
ดังนั้น ai + aj  ≡  ai

′ + aj
′ (mod m)   และ  aiaj   ≡  ai

′aj
′ (mod m) 

นั่นคือ  ai + aj  , ai
′ + aj

′  ∈  [ r ]   ,    r ≡  i + j  (mod m )  ,   0 ≤ r < m  
              aiaj  ,     ai

′aj
′  ∈  [ s ]      ,    s ≡  ij  (mod m )       ,   0 ≤ s < m 

เพรำะฉะนั้น บทนิยำมของเรำแจ่มชัด 
 
ตัวอย่ำง 2.2.17   Z3  =   {[ 0 ] , [ 1 ] , [ 2 ]}     
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แบบฝึกหัด 4.2 
 
1.  จงตรวจดูแต่ละข้อว่ำเป็นจริงหรือเท็จ เพรำะเหตุใด 

(1) 76 ≡      56          (mod  2) 
(2) 5  ≡      32          (mod  3) 
(3) 11 ≡      −7         (mod  4) 
(4) −6 ≡      −54      (mod  5) 
(5) 14 ≡      −36      (mod  6) 
(6) −13 ≡       75        (mod  7) 
(7) 57 ≡       99        (mod  8) 
(8) 42 ≡       −93     (mod  9) 
(9) 3  ≢       −192  (mod  15) 
(10) 604 ≢       301     (mod  33) 

2.  ถ้ำ a ≡  b  (mod  m)  และ  d | m  จงพิสูจน์ว่ำ  a ≡  b (mod d)                                                                                                                                                                          
3.  (3)(7)(13)(515)(25)  หำรด้วย  23  แล้วเศษเหลือเท่ำไร 
4.  จงพิสูจน์ว่ำจ ำนวนเต็มใดจะหำรด้วย  8  ลงตัว ก็ต่อเมื่อเลขท้ำย  3  ตัวหำรด้วย  8  ลงตัว 
5.  จงค ำนวณหำ n = 6254 + 663 และตรวจควำมถูกต้อง (บำงส่วน)  โดยวธิี casting out nines 
6.  จงพิสูจน์ว่ำจ ำนวนเต็มใดจะหำรด้วย  3  ลงตัว  ก็ต่อเมื่อผลบวกของเลขทุกหลักรวมกัน แล้วหำร
ด้วย 3  ลงตัว 
7.  310  หำรด้วย   51 เหลือเศษเท่ำไร 
      410  หำรด้วย   51 เหลือเศษเท่ำไร 
     10503 หำรด้วย   7 เหลือเศษเท่ำไร 
      527  หำรด้วย   127 เหลือเศษเท่ำไร 
      565  หำรด้วย   127 เหลือเศษเท่ำไร  
8.  จงพิสูจน์ว่ำ  223 − 1 มี  47  เป็นตัวประกอบ 
9.  จงพิสูจน์ว่ำ  223 − 1  หำรด้วย  23  ลงตัว 
10.  จงพิสูจน์ว่ำ จ ำนวนเต็มใดจะหำรด้วย 25 ลงตัวก็ต่อเมื่อเลขท้ำย 2 ตัวเท่ำกับ  25 , 50 , 75 

หรือ  00 
11.  จงพิสูจน์ว่ำ ก ำลังสองของจ ำนวนเต็มใด ๆ ไม่สำมำรถมีเลขท้ำยเท่ำกับ 79 
12. ให้  Z4  =  {[ 0 ] , [ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ]} จงเขียนเรสิดิวคลำสของ  Z4  แต่ละตัวในรูปเซต 
13.  จงเขียนตำรำงกำรบวกและกำรคูณของ  Z4 
14.  จงเขียนตำรำงกำรบวกและกำรคูณของ  Z5 
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