
บทที่  5 
ระบบจ ำนวนเชงิซอ้น 

 
นักคณิตศาสตร์ชาวกรีกชื่อ ดีโอฟานโตส  (Diophantos)  เริ่มเห็นว่าระบบจ านวนจริงนั้นไม่

เพียงพอ ในราว พ.ศ. 818  เมื่อท่านต้องการแก้ปัญหาซึ่งดูเสมือนง่ายมากคือ หาด้านของสามเหลี่ยม
มุมฉากซ่ึงมีเส้นรอบรูปเท่ากับ 12 หน่วย และมีพ้ืนที่เท่ากับ 7 ตารางหน่วย ปัญหานี้ก่อให้เกิดสมการ 
6x2 – 43x + 84 = 0  โดยที่  x  เป็นความยาวของด้าน ๆ หนึ่งเนื่องจากสมการนี้ไม่สามารถแก้ได้ใน
ระบบจ านวนจริง นักคณิตศาสตร์หลายท่านจึงได้สร้างจ านวนใหม่ขึ้น เรียกว่า จ านวนเชิงซ้อน
(complex number) 
 
5.1   สมบัติพื้นฐำนของระบบจ ำนวนเชิงซ้อน 
บทนิยำม 5.1.1  จ านวนเชงิซ้อนคือจ านวนซึ่งเขียนอยู่ในรูปคู่อันดับ (x, y)  โดยที่ x และ y เป็น
จ านวนจริงและมีสมบัติดังนี้ 

(1) (x1, y1)   =   (x2, y2)  ก็ต่อเมื่อ  x1  =  x2  และ  y1  =  y2 
(2) (x1, y1)  +  (x2, y2)    =    ( x1 + x2, y1 + y2 ) 
(3) (x1, y1)  ×  (x2, y2)    =   (x1  x2  −  y1 y2, x1 y2  +  x2 y1) 

 
ตัวอย่ำง 5.1.1  ให้  z1  =  (4, 6)  และ  z1  =  (−9, 5) จงหา z1 + z2 และ z1z2 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
ให้  C  แทนเซตของระบบจ านวนเชิงซ้อน 
 

ทฤษฎีบท 5.1.1  C , + , ×  เป็นฟิลด์ 
พิสูจน์ ให้ z1 = (x1, y1) ,  z2 = (x2, y2)   และ  z3 = (x3, y3) เป็นสมาชิกใด ๆ ใน C                                                                              

1. สมบัติของการบวกเป็นจ านวนจริงโดยบทนิยาม 
 

2.  (z1 + z2) + z3   =   (x1 + x2, y1 + y2) + (x3, y3) 
                            =   ((x1 + x2)  +  x3,   (y1 + y2) + y3) 
                            =   (x1 + (x2 +  x3),   y1 + (y2 + y3))  
    =   (x1, y1) + (x2 +  x3,   y2 + y3) 
    =   z1 + (z2 + z3) 
 

3.  จ านวนเชิงซ้อน  (x, y) จะเป็นเอกลักลักษณ์ของการบวกของระบบจ านวนเชิงซ้อนก็
ต่อเมื่อ 
       (x, y) + (x1, y1)     =   (x1, y1) 
เนื่องจาก  (x, y) + (x1, y1)   =   (x + x1, y + y1) 
จากสมบัติการเท่ากันของจ านวนเชิงซ้อน  x + x1 = x1  และ  y + y1 = y1 

เพราะฉะนั้น x =  0  และ  y =  0 
              (0, 0) + (x1, y1)     =   (x1, y1) 
ดังนั้น   (0, 0)   เป็นเอกลักษณ์การบวก 
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4.  การหาอินเวอร์สการบวกของจ านวนเชิงซ้อน  (x1, y1)  คือการหาจ านวนเชิงซ้อน  
(x, y)  ซ่ึง 
              (x, y) + (x1, y1)     =   (0, 0) 
เนื่องจาก    (x, y) + (x1, y1)   =   (x + x1, y + y1) 
จากสมบัติการเท่ากับของจ านวนเชิงซ้อน   x + x1 =  0  และ  y + y1 = 0 
ดังนั้น         x =  −x1  และ               y =  −y1 
       (−x1, −y1) + (x1, y1)     =   (0, 0) 
เพราะฉะนั้น    (−x1, −y1)  เป็นอินเวอร์สการบวกของ  (x1, y1) 

 
5.              z1 +  z2   =   (x1, y1) + (x2, y2)    

                            =   (x1 + x2, y1 + y2) 
                                           =   (x2 + x1, y2 + y1)  
 =   (x2, y2) + (x1, y1)  
                                     =    z2 +  z1 

 

6. สมบัติของการคูณเป็นจริงโดยบทนิยาม 
 

7.               (z1 z2) z3   =   (x1 x2 − y1 y2, x1 y2 + x2 y1)(x3, y3) 
 =   ((x1 x2 − y1 y2) x3 − (x1 y2 + x2 y1) y3, 
       (x1 x2 − y1 y2) y3 + x3(x1 y2 + x2 y1) 
 =   (x1 x2 x3 − y1 y2 x3 − x1 y2 y3 − x2 y1 y3), 
                                                   (x1 x2 y3 − y1 y2 y3 + x3 x1 y2 + x3 x2  y1) 
 =   (x1 x2 x3 − x1 y2 y3 − x2 y1 y3 − y1 y2 x3), 
                                                   (x1 x2 y3 + x3 x1 y2 + x3 x2  y1 − y1 y2 y3) 
 =   (x1(x2 x3 − y2 y3) − y1(x2 y3 − y2 x3), 
                                                   (x1(x2 y3 + x3 y2) + y1(x3 x2  − y2 y3)) 
 =   (x1, y1)(x2 x3 − y2 y3, x2 y3 + x3 y2) 
 =   z1(z2 z3) 

 
8. จ านวนเชิงซ้อน  (x, y)  จะเป็นเอกลักษณ์การคูณของระบบจ านวนเชิงซ้อน  ก็ต่อเมื่อ 

(x, y)(x1, y1)   =   (x1, y1)   เนื่องจากถ้า   (x1, y1)   =  (0, 0)   จะได้ว่า  
(x, y) + (x1, y1)   = (0, 0)   ดังนั้น ส าหรับกรณีนี้จ านวนเชิงซ้อนใดก็ใช้ได้  เพราะฉะนั้นจะ
พิจารณาเฉพาะกรณี   (x1, y1)   ≠  (0, 0) 
เนื่องจาก       (x, y)(x1, y1)   =   (x x1 − y y1, x y1 + x1 y) 
ดังนั้นจากสมบัติการเท่ากัน  จะได้ว่า 
     x x1 − y y1   =    x1       ----------------------- (1) 
     x y1 + x1 y   =    y1       ----------------------- (2) 
(1) ×  x1          x x1

2 − x1y y1   =    x1
2     ----------------------- (3) 

(2) ×  y1         x y1
2 + x1 y y1   =    y1

2     ----------------------- (4) 
(3) + (4)           x x1

2 + x y1
2   =    x1

2 +  y1
2 
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           x (x1
2 + y1

2)   =    x1
2 + y1

2 

                                 x     =    
x1

2+y1
2

x1
2+y1

2 

              x    =     1 
ถ้า  (x1, y1)   ≠  (0, 0)  จะได้ว่า   x1

2 + y1
2
 ≠   (0, 0)  เพราะฉะนั้น   x =  1  

โดยวิธีการเดียวกันจะได้ว่า  y =  0 
                     (1, 0)(x1, y1)   =   (x1, y1) 
ดังนั้น  (1, 0)  เป็นเอกลักษณ์การคูณ 
 

9.  การหาอินเวอร์สการคูณของจ านวนเชิงซ้อน (x1, y1) คือหาจ านวนเชิงซ้อน (x, y) ซ่ึง 
(x, y)(x1, y1)   =   (1, 0) เนื่องจาก (x, y)(x1, y1)   =   (x x1 − y y1, x y1 + x1 y) 
จากสมบัติการเท่ากัน จะได้ว่า 
     x x1 − y y1   =     1   ----------------------- (1)  
     x y1 + x1 y   =     0       ----------------------- (2) 
(1) ×  x1          x x1

2 − x1y y1   =    x1     ----------------------- (3) 
(2) ×  y1         x y1

2 + x1 y y1   =     0     ----------------------- (4) 
(3) + (4)           x x1

2 + x y1
2   =    x1 

                                 x     =    x1

x1
2+y1

2 

โดยวิธีการเดียวกันจะได้ว่า    y     =  −
y1

x1
2+y1

2 

เนื่องจาก        (x, y)(x1, y1)     =     (1, 0)  จะได้ว่า 
  (

x1

x1
2+y1

2  , −
y1

x1
2+y1

2) (x1, y1)     =     (1, 0) 

ดังนั้น ถ้า  (x1, y1)  ≠  (0, 0)  แล้ว  (x1, y1)  จะมีอินเวอร์สการคูณคือ 
 (

x1

x1
2+y1

2  , −
y1

x1
2+y1

2) 

 
10.                 z1 z2  =   (x1 x2 − y1 y2, x1 y2 + x2 y1)     
                         =   (x2 x1 − y2 y1, x2 y1 + x1 y2) 

               =   z2 z1 
 
 11.        z1 (z2 + z3)    =   (x1, y1) (x2 + x3, y2 + y3) 

 =   (x1 (x2 + x3) − y1 (y2 + y3), x1 (y2 + y3) + x2 + x3) y1  
  =    (x1 x2 + x1 x3 − y1 y2 − y1 y3, x1 y2 + x1 y3 + x2 y1 + x3 y1)  
  =    (x1 x2 − y1 y2 + x1 x3 − y1 y3, x1 y2 + x2 y1 + x1 y3 + x3 y1) 
  =    (x1 x2 − y1 y2, x1 y2 + x2 y1) + (x1 x3 − y1 y3, x1 y3 + x3 y1) 
  =    z1 z2 + z1 z3)    
 

เนื่องจากการลบคือการบวกด้วยอินเวิอร์สการบวกของตัวลบ ดังนี้ 
              (x1, y1) − (x2, y2)     =   (x1, y1) + (−x2, −y2) 
                                              =   (x1 − x2,   y1−y2) 

และการหารคือการคูณด้วยอินเวอร์สการคูณของตัวหาร  ดังนั้น 
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(x1,  y1)

(x2,  y2)
     =      (x1, y1) (

x1

x1
2+y1

2  ,
−y1

x1
2+y1

2) 

  =        (
x1x2+y1y2

x2
2+y2

2  ,
−x1y2+x2y1

x2
2+y2

2 ) 

 
ตัวอย่ำง 5.1.2  ก าหนดจ านวนเชิงซ้อน z1 = (1,−3) และ z2 = (3,−1) จงหา z1

2 − z2
2 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 

พิจารณาการจับคู่หนึ่งต่อหนึ่งระหว่างจ านวนเชิงซ้อน (x , 0)  และจ านวนจริง  x 
 

                    (x1, 0)      +       (x2, 0) =  (x1 + x2, 0)      

                                      
                        x1         +         x2          =            x1 + x2     
                               
                            (x1, 0) (x2, 0)   =    (x1 x2, 0)      

                                                   
                                x1         x2               =              x1 x2 
 

จะเห็นว่า  ถ้าบวกจ านวนเชิงซ้อนทั้งสองก่อน แล้วน ามาจับคู่กับจ านวนจริง จะเหมือนกับจับ 
คู่กับจ านวนจริงก่อน แล้วจึงบวกกัน  และส าหรับการคูณก็เช่นเดียวกัน   ดังนั้นการจับคู่หนึ่งต่อหนึ่งนี้
จึงเป็นไอโซมอร์ฟิซึม (isomorphism) ระหว่างสับเซตของ  C   ซึ่งประกอบด้วยจ านวนเชิงซ้อนในรูป  
(x, 0)  กับเซตของจ านวนจริง  เพ่ือความสะดวกจึงเขียนแทน  (x, 0)  ด้วย  x 

เนื่องจาก  (0, 1)(0, 1)  = (−1, 0)  ถ้าแทน (0, 1)  ด้วย  i   และได้ตกลงกันแล้วว่า
จะแทน  (−1, 0)  ด้วย  −1   ดังนั้น   i2 = −1 
   เนื่องจาก   yi =  (y, 0)(0, 1) =  (0, y)  และสามารถแทน  (x, 0)  ด้วย  x   

ดังนั้น    (x, y) =  (x, 0)  + (0, y)   
          =  x  +   yi 

จึงอาจเขียนแทนจ านวนเชิงซ้อน (x, y) ด้วย x +  yi  และเรียก x ว่าส่วนจริง (real part)  
เรียก  y ว่าส่วนจินตภาพ (imaginary part) 
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ถ้า  z =  x +  yi    เป็นจ านวนเชิงซ้อนใดๆ  เขียนแทนส่วนจริงของ  z  ด้วย  R(z)   และ
ส่วนจินตภาพของ  z  ด้วย  I(z)  ดังนั้น  R(z)  =  x   และ   I(z) = y  นิยมเรียกจ านวนเชิงซ้อน
ในรูป  (0, y)  =   yi  , y ≠  0   ว่าจ านวนจินตภาพ  (imaginary  number) 
          การเขียนจ านวนเชิงซ้อนในรูป   x  +   yi    นี้เป็นที่นิยมกันเพราะสามารถน าสมบัติของการ
บวก  ลบ  คูณ  หาร  ในระบบจ านวนจริงมาใช้ในการบวก  ลบ  คูณ  หาร  จ านวนเชิงซอ้น 
 (x1, y1 i) + (x2, y2 i)     =       (x1 + x2) + (y1, y2) i  
      (x1, y1 i)(x2, y2 i)     =        x1 x2 + x1 y2 i + x2 y1 i + y1 y2 i

2  
     =       (x1 x2 − y1 y2) + (x1 y2 + x2 y1) i 
 
ตัวอย่ำง 5.1.3  จงหาค่าของ  (x1 + y1i)(x1 − y1i) 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 
บทนิยำม 5.1.2  ถ้า  z =  x +  yi   เป็นจ านวนเชิงซ้อน คอนจุเกต (conjugate) ของ  z  คือ 
จ านวนเชิงซ้อน  z̅  =  x − yi 
 
ตัวอย่ำง 5.1.4  คอนจุเกตของจ านวนเชิงซ้อน  4 +  7i คือ……………………………  

   คอนจุเกตของจ านวนเชิงซ้อน            4 − 7i คือ…………………………… 

   คอนจุเกตของจ านวนเชิงซ้อน −4 + 7i  คือ…………………………… 

   คอนจุเกตของจ านวนเชิงซ้อน −4 − 7i  คือ…………………………… 

   คอนจุเกตของจ านวนเชิงซ้อน           2i  คือ…………………………… 

   คอนจุเกตของจ านวนเชิงซ้อน            −6  คือ…………………………… 
 

ตัวอย่ำง 5.1.5   จงเขียน   
1

a +  bi
     ให้อยู่ในรูป  x +  yi    

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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ตัวอย่ำง 5.1.6   จงเขียน   
a +  bi

c +  di
     ให้อยู่ในรูป  x +  yi    

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอย่ำง 5.1.7  จงเขียน    
5 + 2i

5 − 2i
    ในรูป   x +  yi 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
      

ตัวอย่ำง 5.1.8  จงเขียน    
2(3 +  2i)2  (1  −  3i)

(3  +  i)2    (1  +  2i)
 +  

1  +  i

1  −  i
    ในรูป  x +  yi 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 5.1.2  ก าหนดจ านวนเชิงซ้อน  z =  x +  yi  จะได้ว่า 

(1)    R(z)  =     
z + z̅ 

2
        

(2)    I(z)  =     
z− z̅ 

2i
        

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 
ทฤษฎีบท 5.1.3  ถ้า  z1 และ  z2  เป็นจ านวนเชิงซ้อน จะได้ว่า 

(1)   z1 + z2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =   z1 ̅̅ ̅ + z2 ̅̅ ̅ 
(2)            z1z2̅̅ ̅̅ ̅̅  =   z1 ̅̅ ̅ z2 ̅̅ ̅   
(3)    z1 z2 ̅̅ ̅ + z1 ̅̅ ̅ z2    =    2R(z1 z2 ̅̅ ̅) 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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แบบฝึกหัด 5.1 
1.  ถ้า  z1  และ  z2  อยู่ใน  C  จงพิสูจน์ว่า 

(−z1 )z2   =   z1 ( −z2 )   =   − (z1 z2 )   =   (−1, 0 )(z1 z2 ) 

 
2.  จงเขียนจ านวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ในรูป  x  +   yi 

(1) (2 + 7i)(9 − 3i) 

(2) 
4 + 3i

2 +5i 
 

(3)  6i 
(4)  

6

i
 

(5)  (5 + 6i)2 
(6) 46 
(7)  i5 
(8)  i32 
(9)  i−2 
(10)  i−21 
(11)  i674 
(12)  i3 + i4 + i5 + i6 + i7 
(13)  i55 + i55 
(14)  i66 i10 
(15)  (i10)2 
(16)  i102 

(17)  
3−i2

i + 32 

(18)   (−i)101 
(19)   (i)(3i)(5i)2 
(20)   (i −  1) (i +  1) (i −  3) (i +  3) 
(21)  ( a −  b −  bi ) ( a −  b + bi ) 

(22)  
a2+ b2 

a  − bi
 ∙  

a + bi

a − bi
 

(23)  
i

1  +  i  +   
i

i   +   
i

i   +   1

 
 

 
3.  ให้  z1  = (1, a)   และ             z2  =  (a, 1)  เป็นจ านวนเชิงซ้อน จงแสดงว่า 

(1)               z1 z2     =   ( 0 , a2 + 1 ) 

(2)     z1
2 − z2

2  =    2 ( a2 − 1 , 0 ) 

(3)          
z1  + z1 

z2 −z1 
     =    

a + 1
a − 1

 (0, 0)        
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4.  จงหาค่าของ  x  และ  y  เมื่อ 
(1)       x +  yi    =       5 +  12i 
(2)     x +  3yi  =       24i 
(3)   4x +  6yi    =       16 
(4)       x +  4yi      =       1 +  8i2 
(5)            i2 x2      =        i (y2 − 1) 
(6)    

1

i3
(3x + 2y) =    i8 + i9 + i10 + i11 + i12 

 

5.  ในระบบจ านวนเชิงซ้อน จงพิสูจน์ว่าสมการ (a,   b) = (x,   y)(c, d)   เมื่อ (c, d) ≠  (0, 0)  

มีรากเพียงรากเดียวคือ   (x,   y)   =  ( 
ac+bd

c2+d2  ,
bc−ad

c2+d2  ) 
 

6.  ในระบบจ านวนเชิงซ้อน ถ้า (x1,   y1)(x2,   y2)  = (0, 0)  จงพิสูจน์ว่า (x1,   y1) = (0, 0)  

หรือ   (x2,   y2)   =   (0, 0)   
 

7.  จงพิสูจน์ว่า สับเซตของ  C  ซ่ึงประกอบด้วยจ านวนเชิงซ้อนในรูป (0, x)  ไม่ไอโซมอร์ฟิกกับ  R 
 

8.  จงหาคอนจุเกตของจ านวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ 
(1) 2 − 3i 
(2) 4 + i√2 
(3) −3 
(4) 2i 
(5) (9 − i)2 

9.  จงแสดงว่า  z  =   1−i√3
2

   สอดคล้องกับสมการ  
3

z+1
−  

1

z
  =   1 

10.  จงแสดงว่า   (
1−i√3

2
)
6

  =   1 
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5.2   จ ำนวนเชิงซ้อนในทำงเรขำคณิต 
 ในท านองเดียวกันกับที่แทนจ านวนจริงด้วยจุดบนเส้นตรง จะแทนจ านวนเชิงซ้อนด้วยจุดใน
ระนาบ โดยแทนจ านวนเชิงซ้อน  z =  (x, y)   ด้วยจุดซึ่งมีพิกัด  (x, y)  เชน่       เขียนแทนจ านวน
เชิงซ้อน z1 = (2, 1) ด้วยจุดห่างจากแกน Y ไปทางขวา 1 หน่วย              และอยู่เหนือแกน X   2 หน่วย 

 
 ผู้ริเริ่มการแทนจ านวนเชิงซ้อนด้วยจุดในระนาบนี้  ได้แก ่ เกาส์  (Gauss)   และ อาร์กองด์ 
(Argand)  ในบางครั้งจึงเรียกระนาบนี้ว่าระนาบของเกาส์ (Gaussian  plane) หรือระนาบของอาร์
กองด ์ (Argand  diagram)  เนื่องจากจุดบนแกน X  ใช้แทนจ านวนจริง และจุดบนแกน Y ใช้แทน
จ านวนจินตภาพ จึงนิยมเรียกแกน X และแกน Y ในระนาบของจ านวนเชิงซ้อนว่า แกนจริง  (Real 
Axis)  และแกนจินตภาพ  (Imaginary Axis) ตามล าดับ 

ก าหนดให้ จ านวนเชิงซ้อน  z1 = (3, 1)  และ   z2 = (1, 4)  ให้  z3 = z1 + z2  
จะได้ว่า  z3 = (3, 1) + (1, 4)  =  (4, 5) 

 
 จะเห็นไดว้่าการบวกจ านวนเชิงซ้อนในระนาบเหมือนกับบวกเวกเตอร์ บางครั้งจึงเขียนแทน
จ านวนเชิงซ้อนด้วยเวกเตอร์ เช่น แทนจ านวนเชิงซ้อน  z1 = (5, 6)  ด้วยเวกเตอร์ที่มีจุด (0, 0) 

เป็นจุดเริ่มต้นและจุด (5, 6) เป็นจุดสิ้นสุด 
 ขนาดของเวกเตอร์ z =  [ 

3
4
 ] เท่ากับ √32 + 42  =  5 ในกรณีทั่วไปขนาดของเวกเตอร์ 

z =  [ 
x
y ]  คือ  √x2 + y2 

O (2, 0)

(2, 1)(1, 0)

Y

X

Y

X

z1=(3, 1)

z3=(4, 5)

z2=(1, 4)

1

2

3

4

5

54321o
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บทนิยำม 5.2.1  ค่าสัมบูรณ ์ (Absolute Value)  หรือมอดุลัส  (Modulus) ของจ านวนเชิงซ้อน 
a + bi    คือ  √a2 + b2 
 

ถ้าเขียนแทนค่าสัมบูรณ์ของจ านวนเชิงซ้อน  x + yi   ด้วย  | x +  yi |   จะได้ว่า 
| x + yi |   =  √x2 + y2   จงสังเกตว่าค่าสัมบูรณ์ของจ านวนเชิงซ้อน  z =  (x, y)  คือขนาด
ของเวกเตอร์ที่แทนจ านวนเชิงซ้อน  z =  (x, y) 

 
ทฤษฎีบท 5.2.1  ถ้า z ∈  C   จะได้ว่า  | z |  =  √z z̅  =  | z̅ | 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
ทฤษฎีบท 5.2.2  ถ้า z ∈  C   จะได้ว่า  |R(z)|  ≤  | z |   และ  |I(z)|  ≤  | z | 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
ทฤษฎีบท 5.2.3  ถ้า  z1  และ  z2  เป็นจ านวนเชิงซ้อน  จะได้ว่า 

(1)   | z1 z2 |  =   | z1|| z2| 

(2)      |  𝑧1
 z2

 |   =   
| z1|

| z2|
         ถ้า  z2  ≠  0 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 5.2.4  ถ้า  z1  และ  z2  เป็นจ านวนเชิงซ้อน  จะได้ว่า 
(1)   | z1 + z2 |  ≤   | z1| + | z2| 
(2)   ||z1 | −  |z2||  ≤   | z1 −  z2| 

……………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
             
ทฤษฎีบท 5.2.5  ถ้า  z1  และ  z2  เป็นจ านวนเชิงซ้อน  จะได้ว่า 

(1)  R(z1 + z2)  =      R(z1 )   +   R(z2) 
(2)  I(z1 + z2)    =      I(z1 )   +   I(z2) 
(3)  R(z1 z2)     =      R(z1 ) R(z2)  −  I(z1 ) I(z2) 

(4)  I(z1 z2)     =      R(z1 ) I(z2)  +  I(z1 ) R(z2) 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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ตัวอย่ำง 5.2.0  ให ้ z =
1

2
−

√3

2
𝑖  จงหา Re (

1

1+𝑧
) 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 
ตัวอย่ำง 5.2.1  จงหาค่าสัมบูรณ์ของ   (1 +  i)(1 +  i √3)(√3 −  i) 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 
ตัวอย่ำง 5.2.2 ก าหนดให้ z−1         =    (a +  bi)−1  +  (a + ci)−1 

                                                    z  =     x +  yi 
a, b, c, x, y ∈  R จงหา      x2 + y2  

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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ตัวอย่ำง 5.2.3  ให้  z1  และ  z2  เป็นจ านวนเชิงซ้อน  ถ้าท้ัง  z1 + z2   และ  z1 z2  เป็น
จ านวนจริง  จงพิสูจน์ว่าทั้ง  z1  และ  z2   เป็นจ านวนจริงหรือ  z1  =   z1̅̅̅̅    
วิธีท ำ ให้  z1 + z2 = r1  และ  z1 z2 = r2  โดยที่  r1  และ   r2  เป็นจ านวนจริง 
    เป็นการเพียงพอที่ต้องพิสูจน์เฉพาะกรณีที่ต้องมี z1 หรือ  z2  ตัวใดตังหนึ่งไม่เท่ากับศูนย์ 

(1) ถ้า   z2 ≠ 0   จะได้ว่า 

                z1 =   
r2

z2
  =   

r2z2̅̅ ̅

z2z2̅̅ ̅
  =   

r2z2̅̅ ̅

|z2|
2   =  r3z2 ̅    , r3    เป็นจ านวนจริง        

ดังนั้น     r3z2 ̅̅ ̅ + z2     =      r1 
                       I(r3 z2 ̅̅ ̅ + z2)      =       I(r1) 
             r3 I(z2 ̅̅ ̅) + I(z 2)    =       0 
            −r3 I(z2̅) + I(z2)    =      0 
                 (1 − r3) I(z2)  =      0 

เพราะฉะนั้น        r3   =      1    หรอื     I(z2)    =     0 
         ถ้า                    r3    =      1  จะได้ว่า     z2    =     z2 ̅̅ ̅ 
         ถ้า                I(z2)  =      0   

จะได้ว่า  z2  เป็นจ านวนจริง เพราะฉะนั้น  z1 จะเป็นจ านวนจริงด้วย 
           

(2) ถ้า    z1 ≠ 0   จะได้ว่า 

                z2 =   
r1

z1
  =   

r1z1̅̅ ̅

z1z1̅̅ ̅
  =   

r1z1̅̅ ̅

|z1|
2   =  r3z1 ̅    , r3    เป็นจ านวนจริง        

ดังนั้น         r3z1 ̅̅ ̅ + z1     =     r2 
                              I(r3 z1 ̅̅ ̅ + z1)      =      I(r2) 
               r3 I(z1 ̅̅ ̅) + I(z 1)    =      0 
            −r3 I(z1̅) + I(z1)    =      0 
                     (1 − r3) I(z1)  =      0 

เพราะฉะนั้น        r3   =      1    หรือ     I(z1)    =     0 
         ถ้า                    r3    =      1  จะได้ว่า     z1    =     z1 ̅̅ ̅ 
         ถ้า                I(z1)  =      0   

จะได้ว่า  z1  เป็นจ านวนจริง เพราะฉะนั้น  z2 จะเป็นจ านวนจริงด้วย 
 
ตัวอย่ำง 5.2.4  ถ้า  z0  เป็นจ านวนคงท่ีเชิงซ้อนคงท่ี  r  เป็นจ านวนจริง และ  z  เป็นจ านวน
เชิงซ้อนใดๆ  ในเชิงเรขาคณิต  
 |z − z0| = r  คือวงกลมรัศมี r                    จุดศูนย์กลางที ่ z0 
 |z − z0| < 𝑟  คือเซตของจุดภายในวงกลมรัศมี r  จุดศูนย์กลางที่  z0 
 ถ้า    z1  =  (x1, y1) และ  z2 = (x2,  y2) 

ระยะทางระหว่าง  z1  และ  z2  คือ  √(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2  =  |z2 − z1|    
ดังนั้น |z2 − z1|   ≥   |x2 − x1| 

  |z2 − z1|   ≥   |y2 − y1| 
และ     |z2 − z1|   ≤   |x2 − x1| + |y2 − y1| 
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ตัวอย่ำง 5.2.5  ถ้า  z1, z2  และ   z3   เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึ่ง   | z1|  =  | z2|  =  | z3|  =  1    
และ  z1 + z2 + z3  =  0   จงพิสูจน์ว่า  z1, z2  และ  z3   เป็นจุดยอดของสามเหลี่ยมด้านเท่าซึ่ง
อยู่บนวงกลมหนึ่งหน่วย 

 
วิธีท ำ ให้  zk   =    OPk

⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑         , k  =   1, 2, 3 
ในรูปสามเหลี่ยม  P1  P2  P3  จะได้ว่า P1 P2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑    =   z2 z1 
                                                   P2 P3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑    =   z3 z2 
                                              P3 P1⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑      =   z1 z3 

ต้องการพิสูจน์ว่า     |z2 − z1|    =    |z3 − z2|    =    |z1 − z3| 
ตอนแรกจะพิสูจน์ว่า                      |z2 − z1|    =    |z1 − z3|     

                เนื่องจาก    z1 + z2 + z3  =  0   ดังนั้น   z1 = −(z2 + z3) 
เพราะฉะนั้นข้อความ                        |z2 − z1|    =    |z1 − z3| 

                                                                   |2z2 − z3|    =    |2z3 − z2| 
ข้อความนี้สมมูลกับ 

  (2z2 + z3)( 2z2 + z3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ) − (2z3 + z2)( 2z3 + z2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ )   =   0 
เมื่อกระจายข้อความหลังนี้จะเห็นได้ชัดว่าเป็นจริง โดยสมบัติ   z2z2̅  =  z3z3̅  =  1 
ในท านองเดียวกัน สามารถพิสูจน์ว่า   |z2 − z1|   =   |z3 − z2|   ดังนั้นสามเหลี่ยม 

P1  P2  P3  เป็นสามเหลี่ยมด้านเท่า แต่เนื่องจาก |z1|  =  |z2|  =  |z3|  =  1  เพราะฉะนั้น
สามเหลี่ยม P1  P2  P3 อยู่บนวงกลมหนึ่งหน่วย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

o

Y

X

z3 - z2

z2 - z1

z1 - z3

P3

P2

P1
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แบบฝึกหัด 5.2 
1.  ถ้า   z1  และ   z2  เป็นจ านวนเชิงซ้อน จงพิสูจน์ว่า 

      |z1 + z2|
2 + |z1 − z2|

2  =  2|z1|
2 + 2|z2|

2 
 

2.  ให้  z1 = 3 + 2i   และ  z2 = 4 − i   จงหา   |z1|  ,   |z2 ̅̅ ̅|  ,   |z1 z2|   ,    | 
 𝑧1
 z2

 |  และ  
|z1z2 ̅̅ ̅| 
 
3.  z  เป็นจุดในระนาบเชิงซ้อน จงหาจุดซึ่งสมมาตรกับจุด  z  เมื่อเทียบกับ 

(1) จุด (0, 0) 
(2) แกนจริง 
(3) แกนจินตภาพ 
(4) เส้นตรงซึ่งท ามุม  

π

4
  กับแกนจริง  

(5) เส้นตรงซึ่งท ามุม 
3π

4
  กับแกนจริง 

(6) เส้นตรงซึ่งท ามุม  
π

3
  กับแกนจริง 

(7) เส้นตรงซึ่งท ามุม  
5π

6
  กับแกนจริง 

 

4.  จงบรรยายถึงเซตของจุดในระนาบของจ านวนเชิงซ้อนซึ่งมีสมบัติต่อไปนี้ 
(1)     | z | =     1 

(2)   z + z̅     =     1 

(3)   z − z̅      =     i 

(4)         r1      ≤     |z − z1|     ≤     r2 , z1 ∈  C  ,   r1  และ  r2  เป็นจ านวนจริงบวก 
(5)   | 

 𝑧1
 z2

 |    =     1 

(6)          z2    =     2(z − 1) 

(7) |z − 1|   ≤     2|z + 1| 

(8) |z + 1|    ≤     4 − |z − 1| 
 

 

5.  จงพิสูจน์ว่าสมการของวงกลมในระนาบเชิงซ้อนคือ  azz̅ + bz̅ + b̅z + c =  0  โดยที ่a ≠  0  
b  เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึ่งมีค่าคงที่ และ  c  เป็นจ านวนจริงซึ่งมีค่าคงที่ 
 

6.  จงพิสูจน์ว่า ถ้า  |z1| = 1  และ  z1 ≠ z2  แล้ว  |  z1− z2
1 − z2̅̅ ̅̅  z1

 |    =  1 
 

7.  จงพิสูจน์ว่า ถ้า  z  เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึ่ง  | z |  <  1   จะได้ว่า   1 +  z    อยู่ทางขวาของ
แกนจินตภาพ 
 

8.  จงพิสูจน์ว่า  √2 |x + iy|   ≥   | x | + | y |   ≥   |x + iy| 
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9.  จงพิสูจน์ว่า จุด  z1 , z2   และ  z3  ในระนาบเชิงซ้อนจะอยู่บนเส้นตรงเดียวกันก็ต่อเมื่อ  
z3−z1

z2−z1
 

เป็นจ านวนจริง 
 

10.  จงพิสูจน์ว่า จุด  z1 , z2   และ  z3  ในระนาบเชิงซ้อนจะอยู่บนเส้นตรงเดียวกันก็ต่อเมื่อมี
จ านวนจริง  p, q และ  r  ซึ่งมีบางตัวไม่เท่ากับศูนย์   

ซึ่ง  p +  q +  r =  0   และ   pz1 + qz2 +  rz3  =  0 
 

11.  จงพิสูจน์ว่า เวกเตอร์  z1 และ  z2 ในระนาบเชิงซ้อนจะตั้งฉากกันก็ต่อเมื่อ  z1z2̅ + z1̅z2 = 0 
 

12.  จงพิสูจน์ว่า จุด  z1 , z2   และ  z3  ในระนาบเชิงซ้อน ไม่สามารถจะอยู่ข้างเดียวกันของแกนจริง  
ถ้า  z1 + z2 + z3  =  z1 z2 z3 
 

13.  ถ้า   z2  ≠   0        
(1)   จงพิสูจน์ว่า ถ้า  |z1 + z2|   =   | z1| + | z2|  

หรือ  |z1 − z2|  =  ||z1| − |z2||    แล้ว   z1  =   rz2 เมื่อ r  ≥   0 
(2)   จงเขียนบทกลับของ (1) และพิสูจน์ว่าบทกลับเป็นจริง 
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5.3   จ ำนวนเชิงซ้อนในรูปพิกัดเชิงข้ัว 
จ านวนเชิงซ้อน  ในรูปพิกัดของระบบแกนมุมฉาก   สามารถเขียนในรูปพิกัดของระบบแกน

เชิงขั้ว 
 ถ้า  (r, θ)  เป็นพิกัดเชิงขั้วของจ านวนเชิงซ้อน  z =  x + iy  

จะได้ว่า                  x + iy  =    r(cosθ + i sinθ)                                                                                                                                                                      
โดยที่                            r   =    | z |   =    √x2 + y2 

   x   =    r cosθ 
   y   =    r sin θ 
     θ  ก าหนดได้ดังนี้ 
ถ้า  x ≠  0   และ  y ≠  0  จะได้   tanθ =  

y
x
    โดยที่      𝜋

2
    

(1)   ถ้า  x >  0  และ  y >  0         0  <  ∝  <   
𝜋
2
 ,    θ =  ∝ +2n𝜋 , n ∈  z 

(2)   ถ้า  x <  0  และ  y >  0        
𝜋
2
  <  ∝  <   𝜋   ,    θ =  ∝ +2n𝜋 , n ∈  z 

(3)   ถ้า  x <  0  และ  y <  0        𝜋  <  ∝  <   
3𝜋
2

 ,    θ =  ∝ +2n𝜋 , n ∈  z 

(4)   ถ้า  x >  0  และ  y <  0      
3𝜋
2

  <  ∝  <   2𝜋   ,    θ =  ∝ +2n𝜋 , n ∈  z 
ถ้า  x ≠  0  และ  y =  0  จะได้ 

(1)   ถ้า  x >  0             θ =  0 + 2n𝜋    ,    n ∈  z 
(2)   ถ้า  x <  0             θ =  𝜋 + 2n𝜋    ,    n ∈  z 

ถ้า  x =  0   จะได้  
(1)   ถ้า  y >  0             θ =  

𝜋
2

+ 2n𝜋    ,    n ∈  z 

(2)   ถ้า  y <  0             θ =  
3𝜋
2

+ 2n𝜋  ,    n ∈  z 
(3)   ถ้า  y =  0             θ     เป็นจ านวนจริงใดก็ได้ 
 

เรียก  θ  ว่าอาร์กิวเมนต์  (argument)  หรือแอมพลิจูด  (amplitude)  ของ  z  เขียนแทน
ด้วย  arg z  ถ้า  θ  อยู่ในช่วง  (−𝜋, 𝜋]   เรยีก θ  ว่า  อาร์กิวเมนต์หลัก  (principal argument) 
และเขียนแทนด้วย Arg z  

 
 z̅  =  x − iy =  r (cosθ − i sinθ =  r[cos(−θ) +  i sin(−θ)] 

ดังนั้น  z̅   คือจุดซึ่งเกิดจากการสะท้อนภาพของจุด  z  โดยมแีกนจริงเป็นเส้นสะท้อน 
 นั่นคือ | z̅ |  =  | z |  =  r   และ   arg z̅  =  − arg z =  −θ 
 

z=x-yi

z=x+yi

P(x, y)

r

r

-



Y

X
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ตัวอย่ำง 3.3.1     z  =     2 [cos
𝜋
6
 −  i sin

𝜋
6
]    จงหา | z |  และ  Arg z 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
          
ตัวอย่ำง 5.3.2    z  =     5 [−cos

𝜋
4
 +  i sin

𝜋
4
]   จงหา | z |  และ  Arg z 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอย่ำง 5.3.3     z  =     7 [sin
𝜋
3
 +  i cos

𝜋
3
]    จงหา | z |  และ  Arg z 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอย่ำง 5.3.4    z  =   −7 [sin
𝜋
3
 +  i cos

𝜋
3
]    จงหา | z |  และ  Arg z 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอย่ำง 5.3.5     z  =     4 [−sin
𝜋
6
 +  i cos

𝜋
6
]    จงหา | z |  และ  Arg z 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 

  ตัวอย่ำง 5.3.6    z  =     3 [sin
𝜋
5
 −  i cos

𝜋
5
]   จงหา | z |  และ  Arg z 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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ในตัวอย่าง 5.3.1 – 5.3.6  ความรู้พื้นฐานทางตรีโกณมิติซึ่งต้องใช้ ได้แก่สูตรต่อไปนี้ 
 

 
  

  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
     
 

ทฤษฎีบท 5.3.1  ค่าสัมบูรณ์ของผลคูณของจ านวนเชิงซ้อนสองจ านวน  คือผลคูณของค่าสัมบูรณ์
ของจ านวนทั้งสอง  อาร์กิวเมนต์ของผลคูณคือผลบวกของอาร์กิวเมนต์ของจ านวนทั้งสอง 
  ค่าสัมบูรณ์ของผลหารของจ านวนเชิงซ้อนสองจ านวนคือ  ผลหารของค่าสัมบูรณ์ของจ านวน
ทั้งสอง  อาร์กิวเมนต์ของผลหารคือผลลบของอาร์กิวเมนต์ของจ านวนทั้งสอง 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 

                       

                        ฟังก์ชัน 

จ านวนจริง 

 
 sin 

 
 cos 

 
 tan 

−θ −sinθ cosθ −tanθ 

π

2
− θ cosθ sinθ cotθ 

π

2
+ θ cosθ −sinθ −cotθ 

π − θ sinθ −cosθ −tanθ 

π + θ −sinθ −cosθ tanθ 

3π

2
− θ −cosθ −sinθ cotθ 

3π

2
+ θ −cosθ sinθ −cotθ 

2π − θ −sinθ cosθ −tanθ 
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ตัวอย่ำง 5.3.7       ถ้า            z1    =   6(cos
𝜋
2
 + i sin

𝜋
2
)   และ   z2  =  3(cos

𝜋
6
 + i sin

𝜋
6
) 

จงหา z1 z2 และ 
z1 

z2
  

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 
ทฤษฎีบท 5.3.2  ถ้า  n   เปน็จ านวนเต็มบวก  จะได้ว่า 
  [r(cosθ + i sinθ)]n  =  rn(cos nθ + i sin nθ) 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 นิยมเรียกทฤษฎีบท 5.3.2 ว่าทฤษฎีบทของเดอมัวฟ์  (De Moivre’s theorem)  
 
ตัวอย่ำง 5.3.8   จงหาค่าของ  (1 + i)6 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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ตัวอย่ำง 5.3.9   จงหาค่าของ  (cosθ + i sinθ)3 
วิธีท ำ โดยทฤษฎีบททวินาม (Binomial Theorem) จะได้ว่า 
 (cosθ + i sinθ)3 =    cos3θ + 3i cos2θ sinθ + 3i2cosθ sin2θ + i3sin3θ 
    =    cos3θ + 3i cos2 θsinθ − 3cosθ sin2θ − i sin3θ 
    =    cos3θ − 3cosθ sin2θ + i (3cos2θ sinθ − sin3θ) 

แต่โดยทฤษฎีบทของเดอมัวฟ์  (De Moivre’s theorem) จะได้ว่า 
 (cosθ + i sinθ)3 =     cos3θ + i sin3θ 
 ดังนั้น       cos3θ =    cos3θ − 3cosθ sin2θ  
      sin3θ =     3cos2θ sinθ − sin3θ 
จะได้ว่า (cosθ + i sinθ)3 =    cos3θ − 3cosθ sin2θ + i (3cos2θ sinθ − sin3θ) 
 

ตัวอย่ำง 5.3.10     จงหาค่าของ    
1

r(cosθ+i sinθ)
 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
 
ทฤษฎีบท 5.3.3  ถ้า  n   เปน็จ านวนเต็มบวก  จะได้ว่า 
  [r(cosθ + i sinθ)]−n  =  r−n[cos (−nθ) + i sin (−nθ)] 
พิสูจน์ จะพิสูจน์โดยใช้หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ 

(1)   กรณ ี n =  1  เป็นจริงโดยตัวอย่าง 5.3.10 
(2)   สมมุติว่ากรณี  n =  k  เป็นจริง นั่นคือ    
 [r(cosθ + i sinθ)]−k  =  r−k[cos (−kθ) + i sin (−kθ)] 

จะพิจารณากรณ ี  n =  k +  1 
        [r(cosθ + i sinθ)]−(k+1)  
 =    [r(cosθ + i sinθ)]−k[r(cosθ + i sinθ)]−1  
 =    r−k[cos (−kθ) + i sin (−kθ)] r−1[cos (−θ) + i sin (−θ)]        
 =    r−k−1[cos (– kθ − θ) + i sin (– kθ − θ)]  
 =    r−(k+1)[cos (– (k + 1)θ) + i sin (– (k + 1)θ)] 

นั่นคือเป็นจริงกรณี  n =  k +  1  ดังนั้นโดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ สรุปได้ว่าเป็น
จริงส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  ทุกตัว 
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ถ้า A เป็นจ านวนเชิงซ้อน และ n เป็นจ านวนเต็มบวก ต้องการหารากของสมการ  zn = A          
ถ้าเขียน  z  และ  A  ในรูปพิกัดเชิงขั้ว โดยให้ 

  z  =   p(cosθ + i sinθ)   
และ A  =   r(cosβ + i sinβ)  
สมการ  zn = A  จะกลายเป็น 

 pn(cos nθ + i sin nθ)   =   r(cosβ + i sinβ) 
 ดังนั้น       pn =   r  และ               nθ  =   β + 2k𝜋    ,      k ∈  1         

เพราะฉะนั้น  p  =   p
1
n  และ  θ  =   

β
n
 + 2k𝜋

n
    

 จุด   z =  (p, θ)   ในระนาบเชิงซ้อนแตกต่างกันเมื่อ  k =  0, 1, . . . , n − 1   เพราะ
ผลต่างของแต่ละคู่น้อยกว่า  2𝜋 

ถ้า   m  เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ m =  nq +  k   , 0 ≤  k ≤  n  ดังนั้นผลต่างของ

มุม    
β

n
 +

2m𝜋

n
    และมุม   

β

n
 +

2k𝜋

n
  จะเท่ากับผลคูณของ 2𝜋  เพราะฉะนั้นรากท่ีแตกต่าง

กันจะมี  n  ค่าดังนี้ 

 p
1
n [cos (

β
n
 + 2k𝜋

n
) + i sin (

β
n
 + 2k𝜋

n
)]    ,      k =  0, 1, . . . , n − 1  

 
ตัวอย่ำง 5.3.11  จงหารากของสมการ z2  =  −2 − 2√3 i 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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ตัวอย่ำง 5.3.12  จงหารากท่ี  3  ของ  i 

………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
………………………….……………………………………………………………………………………… 
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แบบฝึกหัด 5.3 

1.  ถ้า z1  =   4 (cos
𝜋
3

+ i sin
𝜋
3
) 

 z2  =   2 (cos
𝜋
6

+ i sin
𝜋
6
) 

 จงหา  
1

z1
  ,   

z1
2

z2
  และ  

z2
3

z1
   

 
2.  จงหาค่าสัมบูรณ์และอาร์กิวเมนต์หลักของจ านวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ 

(1)   3 [cos
𝜋
2

+ i sin
𝜋
2
]    

(2)   5 [−cos
𝜋
3

+ i sin
𝜋
3
]    

(3)   −7 [cos
𝜋
4

+ i sin
𝜋
4
]    

(4)   9 [cos
𝜋
6

− i sin
𝜋
6
]    

(5)   −2[cos𝜋 + i sin𝜋]    
(6)   4 [sin

𝜋
6

+ i cos
𝜋
6
]    

(7)   13 [−sin
𝜋
3

+ i cos
𝜋
3
]    

(8)   6 [sin
𝜋
4

− i cos
𝜋
4
]    

(9)   −5 [sin
𝜋
4

+ i cos
𝜋
4
]    

(10)   2 [−sin
3𝜋
2

+ i cos
3𝜋
2

]    
(11)   3 [sin

𝜋
5

− i cos
𝜋
5
]    

(12)   4 [−cos
𝜋
8

− i sin
𝜋
8
]    

(13)   2 + 2i    
(14)   −1 + √3 i    
(15)   − i

2−2√3
    

(16)   
1 + i

1 − i
    

 
3.  จงหารากของสมการ 

(1)  x2 + 25   =       0 
(2) x2 − 3x + 8   =       0 
(3) x2 − i x + 2   =       0 
(4) x2 + i x + 2   =       0 
(5) x2 − 5i x + 14  =       0 

 
4.  m จะต้องมีค่าเป็นเช่นไร เพ่ือที่จะให้สมการ  x2 − mx + 4  มีรากเป็นจ านวนเชิงซ้อน และ
ไม่ใช่จ านวนจริง 
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5.  ถ้า  m  เป็นจ านวนจริง สมการ  3x2 + 5x + 1 − m2 จะมีรากเป็นจ านวนจริงหรือไม่ 
 
6.  จงหาค่าของ 

(1) (1 − i)6 
(2) (1 − i √3)5 
(3) (√2 − i√2)4 

 
7.  จงหารากของสมการต่อไปนี้ 

(1) x3   =   27i 
(2) x3   =   −27i 
(3) x3   =   64 
(4) x3   =   −64  
(5) x4   =   −4 
(6) x4   =   −25i 
(7)   x2   =   

1 + i
√2

 

 
8.  จงหารากที่ 3 ของ i 
9.  จงหารากท่ี 5 ของ 22 
10.  จงหารากท่ี 4 ของ −1 − i √3  
11.  จงหารากท่ี 4 ของ 2 + 2i 
12.  จงหารากท้ังสามของสมการ  z3 + z2 + z + 1 = 0 
13.  ถ้า            z  =     x + iy 
      นิยาม  gz   =   gx(cos y + i sin y)  
      ถ้า    z1  และ   z2  เป็นจ านวนเชิงซ้อน  จงพิสูจน์ว่า 

(1) ถ้า  x  เป็นจ านวนจริง 

  cos  x  =    
gix + g−ix

2
 

  sin  x =    
gix− g−ix

2i
 

(2)     gz1gz2   =    gz1+z2 
(3)           gz   ≠    0 
(4) ถ้า  x  เป็นจ านวนจริง    |gix|  =  1 
(5)               gz  =    1     ก็ต่อเมื่อ   z  =    2𝜋ni    ,   n   เป็นจ านวนเต็ม 
(6)          gz1  =    gz1  ก็ต่อเมื่อ   z1 − z2  =    2𝜋ni    ,   n   เป็นจ านวนเต็ม 
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5.4   รำกที่ n ของยุนิต ี
 จุดทั้งสามต่อไปนี้คือ จุดยอดของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าซึ่งล้อมรอบด้วยวงกลมซึ่งมีจุด
ศูนย์กลางที่ (0, 0)  และรัศมีเท่ากับ 1 

 
 เนื่องจาก 1 =   cos0 +  i sin0   ดังนั้นรากที่  n  ของ  1  คือ  
  cos

2k𝜋
n

 +  i sin
2k𝜋
n

   ,    k =  0, 1, 2, … , (n − 1) 

 ถ้าเราให ้  w =  cos 2𝜋
n

 +  i sin
2𝜋
n

  รากที่  n  ของ  1   ได้แก่  w, w2, w3, … ,wn 
เรียกรากเหล่านี้ว่า  รากที ่ n  ของยุนิตี  (nth root of unity) 
 
ตัวอย่ำงที่ 5.4.1  จงหารากของสมการ  x4 = 1 
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5.5   รำกพริมิตีฟที ่ n  ของ  1 
 
บทนิยำม 5.5.1  จ านวนเชงิซ้อน  z  จะเป็นรากพริมิตีฟที่ n  ของ 1  (primitive  nth  root  

 of  unity)  ก็ต่อเมื่อ  zn =  1   และ   zm  ≠   1   ถ้า  0 <  m <  n      ,    m , n ∈   z+ 

 
ตัวอย่ำงที ่5.5.1  รากที่  4  ของ  1  คือ  i , − i ,   1  และ  −1  รากพริมิตีฟที่ n  ของ 1  คือ 
 i   และ – i  
 

ในทฤษฎีต่อไปนี้  r  หมายถึง  cos 2𝜋
n

 +  sin
2𝜋
n

       
 

ทฤษฎีบท 5.5.1  ถ้า  (k, n)  =  d   จะได้  rk  เป็นรากพริมิตีฟที่   
n

d
   ของ  1 

พิสูจน์ ให้  k = k1d  และ  n =  n1d 

จะได้  (k1,  n1)   =    1 

         rk   =    cos 
2k1d𝜋

n1d
+  i sin 

2k1d𝜋

n1d
             

                       =    cos 
2k1𝜋

n1
 + i sin 

2k1𝜋

n1
 

ดังนั้น  rk  เป็นรากที่  n1  =   
n

d
   ของ  1  เพราะว่า 

                   (rk)n1  =    cos 2k1𝜋 +  i sin 2k1𝜋 
                                       =    1  

 rk เป็นรากพริมิตรีฟที่  
n

d
  ของ  1  เพราะถ้า 

   (rk)
m

  =   1 

                                            =    cos 
2mk1𝜋

n1
  +  i sin 

2mk1𝜋

n1
 

จะได้     
k1m

n1
    เป็นจ านวนเต็ม  

        เนื่องจาก  (n1,   k1)  =  1    ดั้งนั้น    n1    หาร   m   ลงตัว 
เพราะฉะนั้น  m  เป็นผลคูณของ  n1 
ดั้งนั้นค่าที่น้อยที่สุดของ  m  ซ่ึง   (rk)m  =   1    คือ   n1  

 
ทฤษฎีบท 5.5.2  rk  เป็นรากพริมิตีฟที่  n  ของ  1  ก็ต่อเมื่อ (k, n)   =   1 

พิสูจน์   (1)   ถ้า    (k, n)   =   1    โดยทฤษฎีบท 5.5.1    rk   เป็นรากพริมิตีฟที่  
n

1
  =   n    

ของ  1 
        (2)   ถ้า  rk  เป็นรากพริมิตีฟที่  n  ของ  1  และ (k, n)  =  d  ≠  1   โดยทฤษฎีบท  
5.5.1  จะได้ว่า   rk  เป็นรากพริมิตีฟที่  

n

d
  ของ  1   นั่นคือ  (rk)

n

d  =  1   ซึ่งขัดกับสมมุติฐาน 

ว่า  rk  เป็นรากพริมิตีฟที่  n  ของ  1  
เพราะฉะนั้น    (k, n)    =   1 
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ตัวอย่ำง 5.5.2  เนื่องจาก  (1, 3) =  1  และ  (2, 3) =  1   ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 5.5.2  ราก 
พริมิตีฟที่  3  ของ  1  คือ 
             r     =    cos

2𝜋
3

+ i sin
2𝜋
3

 

  =    
1

2
+ i

√3

2
 

       r2    =    cos
4𝜋
3

+ i sin
4𝜋
3

 

  =    − 1
2

− i
√3
2

 
             
ทฤษฎีบท 5.5.3  ถ้า  S  เป็นรากพริมิตีฟที่  n  ของ  1  และ  (k, n) =  d   จะได้ว่า  Sk  เป็น

รากพริมิตีฟที่  
n

d
  ของ  1  

พิสูจน์ เนื่องจาก  S  เป็นรากที่  n  ของ  1  ดังนั้น  S  =  rt  , t  ϵ  Z+ 
          เนื่องจาก  S =  rt  เป็นรากพริมิตีฟที่  n  ของ  1  โดยทฤษฎีบท 5.5.2  จะได้ว่า
 (t, n)  = 1  

 ดังนั้น  Sk =  rth  และ (tk, n) =  d   

            เพราะฉะนั้น    Sk =  rth  เป็นรากพริมิตีฟที่   
n

d
   ของ  1  โดยทฤษฎีบท 5.5.1   

 
ทฤษฎีบท 5.5.4  เซตของรากที่ m  ของ 1  จะเป็นสับเซตของรากที่ n  ของ 1   ก็ต่อเมื่อ  m  

หาร  n  ลงตัว 
พิสูจน์  (1)   ถ้า  m  หาร  n  ลงตัว  , n  =   mk   และ  (k, n)   =   k ,   k  ϵ  Z+   

ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 5.5.1   rk  เป็นรากพริมิตีฟที่  
n

k
  =  m  ของ  1 

เพราะฉะนั้น    rk ,   r2k , … , rmk      ต่างก็เป็นรากที่ m  ของ  1 
เพราะว่า       (rjk)m   =  (rkm)j  =  1      ,    j =  1 , 2, . . . , m 

ดังนั้น  เซตของรากท่ี  m  ของ  1  เป็นสับเซตของรากท่ี  n  ของ  1   
     (2)   สมมุติว่าเซตของรากท่ี  m  ของ  1  เป็นสับเซตของเซตของรากที่  n  ของ  1 

        จะได้ว่า  รากพริมิตีฟที่  m  ของ  1  คือ  cos 
2𝜋

m
  +  i sin  

2𝜋

m
  =    rt 

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 5.5.1 ถ้า  (t, n) =  d     rt  เป็นรากพริมิตีฟที ่
n

d
   ของ  1 

เพราะฉะนั้น    
n

d
   =   m   และ   n  =   md 
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แบบฝึกหัด 5.4 
1.  จงหารากท่ี  3  ของยุนิตี 
2.  จงหารากที่  6  ของยุนิตี 
3.  จงหารากที่  8  ของยุนิตี 
4.  จงแก้สมการ  z2 + 1 =  0 
5.  จงหารากพริมิตีฟที่  4  ของ  1 
6.  จงหารากพริมิตีฟที่  6  ของ  1 
7.  จงหารากพริมิตีฟที่  8  ของ  1 
8.  จงหารากพริมิตีฟที่  12  ของ  1 
9.  จงหารากพริมิตีฟที่  5  ของ  1 
10.  จงหารากพริมิตีฟที่  7  ของ  1 
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