
บทที่  6 
การหาผลเฉลยโดยใช้โปรแกรมส าเร็จรูปทางคณิตศาสตร์ 

 
 ในการจัดการเรียนการสอนในรายวิชาระบบจ านวนนั้น เราจะสังเกตเห็นว่าในเนื้อหาบางส่วน 
เช่น  ทฤษฎีบท หรือตัวอย่างที่ยาก ๆ  เวลาที่เราพิสูจน์ หรือค านวณนั้น เราอาจจะต้องใช้เวลามาก ๆ 
แสดงขั้นตอนการท าเยอะๆ  ซึ่งจะท าให้เกิดความผิดพลาดได้ง่าย  ส าหรับในการแก้ปัญหานี้ เราจะใช้
โปรแกรมส าเร็จรูปทางคณิตศาสตร์เข้ามาช่วย  ซึ่งโปรแกรมส าเร็จรูปทางคณิตศาสตร์นั้น ก็มีมากมาย
หลายโปรแกรม แต่ในที่นี้ เราจะใช้โปรแกรม Maple ช่วยในการหาค าตอบ 
 
โปรแกรม Maple 
 โปรแกรม  Maple  เป็นโปรแกรมทางคณิตศาสตร์  ที่มีความสามารถในการค านวณสูง  และ
นิยมใช้งานกันมากอีกโปรแกรมหนึ่งซ่ึงสามารถค านวณแบบเครื่องคิดเลขหรือใช้ในการเขียนโปรแกรม
ประยุกต์ใช้งานได้ ความสามารถที่เหมือนหรือที่แตกต่างระหว่าง  Maple  กับโปรแกรมอ่ืน ๆ สรุปได้
ดังนี้ 

1.  Maple แสดงผลทศนิยมได้หลายต าแหน่งตามความต้องการด้วยค าสั่ง Digit = n 
2.  ค าสั่งการท างานของ Maple  ต้องพิมพ์ Prompt ที่มีสักษณะรุปแบบเป็น “ > …” 
3.  การค านวณบางอย่าง  เช่น  การท างานด้าน Graphics  ต้องมีการเรียก Package  หรือ

โปรแกรมย่อยส าหรับการท างานนั้นขึ้นมาก่อน  เช่น ใช้ค าสั่ง with (plots) เรียก Package  ของการ
เขียนกราฟค าสั่ง with (linaly)  เรียก Package ของการค านวณเก่ียวกับเวกเตอร์เมทริกซ์ อยากรู้ว่า 
Maple มี Package อะไรบ้างให้พิมพ์ ?Packages ทั้งหมดของ Maple 

4.  การปรับเปลี่ยนรูปแบบการแสดงผลของกราฟ ใช้ค าสั่งหรือคลิกท่ีรูปกราฟก็จะมีเมนูบาร์
ของการปรับเปลี่ยนรูปแบบขึ้นมาใช้ เราใช้ในการปรับเปลี่ยนรูปแบบของกราฟ 

5.  สามารถขอความช่วยเหลือจากโปรแกรมได้อย่างรวดเร็ว  เช่น  หากเราสงสัยความหมาย
ขอค าสั่ง plot ก็ให้พิมพ์ ?plot แล้วกด Enter ก็จะได้ค าอธิบายต่าง ๆ ของค าสั่ง plot 

6.  มีค าสั่งที่ผู้สอนระบบจ านวนต้องชอบ  เช่น  การหาตัวหารร่วมมาก ตัวคูณร่วมน้อย การ
แก้อสมการ  มอดุโล  และการหาอาร์กิวเมนต์ เป็นต้น 
 7.  สามารถเขียนกราฟของจ านวนเชิงซ้อนในสองมิติ และสามมิติได้ 
 

ในการเขียน File extension ของ Maple ก าหนดดังนี้ 
File extension  Description 
.nws   Maple worksheet format 
.tex   Latex document 
.txt   plain ASCII text 
.html , .htm  Hyper text 
.rtf   Rich text format 
.mpl   Maple input 
.maplet  Maplet 
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6.1  ส่วนประกอบของโปรแกรม Maple 
 เมื่อเราเรียกใช้งานโปรแกรม จะปรากฏหน้าต่างแสดงพื้นที่  โดยถูกแบ่งออกเป็น 3 ส่วน  ซ่ึง 
ประกอบด้วย 

1. กล่องเครื่องมือ  (Tool  Box)  เป็นกล่องท่ีรวบรวมเครื่องมือที่ใช้ในการเขียนรูปของสม- 
การ หรือสร้างสมการของฟังก์ชันต่าง ๆ ทางคณิตศาสตร์ 

2. แถบรายการ  (Manu  Bar)  เป็นแถบที่รวบรวมรายการของเครื่องมือ  หรือค าสั่งที่ใช้ใน 
โปรแกรม  Maple 

3. แผ่นการแสดงผล  (Display)  เป็นเนื้อที่ว่างที่ใช้ส าหรับเขียนสมการ วาดรูป เป็นต้น 
แสดงดังรูปต่อไปนี้ 
 

 

 
 

เนื่องจากส่วนประกอบทั้งหมดของโปรแกรม  Maple  นั้นมีมากมาย แต่ในที่นี้  ผู้เขียนจะขอ
กล่าวถึงเฉพาะส่วนประกอบส าหรับที่ต้องใช้ในบทเรียนนี้เท่านั้น ซึ่งประกอบด้วย  
ส่วนที่ 1 กล่องเครื่องมือ (Tool  Box)   
 

 
รายการที่ชื่นชอบ 

 

 
ระบบปฏิบัติการเหนือเมฆ (ประวัติการเรียกใช้งานของโปรแกรม Maple) 
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การป้อนค าสั่งด้วยการเขียน   นิพจน์ 

    
 
 
   

    
  การเปลี่ยนหน่วย(SI)    การเปลี่ยนหน่วย(FPS) 
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สัญลักษณ์ท่ีพบบ่อย    เมทริกซ์ 
 
 
 
 
 

 

    
รูปภาพเสริม     สัญลักษณ์กรีก 
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ลูกศร      ความสัมพันธ์ทั่วไป 

 
 
 
 

    
ความสัมพันธ์ในเชิงจ านวนเต็ม   ความสัมพันธ์ในเชิงปฏิเสธ 

 



136 
 

    
ตัวด าเนินการขนาดใหญ่    ตัวด าเนินการ 
 
 
 
 

    
สัญลักษณ์หน้าเปิด    สัญลักษณ์ เฟรกเทอร์ 

 



137 
 

    
สัญลักษณ์ สคริปต์    สัญลักษณ์  เบ็ดเตล็ด 

 
ส่วนที่ 2 แถบรายการ (Manu  Bar)   

  
ไฟล์      แก้ไข 
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ซ่อน/แสดง      แทรก 
 
 
 

      
ตาราง        การวาดภาพ 

 
 
 

      
การลงจุด    สเปรดชีท 
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จัดรูปแบบ      เครื่องมือ 
 
 
 
 
 

  
หน้าต่าง      ช่วยเหลือ 
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สร้างไฟล์ใหม่    เปิดไฟล์             บันทึกแฟ้มที่ใช้งานอยู่ 
 
 

                      
พิมพ์      แสดงตัวอย่างก่อนพิมพ์        ตัดส่วนที่เลือกไปยังคลิปบอร์ด 
 
 

   
คัดลอกส่วนที่เลือกไปยังคลิปบอร์ด   วางเนื้อหาของคลิปบอร์ดไปยังแผ่นงาน 
 
 

         
ยกเลิกการด าเนินการล่าสุด        แทรกตัวด าเนินการของโปรแกรม   
 
 

         
ท าซ้ าการด าเนินการที่ยกเลิกล่าสุด         แทรกข้อความ 
 
 

   
เลือกท าในส่วนย่อย    ลบการเลือกท าในส่วนย่อย 
 
 

 
   ย้อนกลับไปดูแผ่นงานใน Hyperlink History 

 
 

 
      ดูแผ่นงานใน Hyperlink History อันถัดไป 
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ด าเนินการทั้งแผ่นงาน    ด าเนินการเฉพาะกลุ่มที่เลือก 

 

               
ยกเลิกส่วนที่ก าลังด าเนินการ              แก้ไขส่วนที่ก าลังด าเนินการ        เริ่มต้น server โปรแกรม    
 

                     
  ซูม 100%               ซูม 150%     ซูม 200%               เปิดระบบช่วยเหลือ 
  
   
ส่วนที่ 3 แผ่นการแสดงผล  (Display)   
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ค าสั่งที่ส าคัญ ได้แก่ 
 

สัญลักษณ์ ความหมาย 
+ บวก 
- ลบ 
* คูณ 
/ หาร 
^ ยกก าลัง 

abs ค่าสัมบูรณ์ 
sqrt(…) สแคร์รูท 

gcd หารร่วมมาก 
lcm คูณร่วมน้อย 

ifactor(…) ผลคูณของจ านวนเฉพาะ 
divisor(…) ตัวประกอบ 
solve(...) การแก้สมการ , อสมการ 

argument(..) อาร์กิวเมนต์ 
Re(…) ส่วนจริง 
Im(…) ส่วนจินตภาพ 

…mod … มอดึโล 
conjugate(..) สังยุค 

 
 
 

6.2 การหาผลเฉลยเบื้องตน้ 
 6.2.1  การบวก ลบ คูณ และหารของจ านวนจริง 
 เป็นที่ทราบว่ากันดีว่า การบวก ลบ คูณและหารของจ านวนจริงนั้น เป็นการด าเนินการทาง
คณิตศาสตร์ที่ดูเหมือนง่ายมาก แต่ถ้าเราเจอตัวเลขที่ยาก ๆ แล้วเราอาจเสียเวลาในการค านวณหรือ
ท าให้เกิดการค านวณผิดพลาดได้  แต่ถ้าเราใช้โปรแกรม  Maple  เข้ามาช่วยในการค านวณแล้ว จะ
สามารถท าให้เราค านวณได้รวดเร็วและแม่นย ามากขึ้น เช่น 
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ตัวอย่างที่ 6.2.1.1 จงหาค่าของ 1257 + 685  
วิธีที ่1  

 
 
วิธีที ่2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  1257 + 685  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบคือ  1942  
(ดังรูปที่ 1.1) 

 

 
รูปที่ 1.1 

 
 
 
 
 
 

1942

685

+
1257
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ตัวอย่างที่ 6.2.1.2 จงหาค่าของ |−1257| − 685  
วิธีที ่1 พิจารณา  |−1257| = 1257    จะได้ว่า 

 
 
วิธีที ่2 ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   
    ให้เราพิมพ์ (code)  abs(−1257) − 685  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบคือ  572   

(ดังรูปที่ 1.2) 
 

 
รูปที่ 1.2 

 
 
 
 
 
 

572

685
-

1257
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ตัวอย่างที่ 6.2.1.3 จงหาค่าของ 1257 ×  685 
วิธีที ่1 

 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   
    ให้เราพิมพ์ (code)  1257 ∗ 685  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบคือ  861045   

(ดังรูปที่ 1.3) 
 

 
รูปที ่1.3 

 
 
 

+

7542

10056

6285

861045

685

x
1257
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ตัวอย่างที่ 6.2.1.4 จงหาค่าของ √158,155,776  ÷ 12 
วิธีที่ 1 พิจารณา  √158,155,776    =   12,576   จะได้ว่า 

 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   
    ให้เราพิมพ์ (code)  sqrt(158155776)/12  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบคือ  1048   

(ดังรูปที่ 1.4) 
 

 
รูปที ่1.4 

 
 

0

-
96

96

-
48

057

12

1048

12576
-

12
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6.2.2   หารร่วมมาก และคูณร่วมน้อย 
 ตัวหารร่วมมาก และตัวคูณร่วมน้อยในทางคณิตศาสตร์นั้น  นับว่าเป็นพื้นฐานส าคัญอีกอย่าง
หนึ่ง และเราสามารถน าตัวหารร่วมมากและตัวคูณร่วมน้อยไปใช้ในการแก้ปัญหาเกี่ยวกับคณิตศาสตร์
ขั้นสูงไดเ้ป็นอย่างมาก ตัวอย่างการหาตัวหารร่วมมาก และตัวคูณร่วมน้อย เช่น 
 
ตัวอย่างที่ 6.2.2.1 จงหาตัวหารร่วมมากของ 125  และ  75 
วิธีที่ 1  

 
 ดังนั้น ห.ร.ม. คือ 5 × 5 หรือ 25 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   
    ให้เราพิมพ์ (code)  gcd(125,75)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบคือ  25   

(ดังรูปที่ 2.1) 
 

 
รูปที ่2.1 

 

35

25 155

5 75125
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ตัวอย่างที่ 6.2.2.2 จงหาตัวคูณร่วมน้อยของ 124 , 120 , 96  และ  72 
วิธีที่ 1  

 
 ดังนั้น ค.ร.น. คือ 1 ×  23  ×  32  × 4 × 52  × 31 หรือ 223,200 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   
    ให้เราพิมพ์ (code)  lcm(124,120,100,96,72)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ 
   223200   (ดังรูปที่ 2.2) 
 

 
รูปที ่2.2 

 
 
 

34531 1

3 331 5 12 9

1824531 62

5 3031 25 24 18

3648

7296

50

100

62 602

2 120124
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6.2.3   ผลคูณของจ านวนเฉพาะ 
 ในการเขียนตัวเลขของจ านวนจ านวนหนึ่งให้อยู่ในรูปของผลคูณของจ านวนเฉพาะนั้น นับว่า
เป็นการจัดรูปแบบของจ านวนนั้นให้อยู่ในรูปอย่างง่าย และสะดวกต่อการพิสูจน์ในหลายๆ ทฤษฎีบท 
เช่น ทฤษฎีบทที่เกี่ยวกับการหารลงตัว เป็นต้น 
 
ตัวอย่างที่ 6.2.3.1 จงเขียน  12336  ให้อยู่ในรูปของผลคูณของจ านวนเฉพาะ 
วิธีที่ 1 จาก 12336      =     2 ×  2 ×  2 ×  2 ×  3 ×  257 
 จะได้ว่า                 =     24(3)(257) 

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  ifactor(123336)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  24(3)(257)   
(ดังรูปที่ 3.1) 

 

 
รูปที ่3.1 
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ตัวอย่างที่ 6.2.3.2 จงเขียน  303,157  ให้อยู่ในรูปของผลคูณของจ านวนเฉพาะ 
วิธีที่ 1 จาก 303,157  =     303,157 
 จะได้ว่า                  =     303,157  

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   
    ให้เราพิมพ์ (code)  ifactor(303157)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  303157    

(ดังรูปที่ 3.2) 
 

 
รูปที ่3.2 

 
 
 
 
6.2.4   การแก้สมการ และการแก้อสมการ 
 การแก้สมการนับว่าเป็นหัวใจส าคัญของคณิตศาตร์เลยก็ว่าได้  เพราะเราจะสังเกตเห็นได้ว่า 
ไม่ว่าเราจะเรียนวิชาอะไรที่เกี่ยวกับคณิตศาตร์  เราจะเจอปัญหาเกี่ยวกับการแก้สมการทุกครั้ง  และ
ในการแก้สมการที่มีตัวเลขมาก ๆ หรือเป็นสมการยาก ๆ  เราอาจจะต้องเสียเวลา หรือท าให้เกิดการ
ค านวณผิดพลาดได้ง่าย ส าหรับในการแก้ปัญหานี้  เราจะใช้โปรแกรม Maple ช่วยในการหาค าตอบ 
เพ่ือจะท าให้ประหยัดเวลา และเกิดความแม่นย ามากยิ่งขึ้น 
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ตัวอย่างที่ 6.2.4.1 จงหาค าตอบของสมการ    x2  +  5x −  14  =   0 
วิธีที่ 1 เนื่องจาก  x2  +  5x − 14 =       (x −  2)(x +  7) 
 จะได้ว่า  (x −  2)(x +  7) =    0 
 ดังนั้น (x − 2)   =   0 หรือ    (x + 7)   =    0 
           x  =   2 หรือ                 x  =   −7 
 เพราะฉะนั้น ค าตอบของสมการ    x2  +  5x −  14  =   0   คือ   2, −7 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   
    ให้เราพิมพ์ (code)  solve(x2 + 5x − 14, x)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  2, −7    

(ดังรูปที่ 4.1) 
 

 
รูปที ่4.1 

 
ตัวอย่างที่ 6.2.4.2 จงหาค าตอบของสมการ  | x2 − x − 6 |   =  x + 2  
วิธีที่ 1 กรณีแรก            x2 − x − 6    <     0 

จาก                      | x2 − x − 6 |    =     x + 2 

จะได้ว่า     −(x2 − x − 6)    =     x + 2 
                                    −x2 + x + 6   =     x + 2      
                                           −x2    =   −4 
                 x2    =     4 
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                                                        x     =     2     หรือ    x  =  −2 

   เมื่อ  x =  2    จะได้ว่า   x2 − x − 6 =  −2 

    เมื่อ  x =  −2 จะได้ว่า   x2 − x − 6 =   0 

ดังนั้น ค าตอบในกรณีนี้คือ  4  เท่านั้น 

กรณีที่สอง        x2 − x − 6    ≥     0 

จาก             | x2 − x − 6 |    =     x + 2 
                       x2 − 2x − 8   =     0 
          (x − 4)(x + 2)    =     0 

                                                        x     =     4     หรือ    x  =  −2 

   เมื่อ  x =  4    จะได้ว่า   x2 − x − 6 =  6 

    เมื่อ  x =  −2 จะได้ว่า   x2 − x − 6 =   0 

ดังนั้นค าตอบในกรณีนี้คือ  4  และ  −2  

เพราะฉะนั้นค าตอบของสมการ  | x2 − x − 6 |   =   x + 2   คือ  4, −2, 2 

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  solve(abs(x2 − x − 6) =  x + 2 , x)  แล้วกด  Enter จะได้
ค าตอบ คือ  4, −2, 2   (ดังรูปที่ 4.2)  
 

 
รูปที ่4.2 
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ตัวอย่าง 6.2.4.3  จงหาเซตค าตอบของอสมการ   |4x −  9|   ≤   |6x +  7| 

วิธีที่ 1            |4x −  9|    ≤    |6x +  7| 
              |4x −  9|2   ≤   |6x +  7|2 

               (6x +  7)2 – (4x − 9)2   ≥    0 

       [(6x +  7) – (4x − 9)][(6x +  7)  +  (4x − 9) ]    ≥   0 

           (2x + 16)(10x − 2)    ≥    0 

            2(x + 8) 10(x −
1
5

)    ≥    0    

               20(x + 8)(x −
1
5

)    ≥    0    

                   (x + 8)(x −
1
5

)    ≥    0    

 รากของสมการ    (x + 8) (x −
1
5

)  =  0  คือ  −8   และ  
1

5
 

ดังนั้นเซตค าตอบของอสมการ  (x + 8) (x −
1
5

)   ≥    0    คือ   (−∞, −8] ∪ [
1
5

, ∞) 

นั่นคือเซตค าตอบของอสมการ  |4x −  9|   ≤   |6x +  7|  คือ   (−∞, −8] ∪ [
1
5

, ∞) 
  

วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า  
ให้เราพิมพ์ (code)  solve(abs(4x − 9) ≤ abs(6x +  7) , x)  แล้วกด  Enter จะได้
ค าตอบ คือ  RealRange (

1
5

, ∞) , RealRange(−∞, −8)    (ดังรูปที่ 4.3)  
 

 
รูปที ่4.3 
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ตัวอย่าง 6.2.4.4  จงหาเซตค าตอบของอสมการ  | 3x−2
x−7

 |   <   4 

วิธีที่ 1   | 
3x−2
x−7

 |   <   4 

     −4  <   
3x−2
x−7

  <   4 

 
กรณีแรก   x − 7  >   0 

จะได้           −4(x − 7)   <  3x − 2  <   4(x − 7) 
จากอสมการข้างซ้ายจะได้   −4(x − 7)   <  3x − 2             
                                   −4x + 28  <  3x − 2   
                                                            30  <   7x   
                                                       

30

7
  <   x  

จากอสมการข้างขวาจะได้            3x − 2  <   4(x − 7) 
                    3x − 2  <   4x − 28 
                       26  <    x 

ดังนั้นกรณีแรกนี้  x >  7   และ  x >  
30
7

   และ   x >  26 
เพราะฉะนั้นเซตค าตอบของกรณีแรก คือ  (26, ∞) 

 
กรณีที่สอง x − 6  <  0 

จะได้           −4(x − 7)   >  3𝑥 − 2  >   4(x − 7) 
จากอสมการข้างซ้ายจะได้   −4(x − 7)   >  3x − 2             
                                   −4x + 28  >  3x − 2   
                                                            30  >   7x   
                                                       

30

7
  >   x  

จากอสมการข้างขวาจะได้            3x − 2  >   4(x − 7) 
                    3x − 2  >   4x − 28 
                       26  >    x 

ดังนั้นกรณีแรกนี้  x < 7   และ  x <  
30
7

   และ   x <  26 

เพราะฉะนั้นเซตค าตอบของกรณีแรก คือ  (−∞,
30
7

) 

ดังนั้นเซตค าตอบของสมการคือ  | 3x−2
x−7

 |   <   4  คือ  (−∞,
30
7

)  ∪  (26, ∞) 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  solve(abs((3x − 2)/(x − 7) <  4 , x)  แล้วกด  Enter จะได้

ค าตอบ คือ  RealRange (−∞, open (
30
7

)) , RealRange(open(26), ∞)     

(ดังรูปที่ 4.4) 
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รูปที ่4.4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



156 
 

6.2.5   มอดุโล (modulo) 
 มอดุโล  (modulo)  เป็นกระบวนการแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ที่ เป็นที่นิยมกันอย่างแพร่ 
หลาย  แตใ่นทีน่ี้เราจะใช้ มอดุโล  (modulo)  ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทที่เก่ียวกับ  ความสัมพันธ์ของ
คอนกรูเอินซ์  (congruence)  เท่านั้น 
 
ตัวอย่าง 6.2.5.2   50  หาร  710  เหลือเศษเท่าใด 
วิธีที่ 1 เนื่องจาก                           72  ≡  −1 (mod 50)    
                           (72)5  ≡  (−1)5 (mod 50) 
                              710  ≡  −1 (mod 50) 
 แต ่                                               −1 ≡  49 (mod 50) 
 เพราะฉะนั้น                                  710  ≡  49 (mod 17) 

นั่นคือ  50  หาร  710  เหลือเศษ  49 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  710mod 50  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  49    
(ดังรูปที่ 5.1) 
 

 
รูปที ่5.1 
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ตัวอย่าง 6.2.5.2   17  หาร  230  เหลือเศษเท่าใด 
วิธีที่ 1 เนื่องจาก                           24  ≡  −1 (mod 17)    
                           (24)7  ≡  (−1)7 (mod 17) 
                              228  ≡  −1 (mod 17) 
                                         22822  ≡  (−1)(22) (mod 17) 
                         230  ≡  −4 (mod 17) 
 แต ่                                  −4  ≡  13 (mod 17) 

เพราะฉะนั้น                                            230   ≡  13 (mod 17) 
นั่นคือ  17  หาร  230  เหลือเศษ  13 

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  230mod 17  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  13    
(ดังรูปที่ 5.2) 
 

 
รูปที ่5.2 
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ตัวอย่าง 6.2.5.2   127  หาร  565  เหลือเศษเท่าใด 
วิธีที่ 1 เนื่องจาก                           53  ≡  −2 (mod 127)    
                           (53)7  ≡  (−2)7 (mod 127) 
                              521  ≡  −128 (mod 127) 
                                         −128 ≡  −1 (mod 127) 
                                       521  ≡  −1 (mod 127) 
                                (521)3  ≡  (−1)3 (mod 127) 
                                       563  ≡  −1 (mod 127) 
                             563(52)   ≡ (−1)(52) (mod 127) 
                                       565  ≡  −25 (mod 127) 
                                                         −25 ≡  102 (mod 127) 
                                       565  ≡  102 (mod 127) 

นั่นคือ  127  หาร  565  เหลือเศษ  102 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  565mod 127  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  102    
(ดังรูปที่ 5.3) 

 

 
รูปที ่5.3 
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6.2.6   การบวก ลบ คูณ และหารของจ านวนเชิงซ้อน 
 จ านวนเชิงซ้อน  (complex number)   ประกอบด้วย จ านวนจริง (real number)  และ
จ านวนจิตภาพ (imaginary number)  เราจะเห็นว่าสิ่งที่เราเรียกว่า “จ านวน” ทั้งหมดนี้อยู่ในเซต
ของจ านวนเชิงซ้อน (complex number)   
 
ตัวอย่างที่ 6.2.6.1  จงหาค่าของ (2 + 3i)(5 − 9i)  = ? 
วิธีที่ 1    (2 + 3i)(5 − 9i)    =      10 − 18i + 15i − 27i2 
     =      10 − 3i + 27 
     =      37 − 3i 

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  (2 + 3 ∗ I) ∗ (5 − 9 ∗ I)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  37 −

3I   (ดังรูปที่ 6.1) 
 

 
รูปที ่6.1 
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ตัวอย่างที่ 6.2.6.2  จงหาค่าของ   1  + 3 i

5  −  4i
     

วิธีที่ 1       
1  + 3 i

5  −  4i
     =    1  + 3 i

5  −  4i
 ∙   5 + 4i

5 + 4i
 

     =    
5 + 4i +  15i + 12i2

25 + 20i − 20i − 16i2
 

     =    
5 + 19i− 12

25 + 16
 

     =    −7 + 19i
41

 

     =    −
7

41
 +  19

41
i 

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  (1 + 3 ∗ I)/(5 − 4 ∗ I)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  
−

7
41

 +  19
41

I   (ดังรูปที่ 6.2) 
 

 
รูปที ่6.2 
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6.2.7  ส่วนจริง (real part)  และส่วนจิตภาพ (imaginary part) 
 ในระบบจ านวนเชิงซ้อนจะปะกอบด้วย 2 ส่วน คือ ส่วนจริง (real part)  และส่วนจิตภาพ 
(imaginary part) ถ้าเราสามารถแยกได้ว่าส่วนไหนคือส่วนจริง และส่วนไหนคือส่วนจินตภาพ จะท า
ให้เราเข้าใจในระบบจ านวนเชิงซ้อนมากยิ่งขึ้น 
 
ตัวอย่างที่ 6.2.7.1  จงหา  Re  ของ (2 + 3i)(5 − 9i) 
วิธีที่ 1    (2 + 3i)(5 − 9i)    =      10 − 18i + 15i − 27i2 
     =      10 − 3i + 27 
     =      37 − 3i 

 ดังนั้น  Re  ของ (2 + 3i)(5 − 9i)  คือ  37 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  Re((2 + 3 ∗ I) ∗ (5 − 9 ∗ I))  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ 
37   (ดังรูปที่ 7.1) 
 

 
รูปที ่7.1 
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ตัวอย่างที่ 6.2.7.2  จงหา  Im  ของ   1  + 3 i

5  −  4i
     

วิธีที่ 1       
1  + 3 i

5  −  4i
     =    1  + 3 i

5  −  4i
 ∙   5 + 4i

5 + 4i
 

     =    
5 + 4i +  15i + 12i2

25 + 20i − 20i − 16i2
 

     =    
5 + 19i− 12

25 + 16
 

     =    −7 + 19i
41

 

     =    −
7

41
 +  19

41
i 

 ดังนั้น  Im  ของ   1  + 3 i

5  −  4i
    คือ   

19

41
 

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  Im((1 + 3 ∗ I)/(5 − 4 ∗ I)) แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ  
19

41
   

(ดังรูปที่ 7.2) 
 

 
รูปที ่7.2 
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6.2.8   สังยุค หรือ คอนจุเกต (conjugate) ของจ านวนเชิงซ้อน 
สังยุค หรือคอนจุเกต (conjugate) เป็นกระบวนการแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์วิธีหนึ่ง ซึ่งเรา

สามารถน าพื้นฐานนี้ไปประยุกต์ใช้กับเนื้อหาที่เกี่ยวกับคณิตศาสตร์ในหลาย ๆ รายวิชา เช่น แคลคูลัส 
เรขาคณิตวิเคราะห์  สมการเชิงอนุพันธ์  ระบบจ านวน  พีชคณิตเชิงเส้น ฯลฯ 
 
ตัวอย่างที่ 6.2.8.1  จงหา  conjugate  ของ   9 +  6i     
วิธีที่ 1       9 +  6i        =   9 −  6i 
 ดังนั้น  conjugate  ของ   9 +  6i    คือ   9 −  6i 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  conjugate(9 + 6 ∗ I)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ 9 − 6I   
(ดังรูปที่ 8.1) 
 

 
รูปที ่8.1 
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ตัวอย่างที่ 6.2.8.2  จงหา  conjugate  ของ   (2 + 3i)(5 − 9i) 
วิธีที่ 1    (2 + 3i)(5 − 9i)    =      10 − 18i + 15i − 27i2 
     =      10 − 3i + 27 
     =      37 − 3i 

 ดังนั้น  conjugate  ของ (2 + 3i)(5 − 9i)  คือ  37 + 3i 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  conjugate((2 + 3 ∗ I) ∗ (5 − 9 ∗ I))  แล้วกด  Enter จะได้
ค าตอบ คือ 37 + 3I   (ดังรูปที่ 8.2) 
 

 
รูปที ่8.2 
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ตัวอย่างที่ 6.2.8.3  จงหา  conjugate  ของ   1  + 3 i

5  −  4i
     

วิธีที่ 1       
1  + 3 i

5  −  4i
     =    1  + 3 i

5  −  4i
 ∙   5 + 4i

5 + 4i
 

     =    
5 + 4i +  15i + 12i2

25 + 20i − 20i − 16i2
 

     =    
5 + 19i− 12

25 + 16
 

     =    −7 + 19i
41

 

     =    −
7

41
 +  19

41
i 

 ดังนั้น  conjugate  ของ   1  + 3 i

5  −  4i
    คือ   − 7

41
 −  19

41
i 

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  conjugate((1 + 3 ∗ I)/(5 − 4 ∗ I))   แล้วกด  Enter จะได้
ค าตอบ คือ − 7

41
−

19
41

I   (ดังรูปที่ 8.3) 
 

 
รูปที ่8.3 
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6.2.9  ค่าสัมบูรณ์ (Absolute Value) ของจ านวนเชิงซ้อน 
 ค่าสัมบูรณ์ของจ านวนเชิงซ้อนนับว่าเป็นพื้นฐานส าคัญ ในการแก้ปัญหาที่เกี่ยวกับระบบ
จ านวนเชิงซ้อน และสามารถขยายแนวคิดไปสู่ระบบจ านวนเชิงซ้อนที่ซับซ้อนยิ่งขึ้น 
 
 
ตัวอย่างที่ 6.2.9.1  จงหาค่าสัมบูณ์ของ   3 + 4i     
วิธีที่ 1    |3 + 4i|    =    √32 + 42   
    =      √9 + 16 
    =      √25 
    =      5 

 ดังนั้น  ค่าสัมบูณ์ของ  3 + 4i   คือ  5 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  abs(3 + 4 ∗ I)  แล้วกด  Enter จะได้ค าตอบ คือ 5   
(ดังรูปที่ 9.1) 

 

 
รูปที ่9.1 
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ตัวอย่าง 6.2.9.2  จงหาค่าสัมบูรณ์ของ   (1 +  i)(1 +  i √3)(√3 −  i) 
วิธีที่ 1 จาก  (1 +  i)(1 +  i √3)(√3 −  i) 
    =     (1 +  i)(√3 − i + 3i − √3 i2) 

    =     (1 +  i)(√3 + 2i + √3) 
    =     (1 +  i)(2√3 + 2i) 

    =     (2√3 + 2i + 2√3 i − 2 

   =     2[(√3 −  1)  +  (√3 +  1) i]  
ดังนั้น  |(1 +  i)(1 +  i √3)(√3 −  i)|

2      

    =    (2√(√3 –  1)
2

+  (√3 +  1)
2)

2

 

    =    4 [(√3 –  1)
2

+  (√3 +  1)
2

] 

    =    4[(3 − 2√3 + 1) +  (3 + 2√3 + 1)] 
    =    32 

เพราะฉะนั้น |(1 +  i)(1 +  i √3)(√3 −  i)|   =   4√2   
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  abs((1 +  I) ∗ (1 + sqrt(3) ∗ I) ∗ (sqrt(3)  −  I))  แล้วกด  
Enter  จะได้ค าตอบ คือ  4√2   (ดังรูปที่ 9.2)  
 

 
รูปที ่9.2 
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6.2.10 อาร์กิวเมนต์ (argument)   
 อาร์กิวเมนต์ (argument)  นับว่าเป็นพื้นฐานในการแก้ปัญหาที่เกี่ยวกับระบบจ านวนเชิงซ้อน 
และสามารถขยายแนวคิดไปสู่ระบบจ านวนเชิงซ้อนที่ซับซ้อนยิ่งขึ้น 
 
ตัวอย่าง 6.2.10.1  อาร์กิวเมนต์หลักของ [cos

𝜋
6

 −  i sin
𝜋
6

] 
วิธีที่ 1 ให้      z  =     [cos

𝜋
6

 −  i sin
𝜋
6

] 
    =     [cos (−

𝜋
6

) + i sin (−
𝜋
6

)] 
   ดังนั้น              Arg z  =   −

𝜋
6
 

 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  argument(cos (
1
6

pi) –  I ∗ sin(
1
6

pi))  แล้วกด  Enter  จะได้
ค าตอบ คือ  − 𝜋

6
   (ดังรูปที่ 10.1)  

 

 
รูปที ่10.1  
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ตัวอย่าง 6.2.10.2  อาร์กิวเมนต์หลักของ [−cos
𝜋
4

 +  i sin
𝜋
4

] 
วิธีที่ 1 ให้   z  =     [−cos

𝜋
4

 +  i sin
𝜋
4

] 
   =     [cos (𝜋 −

𝜋
4

) + i sin (𝜋 −
𝜋
4

)] 

   =     [cos
3𝜋
4

+  i sin
3𝜋
4

] 

   ดังนั้น     Arg z  =    
3𝜋
4

 
 
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  argument(− cos (
1
4

pi) +  I ∗ sin(
1
4

pi))  แล้วกด  Enter  จะได้

ค าตอบ คือ  
3𝜋

4
   (ดังรูปที่ 10.2)   

 

 
รูปที ่10.2 
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ตัวอย่าง 6.2.10.3  อาร์กิวเมนต์หลักของ [−sin
𝜋
3

 −  i cos
𝜋
3

]  
วิธีที่ 1 ให้   z  =    [−sin

𝜋
3

 −  i cos
𝜋
3

] 

   =    [cos (
3𝜋
2

−
𝜋
3

) + i sin (
3𝜋
2

−
𝜋
3

)] 

   =    [cos
7𝜋
6

+  i sin
7𝜋
6

] 

    =    [cos (−2𝜋 +
7𝜋
6

) + i sin (−2𝜋 +
7𝜋
6

)] 

   =    [cos (− 5𝜋
6

) +  i sin (− 5𝜋
6

)] 

   ดังนั้น    Arg z  =   −
5𝜋
6

 
  
วิธีที่ 2  ใช้โปรแกรม Maple จะได้ว่า   

ให้เราพิมพ์ (code)  argument(− sin (
1
3

pi) −  I ∗ cos(
1
3

pi))  แล้วกด  Enter  จะได้

ค าตอบ คือ  − 5𝜋
6

   (ดังรูปที่ 10.3)   
 

 
รูปที ่10.3 
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แบบฝึกหัดบทที่ 6 
จงใช้โปรแกรม Maple เขียนค าสั่ง (code) เพ่ือแสดงการหาค าตอบของโจทย์แต่ละข้อต่อไปนี้ 

1. จงหาค่าของ  2(124 + 56) − 89 

2. จงหาค่าของ  √
152,399,025 + |−91|

−4
 

3. จงหาค่าของ  4(5)100 + log10 100 
4. จงหาตัวหารร่วมมากของ 12,537,864  และ  751,432,690,128 
5. จงหาตัวหารร่วมมากของ −887,654,125  และ  908,665,075 
6. จงหาตัวหารร่วมมากของ −12,559,8592  และ  −123,9637,529 
7. จงหาตัวคูณร่วมน้อยของ 1,298,764 , 1,206,398  และ  700,452 
8. จงหาตัวคูณร่วมน้อยของ 764 , −6,376  และ  −4,502 
9. จงเขียน  123,178,967,468  ให้อยู่ในรูปของผลคูณของจ านวนเฉพาะ 
10. จงเขียน  −900,235,678,543,212,336  ให้อยู่ในรูปของผลคูณของจ านวนเฉพาะ 
11. จงหาค าตอบของสมการ    3x3  +  35x2 − 76x − 149  =   777 
12. จงหาเซตค าตอบของอสมการ   |48x − 124|   ≤   |62x +  137| + 34 

13. จงหาเซตค าตอบของอสมการ  | 32x−92
56x−17

 |   <   403x + 56 

14. 58  หาร  17120  เหลือเศษเท่าใด 
15. 150  หาร  753001  เหลือเศษเท่าใด 
16. 1,589  หาร  997997  เหลือเศษเท่าใด 
17. 1,268,790  หาร  2222,222  เหลือเศษเท่าใด 

18. จงหาค่าของ   267,854  + 3,678,334 i

5,124,567  −  128,745i
     

19. จงหา  Re  ของ (|(245 + 150i)4|)(125 − 623i) 

20. จงหา  Im  ของ   (11  + 323 i)3

√54  −  684i
     

21. จงหาสังยุคของ   (97√64 + 397i)(|−867| − (12 + 355i)) 
22. จงหาค่าสัมบูรณ์ของ   (1 +  2i)2(2 +  i √4)(−√81 − 8 i)3 

23. จงหาค่าสัมบูรณ์ของ   
(13 + 7i)5(6 + i √93)(√15 −58 i)

102−67i
 

24. อาร์กิวเมนต์หลักของ [sin
3𝜋
4

 −  i cos
3𝜋
4

] 

25. อาร์กิวเมนต์หลักของ [−cos
5𝜋
3

 −  i sin
5𝜋
3

] 
26. อาร์กิวเมนต์หลักของ [tan

𝜋
6

 −  i cot
𝜋
6

] 
27. อาร์กิวเมนต์หลักของ [sec

𝜋
13

+  i cos
𝜋

13
] 
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สรุปบทที่ 6 
 โปรแกรม  Maple  เป็นโปรแกรมทางคณิตศาสตร์  ที่มีความสามารถในการค านวณสูง  และ
นิยมใช้งานกันมากอีกโปรแกรมหนึ่งซ่ึงสามารถค านวณแบบเครื่องคิดเลขหรือใช้ในการเขียนโปรแกรม
ประยุกต์ใช้งานได้  แต่ในที่นี้เราจะใช้โปรแกรม  Maple  ชว่ยในการหาค าตอบที่มีเนื้อหาเกี่ยวกับวิชา
ระบบจ านวนเท่านั้น ซึ่งเนื้อหาประกอบด้วย 

1. การบวก ลบ คูณ และหารของจ านวนจริง 
 เป็นที่ทราบว่ากันดีว่า การบวก ลบ คูณและหารของจ านวนจริงนั้น เป็นการด าเนินการทาง
คณิตศาสตร์ที่ดูเหมือนง่ายมาก แต่ถ้าเราเจอตัวเลขที่ยาก ๆ แล้วเราอาจเสียเวลาในการค านวณหรือ
ท าให้เกิดการค านวณผิดพลาดได้  แต่ถ้าเราใช้โปรแกรม  Maple  เข้ามาช่วยในการค านวณแล้ว จะ
สามารถท าให้เราค านวณได้รวดเร็วและแม่นย ามากขึ้น 

2. หารร่วมมาก และคูณร่วมน้อย 
 ตัวหารร่วมมาก และตัวคูณร่วมน้อยในทางคณิตศาสตร์นั้น  นับว่าเป็นพื้นฐานส าคัญอีกอย่าง
หนึ่ง และเราสามารถน าตัวหารร่วมมากและตัวคูณร่วมน้อยไปใช้ในการแก้ปัญหาเกี่ยวกับคณิตศาสตร์
ขั้นสูงไดเ้ป็นอย่างมาก 

3. ผลคูณของจ านวนเฉพาะ 
 ในการเขียนตัวเลขของจ านวนจ านวนหนึ่งให้อยู่ในรูปของผลคูณของจ านวนเฉพาะนั้น นับว่า
เป็นการจัดรูปแบบของจ านวนนั้นให้อยู่ในรูปอย่างง่ายและสะดวกต่อการพิสูจน์ในหลาย ๆ ทฤษฎีบท 
เช่น ทฤษฎีบทที่เกี่ยวกับการหารลงตัว เป็นต้น 

4. การแก้สมการ และการแก้อสมการ 
 การแก้สมการนับว่าเป็นหัวใจส าคัญของคณิตศาตร์เลยก็ว่าได้  เพราะเราจะสังเกตเห็นได้ว่า 
ไม่ว่าเราจะเรียนวิชาอะไรที่เกี่ยวกับคณิตศาตร์  เราจะเจอปัญหาเกี่ยวกับการแก้สมการทุกครั้ง  และ
ในการแก้สมการที่มีตัวเลขมาก ๆ หรือเป็นสมการยาก ๆ  เราอาจจะต้องเสียเวลา หรือท าให้เกิดการ
ค านวณผิดพลาดได้ง่าย ส าหรับในการแก้ปัญหานี้  เราจะใช้โปรแกรม Maple ช่วยในการหาค าตอบ 
เพ่ือจะท าให้ประหยัดเวลา และเกิดความแม่นย ามากยิ่งขึ้น 

5. มอดุโล (modulo) 
 มอดุโล  (modulo)  เป็นกระบวนการแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ที่ เป็นที่นิยมกันอย่างแพร่ 
หลาย  แต่ในที่นี้เราจะใช้ มอดุโล  (modulo)  ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทที่เก่ียวกับ  ความสัมพันธ์ของ
คอนกรูเอินซ์  (congruence)  เท่านั้น 

6. การบวก ลบ คูณ และหารของจ านวนเชิงซ้อน 
 จ านวนเชิงซ้อน  (complex number)   ประกอบด้วย จ านวนจริง (real number)  และ
จ านวนจิตภาพ (imaginary number)  เราจะเห็นว่าสิ่งที่เราเรียกว่า “จ านวน” ทั้งหมดนี้อยู่ในเซต
ของจ านวนเชิงซ้อน (complex number)   

7. ส่วนจริง (real part)  และส่วนจิตภาพ (imaginary part) 
 ในระบบจ านวนเชิงซ้อนจะปะกอบด้วย 2 ส่วน คือ ส่วนจริง (real part)  และส่วนจิตภาพ 
(imaginary part) ถ้าเราสามารถแยกได้ว่าส่วนไหนคือส่วนจริง และส่วนไหนคือส่วนจินตภาพ จะท า
ให้เราเข้าใจในระบบจ านวนเชิงซ้อนมากยิ่งขึ้น  
 
 



173 
 

8. สังยุค หรือ คอนจุเกต (conjugate) ของจ านวนเชิงซ้อน 
สังยุค หรือคอนจุเกต (conjugate) เป็นกระบวนการแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์วิธีหนึ่ง ซึ่งเรา

สามารถน าพื้นฐานนี้ไปประยุกต์ใช้กับเนื้อหาที่เกี่ยวกับคณิตศาสตร์ในหลาย ๆ รายวิชา เช่น แคลคูลัส 
เรขาคณิตวิเคราะห์  สมการเชิงอนุพันธ์  ระบบจ านวน  พีชคณิตเชิงเส้น ฯลฯ 

9.  ค่าสัมบูรณ์ (Absolute Value) ของจ านวนเชิงซ้อน 
 ค่าสัมบูรณ์ของจ านวนเชิงซ้อนนับว่าเป็นพื้นฐานส าคัญ ในการแก้ปัญหาที่เกี่ยวกับระบบ
จ านวนเชิงซ้อน และสามารถขยายแนวคิดไปสู่ระบบจ านวนเชิงซ้อนที่ซับซ้อนยิ่งขึ้น 

10. อาร์กิวเมนต์ (argument)   
 อาร์กิวเมนต์ (argument)  นับว่าเป็นพื้นฐานในการแก้ปัญหาที่เกี่ยวกับระบบจ านวนเชิงซ้อน 
และสามารถขยายแนวคิดไปสู่ระบบจ านวนเชิงซ้อนที่ซับซ้อนยิ่งขึ้น 
 
 
 
 

 
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เฉลยแบบฝึกหัด 
 

เฉลยแบบฝึกหัด 1.1 
2.  พิจารณาข้อความแต่ละข้อต่อไปนี้ว่าเป็นจริงหรือเท็จ เพราะเหตุใด 

 ส าหรับจ านาวนจริง  a, b และ c  ใด ๆ 
     (2)  จริง 
     (4)  จริง 
     (6)  จริง 
 
4.  จงพิสูจน์ 

 (2)           1−1   ก าหนดให้ 
  1−1(1)   สมบัติเอกลักษณ์การคูณ 

0 สมบัติอินเวอร์สการคูณ 
 
 

เฉลยแบบฝึกหัด 1.2 
2.  ถ้า a เป็นจ านวนจริงบวก และ b เป็นจ านวนจริงลบ จงพิสูจน์ว่า b <  a 
     พิสูจน์ ให้ a ∈  R+  และ  −b ∈  R+ 
  จะได้ว่า a + (−b)  ∈  R+ 
   a − b ∈  R+  
  ดังนั้น  a >   b   หรือ  b <   a 
 

4.  ถ้า a และ b เป็นจ านวนจริง ซึ่ง a <  b จงพิสูจน์ว่า a < 
a+b

2
 < b 

     พิสูจน์   (1)       a <  b 
   a + a <  a + b 
           1a + 1a <  a + b 
          a(1 + 1)  <  a + b 
      a(2)  <  a + b 
           2a <  a + b 

 เนื่องจาก 2  เป็นจ านวนจริงบวก  ดังนั้น  2−1 เป็นจ านวนจริงบวก 
          2−1(2a)  <  2−1(a + b) 
                              (2−12)a <  2−1(a + b) 
                 (1)a <  2−1(a + b) 
                                       a <  2−1(a + b) 

                a <   
a+b

2
                  

    (2)       a <  b 
   a + b <  b + b 
                          a + b <  1b + 1b 
                        a + b <  b(1 + 1) 
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     a + b <  b(2) 
   a + b <  2b 

 เนื่องจาก 2  เป็นจ านวนจริงบวก  ดังนั้น  2−1 เป็นจ านวนจริงบวก 
     2−1(a + b)  <  2−1(2b) 
                         2−1(a + b)  < (2−12)b) 
     2−1(a + b)  <  (1)b 
                            2−1(a + b)  <  b 

   
a+b

2
    <  b           

 ดังนั้น จาก (1) และ (2) จะได้ว่า a < 
a+b

2
 < b 

 
6.  ให้ a , b, c และ  d  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 
     จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ว่าถูกต้องหรือไม่ เพราะเหตุใด 
 (2)  ไม่ถูกต้อง 
 (4)  ไม่ถูกต้อง 
 (6)  ไม่ถูกต้อง 
 (8)  ไม่ถูกต้อง 
 (10)  ไม่ถูกต้อง 
 (12)  ไม่ถูกต้อง 
 
8.  พิจารณาวิธีท าต่อไปนี้ว่าผิดตรงไหน 
     (2)  ก าหนดให้  p  และ  q  เป็นจ านวนจริงบวก ซึ่ง  p >  q  

จะได้ว่า                         p   >    q  

                             p (q −  p)   >    q (q −  p)         
                                pq −  p2   >    q2 −  pq 
                                              0   >    p2 −  2pq + q2 
                                              0   >    (p − q)2 

เนื่องจาก  p ≠  q  เพราะฉะนั้น  (p − q)2 เป็นจ านวนจริงบวก 
ดังนั้น เราพิสูจน์ว่า จ านวนจริงบวกน้อยกว่าศูนย์ 
 

 
เฉลยแบบฝึกหัด 2.1 
2.  จงพิสูจน์ข้อความต่อไปนี้ว่าเป็นจริงส าหรับจ านวนเต็มบวก  n  ทุกตัว 

(1)  1 + 2 + 3+. . . + n   =    
 n (n+1)

2
 

 วิธีท า  ส าหรับจ านวนเต็มบวก n  แต่ละตัว ให้  P(n)  แทน 

               1 + 2 + 3+. . . + n   =    
 n (n+1)

2
 

   (1)  เนื่องจาก  1  = 
 1 (1+1)

2
  ดังนั้น   P(1)  เป็นจริง 

        (2)  สมมุติว่า  P(k)  เป็นจริง นั่นคือ 
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                1 + 2 + 3+. . . + k   =    
 k (k+1)

2
 

จะพิสูจน์ว่า  P(k +  1)  เป็นจริง 

เนื่องจาก   1 + 2 + 3+. . . + k + (k + 1)   =   
 k (k+1)

2
 +(k + 1)            

                            =    
 k (k+1)

2
 + 

2
2

(k + 1) 

       =    
 1

2
 (k + 1)[k +  2] 

       =    
 1

2
 (k + 1)(k + 2) 

       =    
 (k+1)[(k+1)+1]

2
 

เพราะฉะนั้น   P(k +  1)  เป็นจริง 
ดังนั้น โดยการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์  สรุปได้ว่า  P(n)  เป็นจริงส าหรับจ านวนเต็มบวก 

P(n) ทุกตัว 
 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 2.2 
2.  จงพิสูจน์ว่า 

 (2)  ผลบวกของจ านวนคี่กับจ านวนคี่เป็นจ านวนคู่ 
 พิสูจน์ ให้  2n + 1  เป็นจ านวนคี่ 
          จะได้ว่า (2n + 1) + (2n + 1) =    4n + 2 
      =    2(2n + 1) 

  ดังนั้น สรุปได้ว่า ผลบวกของจ านวนคี่กับจ านวนคี่เป็นจ านวนคู่ 
 

(4)  ผลบวกของจ านวนคู่กับจ านวนคี่เป็นจ านวนคี่ 
 พิสูจน์ ให้  2(n + 1)  เป็นจ านวนคู่  และ  2n + 1  เป็นจ านวนคี่   
          จะได้ว่า (2(n + 1)) + (2n + 1) =    2n + 2 + 2n + 1 
       =    4n + 2 + 1 
       =    2(2n + 1) + 1 

  ดังนั้น สรุปได้ว่า ผลบวกของจ านวนคู่กับจ านวนคี่เป็นจ านวนคี่ 
 
(6)  ผลคูณของจ านวนคู่กับจ านวนคู่เป็นจ านวนคู่ 
 พิสูจน์ ให้  2(n + 1)  เป็นจ านวนคู่  และ  2n  เป็นจ านวนคู่   
          จะได้ว่า (2(n + 1))(2n) =    (2n + 2)(2n) 
      =    4n2 + 4n 
      =    2(2n2 + 2n) 

  ดังนั้น สรุปได้ว่า ผลคูณของจ านวนคู่กับจ านวนคู่เป็นจ านวนคู่ 
 
4.  จงหาตัวหารร่วมมาก และตัวคูณร่วมน้อยของ 

 (2)  ตัวหารร่วมมากคือ 6  และตัวคูณร่วมน้อยคือ 72 
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 (4)  ตัวหารร่วมมากคือ 6  และตัวคูณร่วมน้อยคือ 546 
 (6)  ตัวหารร่วมมากคือ 1  และตัวคูณร่วมน้อยคือ 790,260 
 (8)  ตัวหารร่วมมากคือ 1  และตัวคูณร่วมน้อยคือ 12 

 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 3.1 
2.  จงหาเซตค าตอบของอสมการ 

    (2)   (−∞, 1) ∪ (5, ∞)  

(4)   (−∞, −
2
3

) ∪ (
1
3

, ∞)             

(6)   (−∞,
1
2

) ∪ (4, ∞)  

(8)   (−∞, −4) ∪ (
1
4

, 1)  

(10)  (−2,   3) ∪  (3, 5) 
(12)   (−∞, −1) ∪ (4, 5) ∪ (7, ∞) 

(14)    (−∞, 1) ∪ (1, 3] ∪ [4, ∞) 

(16)    (−∞, −2] ∪ (0, 3) ∪ (3, 8] 

 (18)    (−∞, 8) ∪ (8, ∞)  
(20)    5 

(22)    (−1, ∞)  
 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 3.2 
2.  จงหาเซตค าตอบของอสมการ 
 (2)  (−∞, −

4
5

) ∪ (2, ∞)  

(4)  (0, ∞)  
(6)   (3

2
, ∞) 

(8)  [−
1
2

,   −
3
7

] 

(10) (−
9

22
,   

3
22

) 

(12)  (1,   
14
13

) ∪ (−
14
13

, −2)      
(14)  (−∞,   4) ∪ (4, ∞) 

(16)  (−∞, −
7
2

−
√13

2
) ∪ (−

7
2

+
√13

2
,   ∞) 

    (18)  (−
5
2

+
√33

2
,   ∞)       

(20)       (−∞, −
1

30
√3916 + 60√3561
3

−
68

15( √3916+60√3561
3

)
) ∪ (

2
5

,   ∞)             

(22)  (1,   
1
2

+
√21

6
) ∪ (

1
6

+
√13

6
, 1) 
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4.  วิธีท าต่อไปนี้ผิดตรงไหน 
ก าหนดให้  a +  b   =          2a 
จะได้ว่า          a −  2c      =          −b 
และ          a    =          −b +  2c 
ดังนั้น      a(a −  2c)      =           (−b +  2c) (−b) 
หรือ        a2  −  2ac   =           b2  −   2bc 

         a2  −  2ac +  c2   =           b2  −   2bc + c2   
  ดังนั้น         (a –  b)2           =           (b –  c)2 

เพราะฉะนั้น             a –  b       =           b –  c    
ดังนั้น         a     =           b 

 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 3.3 
2.  จงหาขอบเขตบนค่าน้อยสุด และขอบเขตล่างค่ามากสุดของเซตต่อไปนี้ 

(2) ขอบเขตบนค่าน้อยสุดคือ 8 และขอบเขตล่างค่ามากสุด  −15 
(4)   ไม่มี 
(6) ขอบเขตบนค่าน้อยสุดไม่มี และขอบเขตล่างค่ามากสุด  1 

(8)  ขอบเขตบนค่าน้อยสุดคือ 3 และขอบเขตล่างค่ามากสุด  −3  
(10)  ไม่มี 
(12)  ไม่มี 

 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 4.1 
2.  ส าหรับจ านวน  m  และ n  แต่ละคู่ที่ก าหนดให้ จงหา  q  และ  r  โดยที่ 

 n =  mq + r           ,0 ≤  r <  | m | 

 (2) q =  1   และ  r =  16  
 (4) q =  −4   และ  r =  23  
 (6) q =  10   และ  r =  47 

 
4.  จงหาจ านวนเต็ม m  และ n  ซ่ึง 

(2)    m =  −4      และ  n =  −3  
(4)           m =  −67    และ  n =  27  
(6)            m =  4    และ  n =  −29 

 
6.  ถ้า  n  เป็นจ านวนเต็มบวก a  และ  b  เป็นจ านวนเต็มซึ่งมีอย่างน้อยหนึ่งตัว ต้องไม่เท่ากับศูนย์    
    จงพิสูจน์ว่า  (na, nb)  =  n(a, b) 
     พิสูจน์   ก าหนดให้  x  และ  y  เป็นจ านวนเต็ม 
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เนื่องจาก       (a, b)  =     xa + yb  
จะได้ว่า     (na, nb)  =     xna + ynb 

     =     n(xa + yb) 
     =     n(a + b) 

      
8.  จงให้บทนิยามของตัวหารร่วมมากของจ านวนเต็ม 3 จ านวน 
    บทนิยาม  ก าหนดให้  a ,   b  และ  c  เป็นจ านวนเต็มซึ่งอย่างน้อยหนึ่งต้องไม่เท่ากับศูนย์ d จะ 
เป็นตัวหารร่วมมาก  (greatest common divisor)  ก็ต่อเมื่อ  d  เป็นจ านวนเต็มบวกซ่ึง 

(1)  d | a ,    d | b   และ  d | c 

และ     (2)   ถ้า  e  เป็นจ านวนเต็มบวกซ่ึง  e | a ,   e | b  และ  e | c  แล้ว  e | d 
เขียน  (a, b, c)  แทนตัวหารร่วมมากของ  a, b  และ  c 
 
10.  ถ้า (a, b)  =  (a, c)  =  1  จงพิสูจน์ว่า  (a, bc)  =  1 
      พิสูจน์   ให้        a  =   {a1

r1 ∙ a2
r2 ∙ a3

r3 … an
rn}   

             b =   {b1
r1 ∙ b2

r2 ∙ b3
r3 … bn

rn} 
   c  =   {c1

r1 ∙ c2
r2 ∙ c3

r3 … cn
rn} 

  จะเห็นว่า  (a, b)  =  1 
  และ         (a, c)  =  1 
 ดังนั้น จะได้ว่า     (a, bc)  =  1 
 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 4.2 
2.  จงตรวจดูแต่ละข้อว่าเป็นจริงหรือเท็จ  เพราะเหตุใด 

(1) เป็นจริง 
(2) เป็นจริง 
(3) เป็นเท็จ 
(4) เป็นเท็จ 
(5) เป็นเท็จ 
(6) เป็นเท็จ 
(7) เป็นเท็จ 
(8) เป็นจริง 
(9) เป็นเท็จ 
(10) เป็นจริง 

                                                                                                                                                      
4.  (3)(7)(13)(515)(25)  หารด้วย  23  แล้วเศษเหลือเท่าไร 
     ตอบ  15 
 
6.  จงค านวณหา n = 6254 + 663  
ตอบ  152,587,891,288 
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8.  710  หารด้วย   50 เหลือเศษ 49 
      310  หารด้วย   51 เหลือเศษ 42 
      410  หารด้วย   51 เหลือเศษ 16 
     10503 หารด้วย   7 เหลือเศษ 5 
      527  หารด้วย   127 เหลือเศษ 123 
      565  หารด้วย   127 เหลือเศษ   102       
 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 5.1 
2.  จงเขียนจ านวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ในรูป  x  +   yi 

(1) 39 + 57i 
(2) 

23

29
 −  

14

29
 i 

(3) 6i 
(4)  −6i 
(5)  −11 + 60i 
(6) 46 
(7)  i 
(8)  1 
(9)  −1 
(10)  −i 
(11)  −1 
(12)  −i 
(13)  −2i 
(14)  1 
(15)  1 
(16)  1 
(17)  

18

41
−  

2

41
 i 

(18)   −i 
(19)   75 
(20)   20 
(23)       

3

10
+

2

5
 i 

4.  จงหาค่าของ  x  และ  y   
(1) x =  5   และ  y =  12 
(2) x =  0   และ  y =  8 
(3) x =  4   และ  y =  0 
(4) x =  1   และ  y =  2 
(5) x =  0   และ  y =  ±1 
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8.  จงหาคอนจุเกตของจ านวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ 
(1) 2 + 3i 
(2) 4 − i√2 
(3) −3 
(4) −2i 
(5) 80 + 18i 

 

10.  จงแสดงว่า    (
1 − i√3

2
)

6

  =   1 

      วิธีท า  (
1 − i√3

2
)

6

  =    (
(1 − i√3)

2

4
)

3

 

    =    (
− 2 − 2i√3

4
)

3

 

    =    (
− 1 − 1i√3

2
)

3

 

    =    (
− 1 − i√3

2
)

2

(
− 1 − i√3

2
) 

    =    (
(− 1 − i√3)

2

4
) (

 − 1 − i√3

2
) 

    =    (
− 2 + 2i√3

4
) (

− 1 − i√3

2
) 

    =    (
− 1 + i√3

2
) (

− 1 − i√3

2
) 

     =    (
1  +  i√3 − i√3 + 3

4
) 

     =     
4

4
 

     =     1 

 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 5.2 

2.  ให้  z1 = 3 + 2i   และ  z2 = 4 − i   จงหา   |z1|  ,   |z2 ̅̅ ̅|  ,   |z1 z2|   ,    |  𝑧1
 z2

 |  และ  
|z1z2 ̅̅ ̅| 
           |z1|  =   √13  
           |z2 ̅̅ ̅| =   √17 
        |z1 z2|   =   √221 
         |  𝑧1

 z2
 |  =   1

17 √221    

        |z1z2 ̅̅ ̅|  =   √221 
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4.  จงบรรยายถึงเซตของจุดในระนาบซึ่งมีสมบัติต่อไปนี้ 
     (1)  เป็นกราฟวงกลม จุดศูนย์กลางที่จุด  (0, 0)  รัศมียาว 1 หน่วย 

     (2)  เป็นกราฟเส้นตรงขนานแกน y และทุก ๆ จุด x  จะมีค่าเท่ากับ 
1

2
 

     (3)  เป็นกราฟเส้นตรงขนานแกน x และทุก ๆ จุด y  จะมีค่าเท่ากับ 1 

     (5)  เป็นกราฟเส้นตรงขนานแกน y และทุก ๆ จุด x  จะมีค่าเท่ากับ 0   (แกน y) 
 
 
เฉลยแบบฝึกหัด 5.3 
2.  จงหาค่าสัมบูรณ์และอาร์กิวเมนต์หลักของจ านวนเชิงซ้อนต่อไปนี้ 

(1)  ค่าสัมบูรณ์คือ 3  และ  Arg z  =   
𝜋

2
 

(2)  ค่าสัมบูรณ์คือ 5  และ  Arg z  =   
2𝜋

3
       

(3)  ค่าสัมบูรณ์คือ 7  และ  Arg z  =   −
3𝜋
4

    
(4)  ค่าสัมบูรณ์คือ 9  และ  Arg z  =   −

𝜋
6
   

(5)  ค่าสัมบูรณ์คือ 2  และ  Arg z  =   0   
(6)  ค่าสัมบูรณ์คือ 4  และ  Arg z  =   

𝜋

3
 

(7)  ค่าสัมบูรณ์คือ 13  และ  Arg z  =   
5𝜋

6
 

(8)  ค่าสัมบูรณ์คือ 6  และ  Arg z  =   −
𝜋
4
 

(9)  ค่าสัมบูรณ์คือ 5  และ  Arg z  =   −
3𝜋
4

 
(10)  ค่าสัมบูรณ์คือ 2  และ  Arg z  =   0  

(11)  ค่าสัมบูรณ์คือ 3  และ  Arg z  =    arctan (
cos(

𝜋
5

)

sin(
𝜋
5

)
) − 𝜋 

(12)  ค่าสัมบูรณ์คือ 4  และ  Arg z  =   −
7𝜋
8

     
 
6.  จงหาค่าของ 

(1) 8i 
 
8.  จงหารากที่ 3 ของ i 

     z1 =   √
3

2
+

1

2
 i 

     z2 =   − √3
2

+
1
2

 i  
     z2 =   − i   
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เฉลยแบบฝึกหัด 5.4 
2.  จงหารากที่  6  ของยุนิตี 

     w     =      
1

2
 +  i

√3

2
 

      w2   =     −
1
2

 +  i
√3
2

 

      w3 =     − 1 

         w4  =     −
1
2

−  i
√3
2

 

            w5 =      
1

2
−  i

√3

2
 

        w6  =     1 

 
4.  จงแก้สมการ  z2 + 1 =  0 
     ตอบ  i, −i 
 
6.  จงหารากพริมิตีฟที่  6  ของ  1 

     r    =      
1

2
 +  i

√3

2
 

       r5 =      
1

2
−  i

√3

2
  

 
8.  จงหารากพริมิตีฟที่  12  ของ  1 

     r   =      
√3

2
 +  

i

2
 

       r5  =     −
√3
2 +

i
2  

    r7  =      −
√3
2

−  i
2

  

     r11  =      
√3

2
−  

i

2
    

 
 

เฉลยแบบฝึกหัดบทที่ 6 
จงใช้โปรแกรม Maple เขียนค าสั่ง (code) เพ่ือแสดงการหาค าตอบของโจทย์แต่ละข้อต่อไปนี้ 

1. 2 ∗ (124 + 56) − 89 
2. (sqrt(152399025) + abs(−91))/(−4) 

3.   4 ∗ 5^100 + log (100) 
4. gcd (12537864, 751432690128)   
5. gcd(−887654125,908665075)   
6. gcd(−12559859^2, −1239637529) 
7. lcm(1298764 , 1206398, 700452)  
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8. lcm(764 , −6376, −4502) 
9. ifactor(123178967468) 
10. ifactor(−900235678543212336)  
11. solve(3 ∗ x3 + 35 ∗ x2 − 76 ∗ x − 149 =  777, x) 
12. solve(abs(48x − 124)   ≤   abs(62x + 137) + 34, x) 

13. solve(abs((32 ∗ x − 92)/(56 ∗ x − 17))   <   403 ∗ x + 56, x) 

14. 17^120mod 58  
15. 75^3001mod 150 
16. 997^997mod 1589 
17. 2^222222mod 1268790 
18. (267854 + 3678334 ∗ I)/(5124567 − 128745)         
19. Re(abs(254 + 150 ∗ I)^4) ∗ (125 − 623 ∗ I) 
20. Im((11 + 323 ∗ I)^3)/sqrt(54 − 684 ∗ I)       
21. conjugate(97^sqrt(64) + 397 ∗ I) ∗ (abs(−867) − (12 + 3^55 ∗ I)) 
22. abs((1 + 2 ∗ I)^2 ∗ (2 + I ∗ sqrt(4)) ∗ (−sqrt(81) − 8 ∗ I)^3) 
23. abs((13 + 7 ∗ I)^5 ∗ (6 + I ∗ sqrt(93)) ∗ (sqrt(15) − 58 ∗ I)/(102 −

67 ∗ I))            

24. argument (sin (
3
4

pi) − I ∗ cos (
3
4

pi)) 

25. argument (−cos (
5
3

pi) − I ∗ sin (
5
3

pi))           

26. argument (tan (
1
6

pi) − I ∗ cot (
1
6

pi))  

27. argument (sec (
1

13
pi) +  I ∗ cos (

1
13

pi)) 
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