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บทที่ 1 

ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน 

  

 เนื้อหาสวนใหญในรายวิชากลาวไดวา แนวคิดหลักประการหนึ่งของแคลคูลัสไดแก การศึกษา

วิเคราะหเก่ียวกับการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน เชน อนุพันธทีผู่เรียนจะไดศึกษาในบทที่ 3 ซึ่งคอื อัตรา

การเปลี่ยน แปลงของฟงกชันที่จุดใดจุดหนึ่งในขณะที่ตัวแปรตนที่จุดนั้นเปลี่ยนไปนอยมาก ๆ นั่นเอง 

นอกจากนี้ปริพันธจำกัดเขต ซึ่งผูเรียนจะไดศกึษาในบทที่ 5 จะเปนผลรวมของคาของฟงกชันใน

สวนยอย ๆ จำนวนมากมายนับไมถวน แลวไดผลลัพธเปนผลรวมของฟงกชันในสวนใหญ สวนหนึ่งจะ

เห็นไดวาทั้งอนุพันธและปริพันธจำกัดเขต ลวนเปนแนวคิดที่เก่ียวของกับคาของฟงกชันและปริมาณที่

นอยมาก ๆ หรือปริมาณที่ใหญมาก ๆ ดังนั้นเพ่ือใหสามารถวิเคราะหคาของฟงกชันที่เก่ียวของกับ

ปริมาณดงักลาวไดอยางถี่ถวนและชัดเจนนักคณติศาสตรจึงพัฒนาแนวคิดเกี่ยวกับลิมิตขึ้นมา อาจ

กลาวไดวา หากปราศจากแนวคดิเรื่องลิมิตแลว วิชาแคลคูลัสคงไมอาจเกิดขึ้นไดดังนั้นเนื้อหาที่จะได

ศึกษาในบทนี้จะประกอบดวยบทนิยามของลิมิตซึ่งจะแสดงใหรูวาลิมิตนั้นคืออะไรพรอมทั้งแสดงการ

เขียนลิมิต ลิมิตทางซายและลิมิตทางขวา ตลอดจนทฤษฎีบทตางๆ ที่เก่ียวของกับลิมิต เพื่อจะไดหาคา

ลิมิตไดอยางรวดเร็วและถูกตอง และบางครั้งการหาคาลิมิตของฟงกชันนั้นก็ไมจำเปนตองเปนจำนวน

จริงเสมอไปดังนั้นจึงจำเปนที่ตองศึกษาเรื่องลิมิตที่เก่ียวของกับอนันตดวย 

1.1 บทนยิามของลิมิต 

ลิมิต ถาแปรตามพจนานุกรมศัพทคณิตศาสตรฉบับราชบัณฑิตยสถานศัพทแปลวา ขีดจำกัด  

เมื่อใชศัพทเฉพาะ ในทางคณิตศาสตรแลวนั้นจะทำความเขาใจยากมากพอสมควร ดังนั้นในตอนแรกนี้ 

จะไดใหตัวอยางเพ่ือเปนแนวคดิกับผูเรียนวา เมื่อไรจะใชคำวาลิมิต และจะหาคาลิมิตนั้นโดยคราว ๆ 

ไดอยางไร จากนั้นจึงจะนำเขาสูความหมายที่แทจริงของลิมิตตอไป (ราชบัณฑติยสถาน, 2553 : 351) 

ตัวอยางเชน  

รถยนตคนัหนึ่งวิ่งจากเมือง ก ไปยังเมือง ข ซึ่งหางกัน 50 กิโลเมตร ใชเวลา 30 นาที ถาให s

แทนระยะทางท่ีรถคันนี้วิ่งได หลังจากเวลาผานไป t  นาที จะเห็นวาเม่ือเวลา t  เขาใกล 30 นาที (แต

ยังไมถึง 30 นาที) นั้นระยะทาง s  ที่ไดจะเพ่ิมขึ้นและมีคาเขาใกล 50 กิโลเมตร มากขึ้นลักษณะเชนนี้

 



2 

 

จะกลาวไดวา “ลิมิตของระยะทาง( )s ” ที่รถยนตวิ่งไดเมื่อเวลา( )t  เขาใกล 30 นาที เทากับ 50 

กิโลเมตร และเขียนขอความนี้ดวย
 30
lim 50
t

s


  

ในการศึกษาเกี่ยวกับลิมิตของฟงกชันมีขอสังเกตวาคาลิมิตของฟงกชันนั้นแตกตางกับคาของ

ฟงกชันเชนกำหนดให ( ) 5f x x  คาของฟงกชันที่ 2x  คือการแทนคา 2x  ลงใน 

สมการที่กำหนดใหหรือคาของ (2)f  นั่นเองนั่นคือ 
 
(2) 2 5 7f     

แตสำหรับลิมิตของฟงกชันหมายถึงเม่ือ x  เขาใกลคา ๆ หนึ่งแลว ( )f x  มีคาเขาใกลคาคงตัว

คาหนึ่งคานั่นคือลิมิตของฟงกชัน ( )f x  เชนจาก ( ) 5f x x   เม่ือ x  มีคาเขาใกล 2  คาลิมิตของ

ฟงกชันเขียนแทนดวย 
2

lim ( )
x

f x


 หรือ 
2

lim( 5)
x

x


  ดังรูป 

 

 

 
 

 

ภาพประกอบ 1.1  กราฟของฟงกชัน ( ) 5f x x   

 

 การพิจารณากรณทีี่x มีคาเขาใกล2จะพบวามีไดสองกรณีคือ กรณีท่ีx เขาใกล2ทางที่

มากกวา2  (ทางขวามือ) และกรณีที่x เขาใกล2ทางนอยกวา2  (ทางซายมือ) ซึ่งจะแสดงลักษณะการ

เขาใกลคาคงตัวคาหนึ่งของ ( )f x ดังตารางตอไปนี ้(พัฒนา สีมากุล, 2539 : 3) 

 

  

 

 

 
 

 

0 
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ตาราง 1.1  แสดงกรณีx  มีคาเขาใกล 2  ทางซาย ( 2x  และx  เขาใกล2 )  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตาราง 1.2  แสดงกรณีx  มีคาเขาใกล 2  ทางขวา ( 2x  และx  เขาใกล2 )  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 1.1  กำหนดให ( ) 1f x x   จงหาคาของ 
3

lim ( )
x

f x


 

วิธีทำ  แยกพิจารณาเปนสองกรณดีงัตอไปนี้ 

กรณีที่ 1  x มีคาเขาใกล 3 ทางซาย  กรณีที่ 2  x มีคาเขาใกล 3 ทางขวา  

x  ( ) 5f x x   

1.5 6.5 

1.9 6.9 

1.99 6.99 

1.999 6.999 

1.9999 6.9999 

1.99999 6.99999 

x  ( ) 5f x x   

2.5 7.5 

2.1 7.1 

2.01 7.01 

2.001 7.001 

2.0001 7.0001 

2.00001 7.00001 

x  ( ) 1f x x    x  ( ) 1f x x   

2.5 3.5  3.5 4.5 

2.9 3.9  3.1 4.1 



4 

 

 

 

 

 

 

จากตารางจะไดวา 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 3 ทางซายแลว ( )f x มีคาเขาใกล 4 

เมื่อ x มีคาเขาใกล 3 ทางขวาแลว ( )f x มีคาเขาใกล 4 

ดังนั้น  
3

lim ( ) 4
x

f x


  

 

ตัวอยาง 1.2  กำหนดกำหนดให 
2 2( )

1
x xf x
x
 


 จงหาคาของ 
1

lim ( )
x

f x


 

วิธีทำ สังเกตวา ( )f x  ไมนิยามเมื่อ 1x   พิจารณา x  มีคาเขาใกล 1 

 แยกพิจารณาเปนสองกรณีดังตอไปนี้ 

กรณีที่ 1  x มีคาเขาใกล 1 ทางซาย   กรณีที่ 2  x มีคาเขาใกล 1 ทางขวา  

จากตารางจะไดวา 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 1 ทางซายแลว ( )f x มีคาเขาใกล 3 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 1 ทางขวาแลว ( )f x มีคาเขาใกล 3 

ดังนั้น  
1

lim ( ) 3
x

f x


  

2.99 3.99  3.01 4.01 

2.999 3.999  3.001 4.001 

2.9999 3.9999  3.0001 4.0001 

2.9999 3.99999  3.00001 4.00001 

x  
2 2( )

1
x xf x
x
 


 
 x  

2 2( )
1

x xf x
x
 


 

0.9 2.9  1.1 3.1 

0.99 2.99  1.01 3.01 

0.999 2.999  1.001 3.001 

0.9999 2.9999  1.0001 3.0001 

0.99999 2.99999  1.00001 3.00001 

0.999999 2.999999  1.000001 3.000001 
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 การหาคาของ lim ( )
x a

f x


 เปนการดูพฤติกรรมของ ( )f x  เมื่อ x  มีคาเขาใกล a  แตx a

ในการหาลิมิตเมื่อ x  เขาใกล a  นั้นไมวาฟงกชัน ( )f x  จะมีคาที ่x a  หรือไมก็ตามสิ่งที่สนใจก็

คือคาของฟงกชัน ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  เปนอยางไรเทานั้น (กมล เอกไทยเจริญ, 2544 : 16) 

 

ตัวอยาง 1.3  กำหนดให   xf x
x

  จงหาคาของ  
0

lim
x

f x


 

วิธีทำ  แยกพิจารณาเปนสองกรณดีงัตอไปนี้ 

 กรณีที่ 1  x มีคาเขาใกล 0 ทางซาย   กรณีที่2  x  มีคาเขาใกล 0 ทางขวา  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากตารางจะไดวา 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ทางซายแลว ( )f x  มีคาเขาใกล -1 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ทางขวาแลว ( )f x  มีคาเขาใกล  1 

 จะเห็นวาเมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ( โดยท่ี 0x   ) แลว ( )f x  จะมีคาเขาใกลคาคงตัวสองคา

คือ 1 และ -1 ในกรณีเชนนี้กลาวไดวาฟงกชัน f  นี้ไมมีลิมิตท่ีจุด 0x   หรือ 
0

lim ( )
x

f x


 ไมมี  

 

 

 

x    xf x
x

  
 

x    xf x
x

  

-0.1 -1  0.1 1 

-0.01 -1  0.01 1 

-0.001 -1  0.001 1 

-0.0001 -1  0.0001 1 

-0.00001 -1  0.00001 1 

-0.000001 -1  0.000001 1 
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ตัวอยาง 1.4  กำหนดให 
1( )f x
x

  จงหาคาของ 
0

lim ( )
x

f x


 

วิธีทำ  แยกพิจารณาเปนสองกรณดีงัตอไปนี้ 

 กรณีที่ 1  x มีคาเขาใกล 0 ทางซาย   กรณีที่2  x  มีคาเขาใกล 0 ทางขวา  

 

 

 

 

 

 

 

 

จาก

ตารางจะไดวา 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ทางซายแลว ( )f x  มีคาลดลงอยางไมมีขอบเขต 

เมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ทางขวาแลว ( )f x  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมมีขอบเขต 

 จะเห็นวาเมื่อ x  มีคาเขาใกล 0 ( โดยท่ี 0x   ) แลว ( )f x  ไมเขาใกลคาคงตัวใด ๆ เลย

ลักษณะนี้กลาววา f  นี้ไมมีลิมิตที่จุด 0x   หรือ 
0 0

1lim ( ) lim
x x

f x
x 

  ไมมี  

 

 จากตัวอยางที่ไดกลาวมาทั้งหมดนั้น จะเห็นวาในการหาคา lim ( )
x a

f x


 นั้นเราพิจารณาคา 

( )f x  สำหรับ x  ที่อยูใกล ๆ a  ทั้งทางซาย( )x a  และทางขวา( )x a  ของ a  แตถาพิจารณา

คา ( )f x  เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  ทั้งทางซายและทางขวาเพียงทางเดียว แลว ( )f x  มีคาเขาใกลคาคง

ตัวเพียงคาเดียวจะกลาววาฟงกชัน f  มีลิมิตทางซายหรือทางขวาที่จุด x a  ตามลำดับ กลาวคือ 

 เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  โดยที่ x a  แลว ( )f x  มีคาเขาใกลคาคงตัว L  โดยที่ L  เปน

จำนวนจริงจะกลาวไดวา ลิมิตของ
 
( )f x  เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  ทั้งทางซายเทากับ L  เขียนแทน

ดวย lim ( )
x a

f x L


  

x  
1( )f x
x

   x  
1( )f x
x

  

-0.1 -10  0.1 10 

-0.01 -100  0.01 100 

-0.001 -1000  0.001 1000 

-0.0001 -10000  0.0001 10000 

-0.00001 -100000  0.00001 100000 

-0.000001 -1000000  0.000001 1000000 
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 ในทำนองเดยีวกันเมื่อ x  มีคาเขาใกล a  โดยที่ x a  แลว ( )f x  มีคาเขาใกลคาคงตัว 

M  โดยที่ M  เปนจำนวนจริงจะกลาวไดวา ลิมิตของ
 
( )f x  เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  ทางขวาเทากับ 

M  เม่ือเขียนแทนดวย lim ( )
x a

f x R


  (อุษณีย ลีรวัฒน, 2552 : 21). 

 ใหสังเกตวา lim ( )
x a

f x L


  ก็ตอเม่ือ lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x L
  

    

ในตัวอยาง 1.1 จะเห็นวา 
3

lim( 1) 4
x

x


   และ 
3 3

lim( 1) 4 lim( 1)
x x

x x
  

     

ในตัวอยาง 1.2 จะเห็นวา 
2

1

2lim 3
1x

x x
x

  


 และ  

 
2 2

1 1

2 2lim 3 lim
1 1x x

x x x x
x x  

    
 

 

ในตัวอยาง 1.3 จะเห็นวา 
0

lim
x

x
x

 ไมมี แต 
0

lim 1
x

x
x

  และ 
0

lim 1
x

x
x

  

และในตัวอยาง 1.4 จะเห็นวา 
0

1lim
x x

 ไมมี และ 
0

1lim
x x

 ไมมี และ 
0

1lim
x x

 ไมมี 

 

 จากที่กลาวมาทั้งหมดผูเรียนไดทราบความหมายของ lim ( )
x a

f x L


  โดยท่ี a  และ L  เปน

จำนวนจริง อยางคราว ๆ แลววา สำหรับ fx D  ซึ่ง x a  ถา x  เขาใกล a  แลว ( )f x  จะเขา

ใกล L  แตคำวาเขาใกลนั้นยังไมชัดเจนวาเขาใกลอยางไรเพียงใด ดังนั้นตอไปนี้จะไดกำหนด

ความหมายของลิมิตของฟงกชันใหถูกตองชัดเจนเพ่ือใชอางอิงหรือนำไปพิสูจนลิมิตของฟงกชันตอไป 

 จากการสังเกตตัวอยางที่ผานมานั้น ถา lim ( )
x a

f x L


  แลวจะตองมีลักษณะที่สำคัญตอไปนี้

เสมอ คือ สำหรับแตละชวงเปดบนแกน y  ที่มี L  เปนจุดก่ึงกลางรัศมี 0   และเขียนแทนดวย 

( , )L L    ที่กำหนดให จะตองมีชวงเปดบนแกน x  ที่มี a  เปนจุดก่ึงกลางรัศมี 0   เขียน

แทนดวย ( , )a a    อยางนอยหนึ่งชวงเปดซึ่งมีคุณสมบัติวา ทุก ๆ คา 0   (ไมวาจะมาก

หรือนอยเพียงใดก็ตาม) ที่กำหนดให จะตองหาคา 0   ไดเสมอซึ่งมีคณุสมบิตวาถา fx D  และ 

0 x a     แลว ( )f x L    พิจารณารูปดานลางประกอบ (Anton, Howard, 1995 : 

81-83) 
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ภาพประกอบ 1.2  แสดง 0   และ 0   

     ท่ีมา : สมเกียรติ พานอย. 2543 : 8 

 

 เพ่ือใหเห็นชัดยิ่งกวานั้นใหผูเรียนพิจารณาตัวอยาง 1.1 ประกอบดังนี้จากตัวอยาง 1.1 ไดวา 

3 3
lim ( ) lim( 1) 4
x x

f x x
 

    ในที่นี้ 3a   และ 4L    

 

 โดยลองกำหนดให 1   จะหาไดวามี 1   ( หรือ 0 1   ก็ได )  

ซึ่งถา 0 3 1x      แลว ( ) ( 1) 4 3 1f x L x x          

 ลองกำหนดให 0.1   จะหาไดวามี 0.1   ( หรือ 0 0.1   ก็ได )  

ซึ่งถา 0 3 0.1x      แลว ( ) ( 1) 4 3 0.1f x L x x          

 ดังนั้นถาสำหรับทุก 0   จะมี    ( หรือ 0     ก็ได )  

ซึ่งถา 0 3x       แลว ( 1) 4x       

 

 

 

     

 
 

 

 

 

 

 

 



9 

 

 หรือพิจารณาจาก 
2

lim(3 1) 5
x

x


   ซึ่งมี ( ) 2 1, 2, 5f x x a L     จะเห็นวา 

ให 3   จะหาไดวามี 1   ซึ่งถา 0 2 1x       

แลว ( ) (3 1) 5 3 6 3 2 3 3(1) 3f x L x x x               

 ให 1
3

   จะหาไดวามี 1   ซึ่งถา 10 2
9

x       

แลว 
1 1( ) (3 1) 5 3 6 3 2 3 3
9 3

f x L x x x  
                

 

 ให 1
100

   จะหาไดวามี 1   ซึ่งถา 10 2
300

x       

แลว 
1 1( ) (3 1) 5 3 6 3 2 3 3

300 100
f x L x x x  

                
 

 ในกรณีทั่วไป ถาให 0   จะมี 
2
   ซึ่งถา 0 2

3
x       

แลว ( ) 3 2 3 3
3

f x L x  
          

 

 จากลักษณะดังกลาวมาขางตนนั้นจึงกำหนดบทนิยามของลิมิตของฟงกชันไวดังนี ้ 

(เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ, 2553 : 13) 

 

 บทนิยาม 1.1 

  กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง และให a  และ L   

 เปนคาคงตัวที่เปนจำนวนจริง จะกลาวา ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  มีคาเขาใกล a  เทากับ L   

 ( เขียนเทนดวย lim ( )
x a

f x L


  ) ก็ตอเม่ือ สำหรับแตละ 0   ที่กำหนดใหจะตองมี 

 0   ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา fx D  และ 0 x a     แลว ( )f x L    

 แลวจะกลาววา ฟงกชนั f  มีลิมิตที่จุด x a   

  

 

 ในทำนองเดยีวกัน ถาพิจารณาเฉพาะเมื่อ x a  หรือ x a  อยางใดอยางหนึ่งจะได

นิยามของลิมิตทางซายและลิมิตทางขวาดังนี ้(เลิศ สิทธิโกศล, 2541 : 28). 
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 บทนิยาม 1.2 

  กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง และให ,a M  และ L   

 เปนคาคงตัวที่เปนจำนวนจริงจะกลาววา 

  ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  มีคาเขาใกล a  ทางซายเทากับ L  ( เขียนเทนดวย 
 

 
lim ( )
x a

f x L


  ) ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ 0   ที่กำหนดให จะตองม ี 0    

 ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา fx D  และ a x a    แลว ( )f x L    ในกรณี 

 ท่ีมี L R  ซึ่ง lim ( )
x a

f x L


  เราเรียก L  วาเปนลิมิตทางซายของ f  ที ่x a   

  ลิมิตของ ( )f x  เมื่อ x  มีคาเขาใกล a  ทางขวาเทากับ M  ( เขียนเทนดวย 
 

 
lim ( )
x a

f x M


  ) ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ 0   ที่กำหนดให จะตองม ี 0    

 ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา fx D  และ a x a     แลว ( )f x L    ในกรณี 

 ท่ีมี M R  ซึ่ง lim ( )
x a

f x M


  เราเรียก M  วาเปนลิมิตทางขวาของ f  ที่ x a   

 

จากนิยามของลิมิต สามารถแสดงไดวา ทฤษฎีบท 1.1 เปนจริง 

 

ทฤษฎีบท 1.1 

  ให ( )y f x  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริงและให a  และ L   

 เปนจำนวนจริงจะไดวา  lim
x a

f x L


  ก็ตอเม่ือ
 

   lim lim
x a x a

f x f x L
  

   

 

 

เพ่ือความเขาใจในบทนิยามของลิมิตของฟงกชันใหมากยิ่งข้ีน ใหผูเรียนสังเกตวิธีการหา 

0   ที่สอดคลองกับ 0   ตามนิยามของลิมิตในตัวอยางตอไปนี้ 
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ตัวอยาง 1.5  กำหนดให  
3

lim 4 7 5
x

x


   และให 0.4   จงหา 0   ซึ่งสอดคลองกับ

นิยามของลิมิตนี้  

วิธีทำ  ให  
3

lim 4 7 5
x

x


   โดยนิยามของลิมิต  

 สำหรับทุก ๆ 0   ที่กำหนดให จะมี 0  ซึ่งถา 0 3x      

 แลว  4 7 5x     

 ในท่ีนี้ 0.4   จะไดวามี 0.1   ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา 0 3x     แลวทำให 

   4 7 5 4 12x x     

            

4 3
4(0.1)
0.4

x



 




 

ดังนั้น  0.1   เปนคาที่สอดคลองกับนิยามของลิมิตนี้เมื่อ 0.4   

 

ขอสังเกต 1.1 

 วิธีหาคา 0.1   ในตัวอยาง 1.5 ที่ผานมาอาจทำไดโดยการแยกตัวประกอบ 3x   ออก

จาก 4 12x   แลวพิจารณาวา 3x   ควรจะนอยกวาจำนวนจริงบวกคาใดจึงจะทำให 4 12x   

นอยกวา 0.4   ดังนี้
 
 4 7 5 4 12 4 3x x x       เนื่องจากตองการให

4 3 0.4x    ดังนั้น 0.43 0.1
4

x     เราจึงเลือกใชคา 0.1   

ตัวอยาง 1.6  กำหนดให  
2

lim 3 1 7
x

x


   และ 0   จงหา 0   ซึ่งสอดคลอง 

กับนิยามของลิมิตนี้  

วิธีทำ  ให  
2

lim 3 1 7
x

x


   โดยนิยามของลิมิต  

 สำหรับทุก ๆ 0   ที่กำหนดให จะมี 0   ซึ่งถา 0 2x      

 แลว  3 1 7x     

 กำหนดให 0   จะมี 0   ซึ่งมีคุณสมบัติวา ถา 0 2x     แลวทำให 

   3 1 7 3 6x x     
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3 2
3

3
3

x





 


      


 

ดังนั้น  
3
   เปนคาที่สอดคลองกับนิยามของลิมิตนี้เมื่อ 0   

 

ตัวอยาง 1.7  จงพิสูจนวา  
1

lim 4 7 3
x

x


    

วิธีทำ โดยนิยามของลิมิตเราตองการแสดงวา ทุก ๆ 0   จะมี 0   สำหรับทุก ๆ คา x  

 ถา 0 1x     แลว
 
   4 7 3x       

  ให 0  เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก 
4
   

 ให
 
0 1x     

 พิจารณา
 
   4 7 3 4 7 3x x       

           

4 4
4 1
4

4
4

x
x





 
 






 

 นั่นคือ    4 7 3x      

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต  
1

lim 4 7 3
x

x


   เปนจริง 

 

ตัวอยาง 1.8  จงพิสูจนวา  
4

lim 2 1 9
x

x


    

วิธีทำ โดยนิยามของลิมิตเราตองการแสดงวา ทุก ๆ 0  จะมี 0   สำหรับทุก ๆ คา x  

 ถา 0 4x     แลว  2 1 9x     

  ให 0  เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก 
2
   

 ให
 
0 4x     
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 พิจารณา  2 1 9 2 1 9x x      

           

2 8
2 4
2

2
2

x
x





 
 






 

 นั่นคือ  2 1 9x     

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต  
4

lim 2 1 9
x

x


   เปนจริง 

 

ตัวอยาง 1.9  จงพิสูจนวา  
2

lim 5 3 7
x

x


    

วิธีทำ โดยนิยามของลิมิตเราตองการแสดงวาทุก ๆ 0  จะมี 0   สำหรับทุก ๆ คา x  

 ถา
 

 0 2x      แลว    5 3 7x      

  ให 0   เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก
 5

   

 ให  0 2x      

 พิจารณา    5 3 7 5 3 7x x       

         

 

5 10
5 2
5 2
5

5
5

x
x
x





 
 
  






 

 นั่นคือ
 
   5 3 7x      

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต  
2

lim 5 3 7
x

x


   เปนจริง 
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ตัวอยาง 1.10  จงพิสูจนวา 2

2
lim 4
x

x


  

วิธีทำ  เราตองการแสดงวา ทุก ๆ 0   จะมี 0   สำหรับทุก ๆ คา x  ถา 0 2x     

 แลว
 

2 4x   ) 

  ให 0  เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก 1   

 ให 0 2x     

 จะได 0 2 1x    

      

1 2 1

1 4 2 4 1 4

3 2 5

]
]

x

x

x

   

      

  

 

 และ 2 5x      

 พิจารณา   2 4 2 2x x x     

     

   2 2

5 ]
x x



  


 

 กรณี 5   จะมี 1  ซึ่ง0 2x    แลว 2 4x    

 กรณี 5   จะมี 
5
  ซึ่ง0 2x    แลว 2 4 5

5
x      

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต 2

2
lim 4
x

x


  เปนจริง 

 

ตัวอยาง 1.11  จงพิสูจนวา 
7

8lim 2
3x x



  

วิธีทำ  เราตองการแสดงวา ทุก ๆ 0   มี 0  สำหรับทุกคาx ถา 0 7x     

 แลว 
8 2
3x

 


 

  ให 0  เปนจำนวนจริงบวกใด ๆ 

 เลือก 1   

 ให 0 7x     
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 จะได 0 7 1x    

 

1 7 1

1 4 7 4 1 4

3 3 5

]
]

x

x

x

   

      

  

 

 และ 3 3x    

 พิจารณา 
 
 

38 82 2
3 3 3

x
x x x


  

  
 

            

 8 2 3
3

2 14
3

72
3

2
3
]

]
]

x
x

x
x

x
x



 




 







 

 กรณี 2
3

   จะมี 1   ซึ่ง
 
0 7x     แลว 

8 2
3x

 


 

 กรณี 2
3

   จะมี 3
2

   ซึ่ง 0 7x     แลว 

  

8 72 2
3 3

2 3
3 2

3
3
]

]

]
x

x x







 
 

      

 



 

ดังนั้น  โดยบทนิยามของลิมิต 
7

8lim 2
3x x



 เปนจริง 

 

 



16 

 

1.2 ทฤษฎบีทของลมิิต 

 ในหัวขอที่ผานมานั้นเรื่องความหมายและบทนิยามของลิมิตพรอมทั้งไดมีการพิสูจนลิมิตโดยใช

บทนิยามไปแลวนั้น สำหรับฟงกชันนั้นก็ไมเหมาะที่จะหาลิมิต แบบในหัวขอที่ผานมา เราจึงใชทฤษฎี

บทของลิมิตชวยในการหาคาลิมิตนั้นจะทำใหการหาคาลิมิตไดสะดวกรวดเร็วและงายข้ึนดังนั้นในหัวขอ

นี้จะกลาวถึงทฤษฎีบทของลิมิต และการนำทฤษฎีไปใชในการหาคาลิมิตตอไป สำหรับในหัวขอนี้นั้น

ฟงกชันที่กลาวถึงตอไปนี้เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง นอกจากจะระบุเปนอยางอ่ืน (คณาจารย

ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง, 2542 : 32-41) 

 

 ทฤษฎีบท 1.2   

  กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , 1L  และ 2L  เปนจำนวนจริง  

 f  เปนฟงกชันที่นิยามบน I  แตอาจไมนิยามที ่a  ถา   1lim
x a

f x L


  และ  

   2lim
x a

f x L


 แลว 1 2L L  

 

 

 ทฤษฎีบท 1.3 

  ถา a  และ k  เปนจำนวนจริงใด ๆ lim
x a

k k


    

 

 

 ทฤษฎีบท 1.4 

 
 

กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , L  และ M  เปนจำนวนจริง 

 f และ g  เปนฟงกชันที่นิยามบน I  แตอาจไมนิยามที ่a  ถา  lim
x a

f x L


   

 และ  lim
x a

g x M


  แลว        lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
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 ทฤษฎีบท 1.5 

 
 

กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , c  และ L  เปนจำนวนจริง 

 f  เปนฟงกชันที่นิยามบน I  แตอาจไมนิยามที ่a  ถา  lim
x a

f x L


  

 แลว  lim
x a

cf x cL


  

 

เราสามารถใชทฤษฎีบท 1.2 – ทฤษฎีบท 1.5 สามารถหาลิมิตไดดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 1.12  จงหาคา
1

lim145
x

 

วิธีทำ 
1

lim145 145
x

  

ดังนั้น  
1

lim145 145
x

  

 

ตัวอยาง 1.13  จงหาคา  
2

lim 5 8
x

x


  

วิธีทำ  
2 2 2

lim 5 8 lim5 lim8
x x x

x x
  

    

 
 

2
lim 5 8 10 8

18]
x

x


 




 

ดังนั้น   
2

lim 5 8 8
x

x


   

 

ตัวอยาง 1.14 จงหาคา  
2

lim 3 5
x

x


  

วิธีทำ  
2 2 2

lim 3 5 3 lim lim5
x x x

x x
  

    

 

 
22 2

3 limlim 3 lim5

6 5

1

5

]
]

xx x
xx

 




 





 

ดังนั้น   
2

lim 3 5 1
x

x
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 ทฤษฎีบท 1.6 

 
 

กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , L  และ M  เปนจำนวนจริง  

 f  และ g  เปนฟงกชันท่ีนิยามบน I  แตอาจไมนิยามที่ a  ถา  lim
x a

f x L


  และ 

 
 lim

x a
g x M


  แลว        lim lim lim

x a x a x a
f x g x f x g x LM

  
       

   

ตัวอยาง 1.15  จงหาคา  2

1
lim 7 5 8
x

x x


   

วิธีทำ  2 2

1
lim 7 5 8 7(1) 5(1) 8
x

x x


      

 

 2

1
7li 5 8

4

m 7 5 8

]
x

x x


  




 

ดังนั้น   2

1
lim 7 5 8 4
x

x x


    

 

ตัวอยาง 1.16  จงหาคา   2

0
lim 2 5 2 1
x

x x x


    

วิธีทำ       2 2

0 0 0
lim 2 5 2 1 lim 2 5 2 lim 1
x x x

x x x x x x
  

        

 

   2

0 0 0 0 0

2

0 0 0 0

2

0

0

lim2 lim5 lim2 lim lim1lim 2 5

2 lim 5 lim lim2 lim lim1

(2)( 1

2

1

)

2 ( )( )

( )( )

]
]

]
x x x x x

x x

x

x x x

x x x x x

x x x

x
    

 



  

     

   

 





 

ดังนั้น    2

0
lim 2 5 2 1 2
x

x x x


      

 

 ทฤษฎีบท 1.7 

 
 

กำหนดให  I เปนชวงเปดที่บรรจุ a , M  เปนจำนวนจริงใด ๆ ที่ 0M   

 f  เปนฟงกชันที่นิยามบน I  แตอาจไมนิยามที ่a  ถา  lim
x a

f x M


  

 แลว  
1 1lim

x a Mf x
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ตัวอยาง 1.17  จงหาคา 
0

1lim
2x x 

 

วิธีทำ
  0

0

1 1lim
2 lim 2x

x
x x




 

 

 

0

1lim
2

1
2
1
2
]

x x




 

  

ดังนั้น  
0

1 1lim
2 2x x
 


 

 

 ทฤษฎีบท 1.8 

 
 

กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , L  และ M  เปนจำนวนจริงที่ 0M   

 f  และ g  เปนฟงกชันท่ีนิยามบน I  แตอาจไมนิยามที่ a  ถา  lim
x a

f x L


  

 และ  lim
x a

g x M


  แลว 
 
 

 
 

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x L
Mg x g x






   

 

ขอสังเกต 1.2 

 กำหนดให I  เปนชวงเปดท่ีบรรจุ a , 1 2 3, , ,..., nL L L L  และ 1 2 3, , ,..., nk k k k  เปนจำนวน

จริงใด ๆ 1 2 3, , ,..., nf f f f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบน I  แตอาจไมนิยามที่ a  

 1).ผลของทฤษฎีบท 1.4 สามารถขยายใชไดกับฟงกชันจำนวนจำกัดนั่นคือ 

 ถา        1 1 2 2 3 3lim , lim , lim , ..., lim n nx a x a x a x a
f x L f x L f x L f x L

   
     

 แลว      1 1 2 2 1 1 2 2lim n n n nx a
k f x k f x k f x k L k L k L


            

 และ       1 2 1 2lim n nx a
f x f x f x L L L


            

 2). เนื่องจาก lim
x a

x a


 (ทฤษฎีบทบท 1.3) 

 ดังนั้นถา   1 0n
nP x a x a x a    เปนฟงกชันพหุนามใด ๆ แลว 

 จากทฤษฎีบท 1.4 และ ทฤษฎีบท 1.3 จะไดวา    lim
x a

P x P a
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ตัวอยาง 1.18  จงหาคา 
2

0

2 5 2lim
1x

x x
x

 


 

วิธีทำ 
 

 
22

0
0

0

lim 2 5 22 5 2lim
1 lim 1

x
x

x

x xx x
x x






   
 

 

        

22 5 2
1

2l m

2

i
10

]
x x

xx
  



 

  

ดังนัน้  
2

0

2 5 2lim 2
1x

x x
x

   


 

 

 

 บทแทรก 1.1   

  ถา f  และ g  เปนฟงกชัน ซึ่ง ( ) ( )f x g x  ทุก x  ซึ่ง 0 x a r     

 บางคา 0r   และ lim ( )
x a

f x L


  แลวจะไดวา lim ( )
x a

g x L


  

 

และถาแทน x a  ดวย x a  หรือ x a  แลวบทแทรกนี้ยังคงเปนจริง 

ตัวอยาง 1.19  จงหาคา 
2

0

2 5lim
x

x x
x


 

วิธีทำ เพราะวา 
 2

0 0

2 52 5lim lim
x x

x xx x
x x 

   

         
 

 
0

2

lim 2 5

2 5(0)

2

2 5lim
0

]
]

x

x x
x

x
x 

  






  

ดังนั้น  
2

0

2 5lim 2
x

x x
x

   

ตัวอยาง 1.20  จงหาคา
2

4

7 12lim
4x

x x
x

 


 

วิธีทำ เพราะวา
 

  2

4 4

4 37 12lim lim
4 4x x

x xx x
x x 
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4 4

2 7 12lim
4

lim 3

4 3

1

]
]

x x

x x
x

x


 

 




 

 

ดังนั้น  
2

4

7 12lim 1
4x

x x
x

  


 

ตัวอยาง 1.21  จงหาคา 
3

2

8lim
2x

x
x




 

วิธีทำ เพราะวา 
3 3 3

2 2

8 2lim lim
2 2x x

x x
x x 

 
 

 

  

 

3

2

2

2

2

2

2

2 2 4lim
2

lim 2 4

( 2) 2( 2) 4

1

8lim

2

2

( )

( )( )

]

]
]

x

x

x

x x x
x

x

x

x

x






  


  

   









 

ดังนั้น  
3

2

8lim 12
2x

x
x

 


 

ตัวอยาง 1.22  จงหาคา 
2

32

4lim
8x

x
x




 

วิธีทำ พิจารณา
 

2 2 2

3 3 32 2

4 2lim lim
8 2x x

x x
x x 

 
 

 

   

22

22

2

2

32

( 2)( 2)lim
( 2)( 2 4)

( 2)lim
( 2 4)
2 2

2 2(2)

l m

3

8

1

i

4

4

]
]

]

x x

x

x x
x x x

x
x

x

x

x







 
  


 


 






 

ดังนั้น 
2

32

4 1lim
38x

x
x
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ตัวอยาง 1.23  จงหาคา 
2

lim ( )
x

f x


 เม่ือกำหนด 
22 , 2

( )
3 , 2
x x

f x
x x

    
 

วิธีทำ หาคา 
2

lim ( )
x

f x


 ตองแยกพิจารณาหาลิมิตซาย และลิมิตขวา 

 พิจารณา
 

2

2 2
lim ( ) lim 2
x x

f x x
  

  

       
22(2)

8]



 

 ได 
2

lim ( ) 8
x

f x


  

 พิจารณา 
2 2

lim ( ) lim(3 )
x x

f x x
  

   

  
 

 
2

3l m 2i

1]
x

f x


 


 

 ได 
2

lim ( ) 1
x

f x


  

 เนื่องจาก 
2 2

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

  

ดังนั้น  
2

lim ( )
x

f x
  

ไมมีลิมิต 

ตัวอยาง 1.24  จงหาคา 
1

lim ( )
x

f x
  

เมื่อกำหนด 
22 , 2

( )
3 , 2
x x

f x
x x

    
 

วิธีทำ หาคา 
1

lim ( )
x

f x


 แยกพิจารณาหาลิมิตซาย และลิมิตขวา 

 พิจารณา 2

1 1
lim ( ) lim 2
x x

f x x
  

  

    
1

2

2
l 1im 2( )
x

f x





 

 ได 
1

lim ( ) 2
x

f x


  

 พิจารณา 2

1 1
lim ( ) lim 2
x x

f x x
  

  

  

 

 
1

2

2
l 1im 2( )
x

f x





 

 ได 
1

lim ( ) 2
x

f x


  

 เนื่องจาก 
1 1

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

  

ดังนั้น
  

 
1

lim 2
x

f x
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ตัวอยาง 1.25  จงหาคา 
 3

0

5
lim
x

x x
x


 

วิธีทำ พิจารณา 
, 0
, 0

x x
x x x

   
 

 ดังนั้น การหาคาลิมิตตองแยกพิจารณาหาลิมิตซาย และลิมิตขวา 

 พิจารณา
   3 3

0 0

5 5
lim lim
x x

x x x x
x x  

  
  

  

 
0

3

0

3

3

lim 5

( 5

5

0 )

lim

5

( )

]
]

xx
x

x x
x  

 

 








 

 ได 
 3

0

5
lim 5
x

x x
x


   

 พิจารณา
 

   3 3

0 0

5 5
lim lim
x x

x x x x
x x  

 
     

   

  3

0

3

3

0
li

5
li 5

5

5

m m

0

( )

( )]
]

xx
x

x x
x  












 

 ได 
 3

0

5
lim 5
x

x x
x


  

 เนื่องจาก
   3 3

0 0

5 5
lim lim
x x

x x x x
x x  

 
  

ดังนั้น  
 3

0

5
lim
x

x x
x


 ไมมีลิมิต 
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ตัวอยาง 1.26  จงหาคา 
 2

2

2 3 4
lim

2x

x x x
x

  


 

วิธีทำ พิจารณา  
( 2), 2

2
( 2), 2]
x x

x
x x

      
 

 การหาคาลิมิตตองแยกพิจารณาหาลิมิตซายและลิมิตขาว 

 พิจารณา
 

    2 2

2 2

2 3 4 2 3 4
lim lim

2 2x x

x x x x x x
x x  

      


 
 

   

 
 2

2

2

2

2

l
2 3 4

lim
2

im 3 4

2 3(2) 4

2

( )

( )]
]

xx
x

x
x

x x x
 

  
  




    

 

 

 ได 
 2

2

2 3 4
lim 2

2x

x x x
x

  



 

 

 พิจารณา 
    2 2

2 2

2 3 4 2 3 4
lim lim

2 2x x

x x x x x x
x x  

     


 

 

   

 
   2

2

2

2

2

2 3 4
lim

2
lim 3 4

2 3(2) 4

2

( )]
]

xx
x

x

x
x

x x
 

  


  

   



 

 ดังนั้น 
 2

2

2 3 4
lim 2

2x

x x x
x

  



 

 

 เนื่องจาก
   2 2

2 2

2 3 4 2 3 4
lim lim

2 2x x

x x x x x x
x x  

     


 
 

 

ดังนั้น  
 2

2

2 3 4
lim

2x

x x x
x

  


 ไมมีลิมิต 
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ตัวอยาง 1.27 จงหาคา 
 2

21

1 3 4
lim

3 2x

x x x

x x

  

 
 

วิธีทำ พิจารณา  
( 1), 1

1
( 1), 1]
x x

x
x x

      
 

 ดังนั้นการหาคาลิมิตตองแยกพิจารณาหาลิมิตซายและลิมิตขวา 

 พิจารณา 
   2 2

2 21 1

1 3 4 1 3 4
lim lim

3 2 3 2

( )
x x

x x x x x x

x x x x  
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2

1

1 3 4
lim
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1 3 4
lim
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3 4lim
2
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2
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x

x x x

x x

x x x
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x x
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 ได 
 2

21

1 3 4
lim 2

3 2x

x x x

x x

  


 
 

 

 พิจารณา 
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2 21 1

1 3 4 1 3 4
lim lim

3 2 3 2
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x x

x x x x x x

x x x x  
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1

2

1

2

21

1 3 4
lim

3

1 3 4
lim

( 2)( 1)

3 4lim
2

2

2

( )

( )

]
]

x

x

x

x x x
x x

x x
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x x x

x x 



 



   

 




 

 


 

 

 ได 
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21

1 3 4
lim 2

3 2x

x x x

x x

  


 
 

 เนื่องจาก
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2 21 1

1 3 4 1 3 4
lim lim

3 2 3 2x x
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x x x x  

     


   
 

 

ดังนั้น
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1 3 4
lim

3 2x

x x x

x x

  

 
 ไมมีลิมิต 
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ตัวอยาง 1.28  จงหาคา 
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1 2
lim

3 2x

x x

x x



 
 

วิธีทำ พิจารณา 
1, 1

1
( 1), 1]
x x

x
x x

      
 

 และ      
2 , 0

2
2 , 0]
x x

x
x x

   
 

 การหาคาลิมิตตองแยกพิจารณาหาลิมิตซายและลิมิตขวา 

 พิจารณา
 

  
2 21 1
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lim lim
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2lim
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lim 2
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 เนื่องจาก 
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lim lim
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ดังนั้น  
  
21

1 2
lim

3 2x

x x

x x



 
 ไมมีลิมิต 
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1.3 ลิมิตที่เกี่ยวของกับอนันต 

 กอนที่จะศึกษาลิมิตที่เก่ียวของกับอนันคนั้นกอนอื่นตองรูจักความหมายของคำวา อนันต 

เสียกอน อนันต แทนดวยสัญลักษณ   ไมใชจำนวนจริง แตใชแทนจำนวนที่มีคามากกวาทุกจำนวน

จริง กลาวคือสำหรับทุก ๆ r R   

   
r   

 และในทางตรงกันขาม ลบอนันต แทนดวยสัญลักษณ   ก็จะใชแทนจำนวนท่ีนอยกวาทุก 

ๆ จำนวนจริง กลาวคือทุก ๆ r R   

   r  

ดังบทนิยามตอไปนี้ (สุรวิทย ตันแตงผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ, 2537 : 20-21). 

 

 บทนิยาม 1.3 

  จะกลาววาจำนวนจริง x  เขาสูอนันต (เขียนแทนดวย x   )  

 ถา x M  ทุก ๆ จำนวนจรงิ 0M   (กลาวคือ x  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมมีขอบเขต) 

  จะกลาววาจำนวนจริง x  เขาสูลบอนันต (เขียนแทนดวย x   )  

 ถา x M  ทุก ๆ จำนวนจรงิ 0M   (กลาวคือ x  มีคาลดลงอยางไมมีขอบเขต) 

 

ในที่นี้จะแบงการกลาวถึงลิมิตท่ีเก่ียวของกับอนันตเปน 3 ประเภทดงัตอไปนี้ 

 1. ลิมิต (คาจริง) ที่จุดอนันต 

  ฟงกชัน f  มีลิมิตที่   และคาลมิิตเปนจำนวนจริงมี 2 ลักษณะคือ 

   lim ( )
x

f x L


  และ lim ( )
x

f x L


  โดยที่ L  เปนจำนวนจริง 

 2. ลิมิตคาอนันตที่จุด x a  ( a  เปนจำนวนจริง) 

  ให a  เปนจำนวนจริงฟงกชัน f  ไมมีลิมิตที่จุด x a  โดยที่ถา x  เขาใกล a   

 แลวคา ( )f x  เพ่ิมข้ึนหรือลดลงอยางไมจำกัด (นั่นคือ ( )f x   หรือ ( )f x  )  

 มี 6 ลักษณะคือ 

   lim ( )
x a

f x


 , lim ( )
x a

f x


  

   lim ( )
x a

f x


 , lim ( )
x a

f x


  

   lim ( )
x a

f x


 , lim ( )
x a

f x
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 3. ลิมิตคาอนันตที่จุดอนันต 

  ฟงกชัน f  ไมมีลิมิตที่จุดอนันตโดยที่เมื่อ x    หรือ x    แลว
 

 
( )f x   หรือ ( )f x  ) มี 4 ลักษณะคือ 

  lim ( )
x

f x


   lim ( )
x

f x


  

  
lim ( )
x

f x


   lim ( )
x

f x


  

  กอนที่จะศึกษาลิมิตท่ีเกี่ยวของกับอนันตทั้ง 3 ประเภทอยางละเอียดนั้นจะขอกลาวถึงนิยามที่

สำคัญและจำเปนตองทราบกอนดังนี ้(ทัศนีย อารยะตระกูลลิขิต และคณะ, 2539 : 25) 

 

 บทนิยาม 1.4 

 ฟงกชัน ( )f x  เปนฟงกชันซึ่งเมื่อ x  เขาใกล a  แลว ( )f x  อยูในรูปแบบใด 

รูปแบบหนึ่งดังตอไปนี้ คือ 0 00 , , 0 , , 0 ,
0

   


 หรือ 1  แลวจะไดวา
 
lim ( )
x a

f x


ม ีรูปแบบท่ีไมกำหนด ที่ x a  

  

1.3.1 ลิมิต (คาจริง) ที่จุดอนันต 

 พิจารณาฟงกชัน 
2

2

3( )
1
xf x
x




 ไดตารางดังตอไปนี้ 

ตาราง 1.3  คาของ 
2

2

3( )
1
xf x
x




เมื่อ x  มีคาเขาใกล   และ   

 

 

 

 

 

x  
2

2

3( )
1
xf x
x




  x  
2

2

3( )
1
xf x
x




 

1  3
2

  1  3
2

 

10  300
101

  10  300
101

 

100  30000
10001

  100  30000
10001

 

1000  3000000
1000001

  1000  3000000
1000001

 

… …  … … 
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 พิจารณากราฟฟงกชัน 
2

2

3( )
1
xf x
x




 ดังตอไปนี้ 

 

 

 
 

ภาพประกอบ 1.3  กราฟของฟงกชัน 
2

2

3( )
1
xf x
x




 

 

 จากตารางหรือจากกราฟของฟงกชัน 
2

2

3( )
1
xf x
x




 จะเห็นวา เม่ือ x    แลว คา

ของฟงกชัน ( )f x  มีคาเขาใกล 3  นั่นคอื 
2

2

3lim 3
1x

x
x




 และในทำนองเดียวกัน เมื่อ 

x    แลว คาของฟงกชัน ( )f x  มีคาเขาใกล 3  จะได 
2

2

3lim 3
1x

x
x




  

 ในกรณทีั่วไป lim ( )
x

f x L


  หมายความวา เมื่อ x  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมจำกัดแลวคา 

( )f x  มีคาเขาใกลจำนวนจริง
 
L  และในทำนองเดยีวกัน lim ( )

x
f x L


  หมายความวา เมื่อ x  มี

คาลดลงอยางไมจำกัดแลวคา ( )f x  เขาใกลจำนวนจริง
 
L  เขียนเปนบทนิยามไดดังนี ้(เฟองฟา ศรี

จันทพงศ และคณะ, 2553 : 26-27) 

 

 บทนิยาม 1.5  

  ให f  เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามบนบางชวงเปด ( , )a  กำหนดให L   

 เปนจำนวนจริง  lim
x

f x L


  (อานวา ลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาสู   เทากับ L  )  

 ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวนจริง 0   จะมีจำนวนจริง 0M   ซึ่ง  f x L     

 

 

 

0 
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 บทนิยาม 1.5 (ตอ) 

 ทุก ๆ x M  ให f  เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามบนบางชวงเปด ( , )b  

  
 lim

x
f x L




 
(อานวา ลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาสู   เทากับ L  )  

 ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวนจริง 0   จะมีจำนวนจริง 0M   ซึ่ง  f x L     

 ทุก ๆ x M   

 

ทฤษฎีบทตาง ๆ เก่ียวกับการมีคาเดียวของลิมิต ลิมิตของฟงกชันคงตัว ลิมิต ผลบวก ผลคูณ 

และผลหาร ของฟงกชันยังคงเปนจริงในกรณีที่ x  มีคาเขาใกลอนันตดวย นอกจากนี้ยังพบความจริง

ที่วาถาให c  เปนจำนวนจริง แลว lim 0
x

c
x
  และ lim 0

x

c
x
  จากบทนิยามดังกลาวสามารถหา

คาลิมิตท่ีอนันตไดดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยาง 1.29  จงหาคา 3 2lim
5 4x

x
x




 

วิธีทำ 

23
3 2lim lim
5 4 45

x x

x
xx

x
x

x
 

             

 

 

23
lim

45

2lim 3

4l

3

im 5

2lim 3 li

2lim

m

4lim 5 l

4

i

5

m

x

x

x

x x

x x

x

x

x

x

x

x

x

x

x 
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3 2lim
5 4

3 0
5 0

3
5
}

x

x
x








 

ดังนั้น  3 2 3lim
5 4 5x

x
x

 


 

ตัวอยาง 1.30  จงหาคา
2

3

2 7 5lim
5 2 1x

x x
x x

 
 

 

วิธีทำ 

3
2 32

3
3

2 3

2 7 5
2 7 5lim lim
5 2 1 2 15

x x

x
x x xx x

x x x
x x

 

                 

 

 

2
3

2 3

3
2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

3

2 7 5

lim
2 15

2 7 5

lim
2 15

2 7 5lim lim lim

2 1lim 5 li

2 7 5lim
5 2

m lim

0 0 0
5 0 1

0
5
0

1

}

}
}

}
}

x x

x

x x x

x x x

x
x x x

x
x x

x x x

x x

x x x

x x

x x
x x 



  

  



             

 


 

 


 

 







 



 

 

ดังนั้น  
2

3

2 7 5lim 0
5 2 1x

x x
x x

  
 

 

สำหรับตัวอยาง 1.30 นั้นสามารถทำไดหลายวิธี ดังตอไปนี้ 
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วิธีทำ 

2
22

3
3

2 3

7 52
2 7 5lim lim
5 2 1 2 15

x x

x
x xx x

x x x
x x

 

                 

 

 
2 2

2 3

3

7 5
2 7 5lim

2
li

5
m

2 152 1 xx

x x
x x

x x

x
x x

 

            











 

        

2

2 3

2

2 3

7 52
1lim

2 15

7 52
1lim lim

2 15

}
}

x

x x

x x
x

x x

x x
x

x x



 

                            
                   

 

 เนื่องจาก 
1lim 0

x x

      
 และ 

2

2 3

7 52
2lim
52 15

x

x x

x x


             

     

ดังนั้น  
2

3

2 7 5lim 0
5 2 1x

x x
x x

  
 

 

 

ตัวอยาง 1.31  จงหาคา
6 2

3

3 6 1lim
2x

x x
x x

 


 

วิธีทำ 

6
4 66 2

3
3

2

6 13
3 6 1lim lim
2 12

x x

x
x xx x

x x x
x

 

               

 

 
6

3
4 6

3
2

2

3

3 6 1l i

6 13
li m

12
m

2 xx

x
x x

x
x

x x
x x 
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3
4 6

3
2

4 6

2

4 6

2

6 13
lim

12

6 1lim 3

1lim 2

6 1lim 3 lim lim

1lim 2 lim

3 0 0
2 0

3
2

}
}

x

x

x

x x x

x x

x
x x

x
x

x x

x

x x

x







  

 

      
      

      




 




 




 

ดังนั้น  
4 2

2

3 6 1 3lim
22x

x x
x x

  


 

 

ตัวอยาง 1.32  จงหาคา
6 2

3

3 6 1lim
2x

x x
x x

 


 

วิธีทำ 

6
4 66 2

3
3

2

6 13
3 6 1lim lim
2 12

x x

x
x xx x

x x x
x

 

               

 

 

3
4 66

3
2

3
4 6

2

2

3

3

6 13
3 6 1lim
2

lim
12

6 13
lim

12

x

x

x

x x
x

x
x x

x
x

x
x x

x
x

x 
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4 6

2

4 6

2

6 13
lim

12

6 1lim 3 lim lim

1lim 2 lim

3 0 0
2 0

3
2

}
}

x

x x x

x x

x x

x

x x

x



  

 

       




  




  


 

 

ดังนั้น  
4 2

2

3 6 1 3lim
22x

x x
x x

  


 

 

ตัวอยาง 1.33  จงหาคา
5 3

3

5 2 7lim
2 1x

x x
x

 


 

วิธีทำ 

6
3 65 3

3
3

3

5 2 7
5 2 7lim lim

2 1 12
x x

x
x x xx x

x x
x

 

               

 

 

5 3

3

6
3 6

3
3

3
3 6

3
3

5 2 7l

5 2 7

lim
12

5

1

2 7

lim
12

im
2 xx

x

x
x x x

x
x

x
x x x

x
x

x x
x  
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3 6

3

3 6

3

5 2 7

lim
12

5 2 7lim lim lim

1lim 2 lim

0 0 0
2 0

0
2

0

}
}
}

x

x x x

x x

x x x

x

x x x

x



  

 

      




 




 






 

ดังนั้น  
5 3

3

5 2 7lim 0
2 1x

x x
x

  


 

 

ขอสังเกต 1.3 

  จากตัวอยางที่ผานมาจะสังเกตไดวาถา 0 1( ) n
nP x a a x a x     และ 

0 1( ) m
mQ x b b x b x     เปนฟงกชันพหุนามโดยท่ี 0na   และ 0mb  แลว  

   

,( )lim
( ) 0,

n

mx

a
n mP x b

Q x n m


   

  และ 
,( )lim

( ) 0,

n

mx

a
n mP x b

Q x n m


   

 

  

 1.3.2 ลิมิตคาอนันตท่ีจุด x a  

 พิจารณาฟงกชัน ( )
1

xf x
x




 ไดตารางดังตอไปนี้ 

ตาราง 1.4  คาของ ( )
1

xf x
x




 เม่ือ x  มีคาเขาใกล 1  

x  ( )
1

xf x
x




  x  ( )
1

xf x
x




 

0.5 -1  1.5 3 
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พิจารณากราฟฟงกชัน ( )
1

xf x
x




 ดังตอไปนี้ 

 

 
 

ภาพประกอบ 1.4  กราฟของฟงกชัน ( )
1

xf x
x




 

 จากตารางหรือจากกราฟของฟงกชัน ( )
1

xf x
x




 จะเห็นวา เม่ือ x  เขาใกล 1 ทางขวา

( 1)x   นั้น คาของ ( )f x  เขาสู อนันต( )  และเมื่อ x  เขาใกล 1 ทางซาย( 1)x   นั้นคาของ 

( )f x  เขาสู ลบอนันต( )  ในกรณีเชนนี้เราไดวา  

0.9 -9  1.1 11 

0.99 -99  1.01 101 

0.999 -999  1.001 1001 

0.9999 -9999  1.0001 10001 

… …  … … 

 

 

 

0 
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1

lim
1x

x
x

 


 และ 
1

lim
1x

x
x

 


 

ในทำนองเดียวกันจะไดวา 

   
1

lim
1x

x
x

        
 และ 

1
lim

1x

x
x

       
 

และ 

   
2

1
lim

1x

x
x

        
 และ 

2

1
lim

1x

x
x

        
 

 ในกรณีทั่ว ๆ ไปถา  lim
x a

f x


   ( หรือ   ) และ  lim
x a

f x


   ( หรือ   ) มี

ความหมายดังบทนิยามตอไปนี ้(สมเกียรติ พานอย และคณะ, 2543 : 31-33) 

 

 บทนิยาม 1.6 

  lim
x a

f x


  (อานวาลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางขวาเทากับ   ) 

ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา a x a     แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  (อานวาลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางขวา 

เทากับ   ) ก็ตอเม่ือ ทุก ๆ จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา a x a      

แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  (อานวาลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางซายเทากับ   ) 

ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา a x a    แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  (อานวาลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางซาย 

เทากับ   ) ก็ตอเม่ือ ทุก ๆ จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา a x a     

แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  ก็ตอเม่ือ    lim lim
x a x a

f x f x
  

    หรือ ทุก ๆ  

จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา 0 x a     แลว ( )f x M  

  lim
x a

f x


  ก็ตอเม่ือ    lim lim
x a x a

f x f x
  

    หรือ ทุก ๆ 

จำนวน 0M   จะมี 0   ซึ่งถา 0 x a     แลว ( )f x M  
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 ทฤษฎีบท 1.9 

  1.  1lim
( )nx a x a




 

  2.  
,1lim ,( )nx a x a

  
 

 

ตัวอยาง 1.34  จงหาคา
 23

1lim
( 3)x x 

  

วิธีทำ เนื่องจาก 23

1lim
( 3)x x




 

 และ 23

1lim
( 3)x x

 


 

ดังนั้น
  23

1lim
( 3)x x

 


 

 

ตัวอยาง 1.35  จงหาคา 32

1lim
( 2)x x 

  

วิธีทำ เนื่องจาก 32

1lim
( 2)x x




 

 และ 32

1lim
( 2)x x

 


 

ดังนั้น
  32

1lim
( 2)x x 

 ไมมีลิมิต 

 

ตัวอยาง 1.36  จงหาคา 
0

1lim
x x

  

วิธีทำ เนื่องจาก 
0

1lim
x x

   

 และ 
0

1lim
x x

   

ดังนั้น
  0

1lim
x x

 ไมมีลิมิต 

n  เปนเลขคู 
n  เปนเลขคี่ 
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 ทฤษฎีบท 1.10   

  ให lim ( )
x a

f x L


  และ lim ( )
x a

g x I


  เม่ือ L R  และ 

  I  หรือ   จะไดวา  

  1. lim ( ) ( )
x a

g x f x I


      

  2. 
, 0

lim ( ) ( ) , 0
, 0

x a

I L
f x g x L

L


         

     

          
( )lim 0
( )x

f x
g x

    เมื่อ 0L   

  3. 
( )lim 0
( )x a

f x
g x

  

  4. 
,

lim ( ) ,
n

x a

I
g x



 
 

  5. 
,

lim ( ) ,
n

x a

I
g x



 
 

 

ขอสังเกต 1.4 

 1. ทฤษฎีบท 1.10 ยังคงเปนจริงสำหรับกรณีลิมิตทางซาย และลิมิตทางขวาของ f  และ g   

 2. ถา 0L   แลว lim ( ) ( )
x a

f x g x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด แลวลิมิตนี้อาจจะหาคาไดหรือ

หาคาไมได ตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยาง 1.37  จงหาคา
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


  เม่ือกำหนด 2

1( )f x
x

 และ ( )g x x  

วิธีทำ พิจารณา 20 0

1lim ( ) lim
x x

f x
x  

    

 และ 
0 0

lim ( ) lim 0
x x

g x x
  

   

 จะไดวา 
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด ( 0 ) 

 เปนเลขค่ี 

 เปนเลขคู และ  

 เปนเลขค่ี 

 เปนเลขคู 

และ I   
และ I   
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 แต
 

23 3
lim ( ) ( ) lim
x x

xf x g x
x  

   

  0

1lim

]
x x




 

ดังนั้น  
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


    

 

ตัวอยาง 1.38  จงหาคา
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


  เม่ือกำหนด 
1( )f x
x

 และ ( )g x x  

วิธีทำ พิจารณา
0 0

1lim ( ) lim
x x

f x
x  

   

 และ 
0 0

lim ( ) lim 0
x x

g x x
  

   

 จะไดวา 
0

lim ( ) ( )
x

f x g x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด ( 0 ) 

 แต
 3 3
lim ( ) ( ) lim
x x

xf x g x
x  

   

            0
lim 1

1]
x 




 

ดังนั้น  
0

lim ( ) ( ) 1
x

f x g x


   

 

ตัวอยาง 1.39  จงหาคา
3

lim ( ) ( )
x

f x g x


  เม่ือกำหนด 
1( )
3

f x
x




และ 2( ) ( 3)g x x   

วิธีทำ พิจารณา
3 3

1lim ( ) lim
3x x

f x
x  

 


 

 และ 2

3 3
lim ( ) lim( 3) 0
x x

g x x
  

    

 จะไดวา 
3

lim ( ) ( )
x

f x g x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด ( 0 ) 

 แต
 

2

3 3

( 3)lim ( ) ( ) lim
3x x

xf x g x
x  

 


 

     3 3
lim ( lim() 3

0

( ))

]
x x

f x g x x
 

 




 

ดังนั้น  
3

lim ( ) ( ) 0
x

f x g x
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 ดังนั้นการหาคาลิมิตนั้นไมมีหลักเกณฑตายตัวท้ังนี้ตองอาศัย นิยาม ทฤษฎีบทตาง ๆ รวมทั้ง

ขอสังเกตุเพ่ือจะตรวจสอบวาลิมิตนั้นหาคาไดหรือหาคาไมไดดังตัวอยางตอไปนี ้(Ross, F.L. 

Maurice,.W.D. and Frank, G.R., 2001 : 46) 

 

ตัวอยาง 1.40  จงหาคาของ
 32

1lim 5
( 2)x x

 
   

  

วิธีทำ จาก 
32

1lim 5
( 2)x x

 
   

 

 และ 32

1lim
( 2)x x

 


, 
2

lim 5 5
x 

  

 โดยทฤษฎีบท 1.10 ขอ 1  

ดังนั้น  
32

1lim 5
( 2)x x

 
     

 

 

ตัวอยาง 1.41  จงหาคาของ
 21

1lim
1x x 

  

วิธีทำ จาก 21 1

1 1lim lim
( 1)( 1)1x x x xx  


 

 

    
1

1 1lim
( 1) ( 1)x x x

 
     

 

 และ 
1

1lim
( 1)x x




, 
1

1 1lim
( 1) 2x x




 

 โดยทฤษฎีบท 1.10 ขอ 2  

ดังนั้น  21

1lim
1x x
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ตัวอยาง 1.42  จงหาคาของ
 23

5lim
3x x x 

  

วิธีทำ จาก 23 3

5 5lim lim
( 3)3x x x xx x  




 

       
3

5 1lim
3x x x

 
    

 

 และ 
3

5 5lim
3x x

 , 
3

1lim
3x x



 

 

 โดยทฤษฎีบท 1.10 ขอ 2  

ดังนั้น  23

5lim
3x x x




 

 

ตัวอยาง 1.43  จงหาคาของ
 

2

2
lim 5( 2)
x

x


   

วิธีทำ จาก 2

2 2

2

5lim 5( 2) lim
1

( 2)

x x
x

x

 
   

 
  

 

        2

2

5lim
1

( 2)
x

x


 
 
 
   
 
  

 

 และ 
2

lim 5 5
x

 , 22

1lim
( 2)x x




 

 โดยทฤษฎีบท 1.10 ขอ 3  

ดังนั้น  2

2
lim 5( 2) 0
x

x
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ตัวอยาง 1.44  จงหาคา 
23

1lim
7 12x x x  

 

วิธีทำ จาก 23 3

1 1lim lim
( 3)( 4)7 12x x x xx x  


  

 

                  
3

1 1lim
( 3) ( 4)x x x

 
     

 

 และ 
3

1lim
( 3)x x




, 
3

1lim 1
( 4)x x




 

 โดยทฤษฎีบท 1.10 ขอ 2  

ดังนั้น
 

23

1lim
7 12x x x

 
 

 

 

ตัวอยาง 1.45  จงหาคา 
2

1lim
2x

x
x




 

วิธีทำ พิจารณา 
2 2

1
1 2lim lim
2 1

1
x x

x x
x

x
  

 
 
    
   
  

 
 

  และ 
2

1lim
2x x


 , 
2

1 1lim
1 3x x



 

 โดยทฤษฎีบท 1.10 ขอ 2   

  ได 
2

1lim
2x

x
x

 


 

 พิจารณา 
2 2

1
1 2lim lim
2 1

1
x x

x x
x

x
  

 
 
    
   
  

 
 

  และ 
2

1lim
2x x



, 

2

1 1lim
1 3x x



 

 โดยทฤษฎีบท 1.10 ขอ 2  

  ได 
2

1lim
2x

x
x
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 เนื่องจาก
2 2

1 1lim lim
2 2x x

x x
x x  

 
 

 

ดังนั้น  
2

1lim
2x

x
x




 ไมมีลิมิต 

 

 1.3.3 ลิมิตคาอนันตท่ีจุดอนันต 

 พิจารณาฟงกชัน 3( )f x x  ไดตารางดังตอไปนี้ 

ตาราง 1.5  คาของ 3( )f x x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

x  3( )f x x   x  3( )f x x  

1 1  -1 -1 

2 8  -2 -8 

3 27  -3 -27 

4 64  -4 -64 

10 1000  -10 -1000 

… …  … … 
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 พิจารณากราฟฟงกชัน 3( )f x x  ดังตอไปนี้ 

 

 

 
 

 

ภาพประกอบ 1.5  กราฟของฟงกชัน 3( )f x x  

 

 จากตารางและรูปภาพจะเห็นวาเมื่อ x  จะทำให 3( )f x x    นั้นหมายความ

วา 3lim
x

x


   ในทำนองเดียวกัน x จะทำให 3( )f x x    ก็หมายความวา 

3lim
x

x


   ในกรณีทั่ว ๆ ไป ลิมิตคาอนันตที่จุดอนันต นั้นมีความหมายดังบทนิยามตอไปนี้ 

(เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ, 2553 : 35-40) 

 

 บทนิยาม 1.7  

  1. lim ( )
x

f x


   ก็ตอเม่ือ ทุก ๆ คา 0M   จะมีคา 0N    

 ซึ่งถา x N แลว ( )f x M  

  2. lim ( )
x

f x


   ก็ตอเม่ือ ทุก ๆ คา 0M   จะมีคา 0N    

 ซึ่งถา x N แลว ( )f x M  

 

 

 

0 
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 บทนิยาม 1.7(ตอ)  

  3. lim ( )
x

f x


   ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ คา 0M   จะมีคา 0N    

 ซึ่งถา x N  แลว ( )f x M  

  4. lim ( )
x

f x


  ก็ตอเมื่อ ทุก ๆ คา 0M   จะมีคา 0N    

 ซึ่งถา x N  แลว ( )f x M  

 

 

 ทฤษฎีบท 1.11 

  ให n N  จะไดวา  

   1.

 

lim n

x
x


   

   2. 
,

lim ,
n

x
x



 
 

 

ตัวอยาง 1.46   

 
lim
x

x


   

 
lim
x

x


   

 
2lim

x
x


   

 
5lim

x
x


   

 
4lim

x
x


   

 

 ทฤษฎีบท 1.12 

  ให lim ( )
x

f x L


  และ lim ( )
x

g x I


  โดยที่ L R   

 และ I (หรือ) 

   1. lim ( ) ( )
x

g x f x I


      
 

 เปนเลขค่ี 

 เปนเลขคู 
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 ทฤษฎีบท 1.12(ตอ) 

   2. ถา 0L   แลว 

    2.1 
,( )lim ( ) ( ) lim ,( )x x

Ig xf x g x If x 

       
  

    2.2 
( )lim 0
( )x

f x
g x

   

   3. 
,

lim ( ) ,x

I
g x



 
 

   4. 
,

lim ( ) ,
n

x

I
g x



 
 

 

 

 ทฤษฎีบท 1.13 

  ให lim ( )
x

f x I


  และ lim ( )
x

g x J


  โดยที่ I  (หรือ) 

 และ J  (หรือ) จะไดวา 

   1. 
,

lim ( ) ( ) ,x
f x g x



      
 

   2. 
,

lim ( ) ( ) ,x
f x g x



      
 

 

 

 ทฤษฎีบท 1.14 

  ให 0 1( ) n
nP x a a x a x     และ 0 1( ) m

mQ x b b x b x      

 เปนฟงกชันพหุนามระดับขั้น n  และ m  ตามลำดับ ถา n m  แลวจะไดวา  

  
( )lim lim
( )

n mn
x x

m

aP x x
Q x b



 

 
     

 

 
 

 เปนเลขค่ี 

 เปนเลขคู 

 เปนเลขค่ี 
 เปนเลขคู และ  

 
 

 และ  มีเครื่องหมายเหมือนกัน 
 และ  มีเครื่องหมายตางกัน 
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หมายเหตุ 

 1. เมื่อเราแทน x    ดวย x    ในทฤษฎีบท 1.12, 1.13 และ 1.14 จะไดวา

ทฤษฎียังคงเปนจริง 

 2. 
( )

( )lim
( )x

x

f x
g x



 จะเรียกวาอยูในรูปแบบไมกำหนด 



 และ 
( )

lim ( ) ( )
x
x

f x g x



     ซึ่ง

ถา I J  ก็อยูในรูปแบบไมกำหนด ,   และในทฤษฎีบท 1.12 เมื่อ 0L   

( )

lim ( ) ( )
x
x

f x g x



     อยูในรูปแบบไมกำหนด 0 ,0 ( )    

 

 เม่ือเราทราบทฤษฎีบทตาง ๆ ที่เก่ียวของกับลิมิตที่จุดอนันตที่กลาวมาแลวเราสามารถหาคา

ลิมิตไดดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 1.47  จงหาคาของ
 

3lim( 2)
x

x


   

วิธีทำ จาก 3lim( 2)
x

x


  

 และ 3lim
x

x


 , lim 2 2
x

  

 

 โดยทฤษฎีบท 1.12 ขอ 1  

ดังนั้น  3lim( 2)
x

x


   

 

ตัวอยาง 1.48  จงหาคาของ
 

3lim ( 5)
x

x


   

วิธีทำ จาก 3lim ( 5)
x

x


  

 และ 3lim
x

x


 , lim 5 5
x

  

 โดยทฤษฎีบท 1.12 ขอ 1  

ดังนั้น  3lim ( 5)
x

x
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ตัวอยาง 1.49  จงหาคาของ
 

2lim (3 4 )
x

x


   

วิธีทำ จาก 2lim (3 4 )
x

x


  

 จากทฤษฎีบท 1.12 ขอ 1.1 ได  

 2lim ( 4 )
x

x


   

  เพราะ 2lim
x

x


  และ lim 4 4
x

   

 และ lim 3 3
x

 ,  

 โดยทฤษฎีบท 1.12 ขอ 1  

ดังนั้น  2lim (3 4 )
x

x


   

 

ตัวอยาง 1.50  จงหาคาของ
 3

2lim
x x

  

วิธีทำ จาก 3

2lim
x x

 

 และ lim 2 2
x

 , 3lim
x

x


  

 โดยทฤษฎีบท 1.12 ขอ 1.2  

ดังนั้น  3

2lim 0
x x

  

 

ตัวอยาง 1.51  จงหาคาของ
 

2lim(3 1)
x

x x


    

วิธีทำ จาก 2lim(3 1)
x

x x


   

 และ 2lim3
x

x


, lim
x

x


  , lim1 1
x

  

 โดยทฤษฎีบท 1.13 ขอ 1 และ 1.12 ขอ 1 

ดังนั้น  2lim(3 1)
x

x x
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ตัวอยาง 1.52  จงหาคาของ
 

3lim ( )
x

x x


   

วิธีทำ จาก 3lim ( )
x

x x


  

 และ 3lim
x

x


 , lim
x

x


 

 โดยทฤษฎีบท 1.13 ขอ 1  

ดังนั้น  3lim ( )
x

x x


   

 

ตัวอยาง 1.53  จงหาคาของ
 

2lim( )
x

x x


   

วิธีทำ  เนื่องจาก 2lim( )
x

x x


  อยูในรูปแบบไมกำหนด ทำไดดังตอไปนี ้ 

 
2lim( ) lim ( 1)

x x
x x x x

 
    

 และ lim
x

x


 , lim( 1)
x

x


  

 โดยทฤษฎีบท 1.13 ขอ 2 

ดังนั้น  2lim( )
x

x x


   

 

ตัวอยาง 1.54  จงหาคาของ
 

3 2lim (1 )
x

x x


   

วิธีทำ จาก 3 2lim (1 )
x

x x


  

 และ 3lim
x

x


 , 2lim (1 )
x

x


   

 โดยทฤษฎีบท 2.13 ขอ 2  

ดังนั้น  3 2lim (1 )
x

x x


   

ตัวอยาง 1.55  จงหาคาของ
 

23 1lim
2 1x

x x
x

  


  

วิธีทำ เนื่องจาก 
23 1lim
2 1x

x x
x

  


 อยูในรูปแบบไมกำหนด ทำไดดังตอไปนี้ 
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2
22

2

2

1 13
3 1lim lim
2 1 12

1 13
lim

12

1 13
lim lim

12

x x

x

x x

x
x xx x

x x
x

x
x x

x

x xx

x

 



 

                 
       



  
 



 

 และ lim
x

x


 , 
2

1 13 3lim
1 22

x

x x

x


  
 


 โดยทฤษฎีบท 1.12 ขอ 2 

ดังนั้น  
23 1lim
2 1x

x x
x

    


 

 

1.4 ความตอเนื่องของฟงกชัน 

 พิจารณากราฟฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x    

 

 
 

ภาพประกอบ 1.6  กราฟของฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x    

 

0  
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 จากภาพประกอบ 1.6  กราฟของฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x    นั้นไมมีการขาดตอน แตถา

หากเราพิจารณาที่จุดหนึ่ง ๆ เชนพิจารณากรณีท่ี 2x   ก็จะเห็นวา กราฟของฟงกชันนั้นก็ไมขาด

ตอนที่จุดดังกลาว ดังนั้นจึงกลาวไดวาฟงกชัน ( )f x  ตอเนื่องที่จุด 2x  นั่นเอง แตถาหากเรา

ตองการตรวจสอบวา ( )f x  นั้นตอเนื่องที่จุด 100x   หรือไม ก็เปนการยากที่เราจะสามารถเขียน

กราฟของฟงกชันเพ่ือที่จะตรวจสอบจุดที่ตองการไดทุกจุด ดังนั้นการจะตรวจสอบวาฟงกชันตอเนื่อง

หรือไมตอเนื่องตรวจสอบเพ่ือความงายสะดวกและรวดเร็วจะใชนิยามตอไปนี้ในการตรวจสอบ (ชัย

สงคราม เครือหงส, 2544 : 41-42) 

 

 บทนิยาม 1.8 

  กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง และ a R   

 จะกลาววา f  ตอเนื่องที่จุด x a  ก็ตอเม่ือ 

   1. ( )f a  หาคาได 

   2. lim ( )
x a

f x


หาคาได 

   3. ( ) lim ( )
x a

f a f x


   

 ถา  f  ไมสอดคลองกับเงื่อนไขขอใดขอหนึ่งขางบนนี้ ก็แสดงวา f  ไมตอเนื่องท่ีจุด x a  

 

 จากบทนิยาม 1.8 นั้นเราสามารถตรวจสอบฟงกชันวาตอเนื่องหรือไมตอเนื่องนั้นเปนการงาย

โดยเราไมตองวาดกราฟของฟงกชันใหเสียเวลา ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 1.56  จงพิจารณาวาฟงกชัน 3( ) 5 1f x x x    ตอเนื่องที่ 2x   หรือไม 

วิธีทำ เนื่องจาก 3(2) 2 5(2) 1 1f       หาคาได 

 และ 3

2
lim( 5 1) 1
x

x x


    

 ได 3

2
lim( 5 1) (2)
x

x x f


    

ดังนั้น  ฟงกชัน 3(2) 5 1f x x   ตอเนื่องที่ 2x   
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ตัวอยาง 1.57  กำหนดให 

 
2

3

4, 2
( )

, 2]
x x

f x
x x

    
 

จงตรวจสอบวา ( )f x  ตอเนื่องที่ 2x   หรือไม 

วิธีทำ 1.  3(2) 2 8f    หาคาได 

 2.  
2

lim ( ) 8
x

f x


  เพราะวา  

  
3

2 2
lim ( ) lim 4 8
x x

f x x
  

    

  3

2 2
lim ( ) lim 8
x x

f x x
  

   

 3.  เนื่องจาก 
2

lim ( ) (2)
x

f x f


  

ดังนั้น  ฟงกชัน ( )f x ตอเนื่องที่ 2x   

 

ตัวอยาง 1.58  กำหนดให

 

 

2

3

4, 2

( ) 5, 2

, 2

]
]

x x

f x x

x x

    

 

จงตรวจสอบวา ( )f x ตอเนื่องที่ 2x  หรือไม 

วิธีทำ 1.  (2) 5f   หาคาได 

 2.  
2

lim ( ) 8
x

f x


  เพราะวา 

  2

2 2
lim ( ) lim 4 8
x x

f x x
  

    

  3

2 2
lim ( ) lim 8
x x

f x x
  

   

 3.  เนื่องจาก 
2

lim ( ) (2)
x

f x f


  

ดังนั้น  ฟงกชัน ( )f x  ตอเนื่องที่ 2x   
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ตัวอยาง 1.59  กำหนดให 

 
2 20( )

5
x xf x

x
 


 

จงตรวจสอบวา ( )f x  ตอเนื่องที่ 5x   หรือไม 

วิธีทำ เนื่องจาก  
2( 5) ( 5) 20 05
( 5 5) 0

f      
 

 หาคาไมได 

 จึงไมตองพิจารณาขอที่ 2 และ 3 ตอ 

ดังนั้น  ฟงกชัน ( )f x  ไมตอเนื่องที่ 5x   

 

ตัวอยาง 1.60  กำหนดให 

 

2 3, 3
( )

2 1, 3]
x x

f x
x x

     
 

จงตรวจสอบวา ( )f x  ตอเนื่องที่ 3x  หรือไม 

วิธีทำ 1.  2(3) 3 3 12f     

 2.  
3

lim ( )
x

f x


 ไมมีลิมิตเพราะวา 

  
3 3

lim ( ) lim 2 1 2(3) 1 5
x x

f x x
  

      

  2 2

3 3
lim ( ) lim 3 (3) 3 12
x x

f x x
  

      

 ไมตองพิจารณาขอ 3 ตอ 

ดังนั้น  ฟงกชัน ( )f x  ไมตอเนื่องที่ 3x   
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1.5 สรุปทายบทที่ 1 

 ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชันนั้นเปนพื้นฐานที่สำคัญอยางยิ่งในการศึกษาเนื้อหาตาง ๆ

ในบทถัดไป จากการที่ไดศึกษาเรื่องลิมิตนั้นทำใหเห็นถึงความหมายของลิมิตไดอยางชัดเจนมากยิ่งข้ึน 

ดังนั้นเมื่อเราไดรูความหมายของลิมิตแลวนั้นเราก็จะสามารถพิสูจนลิมิตโดยใชบทนิยามของลิมิตได ซึ่ง

จะแสดงใหเห็นไดอยางชัดเจนวาลิมิตนั้นคืออะไร และทำใหสามารถแสดงการเขียนลิมิต พรอมทั้ง

ตรวจสอบวาแตละฟงกชันนั้นมีหรือไมมีลิมิตก็ไดโดยใชทฤษฎีตาง ๆ ที่เก่ียวของ โดยหลักที่สำคัญตอง

พิจารณาการหาคาลิมิตนั้นก็คือตองพิจารณาลิมิตทางซายและลิมิตทางขวากอนเสมอ ยกเวนกรณลีิมิต 

(คาจริง) ที่จุดอนันต และลิมิตคาอนันตที่จุดอนันต สวนการพิจารณาวาฟงกชันที่กำหนดใหนั้นตอเนื่อง

หรือไมตอเนื่อง ณ จุดใดx a  หรือไมนั้น ก็ตรวจสอบแควา ( ) lim ( )
x a

f a f x


  หรอืไมถาเปนจริง

แสดงวาฟงกชัน ( )f x  ตอเนื่องที่จุด x a  
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แบบฝกหัดทายบทที่ 1 

 

1. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

1.1 
 

 
2

lim 3
x

x


   1.2   2

5
lim 5
x

x


  

  1.3  
2

1

1lim
1x

x
x




  1.4  
 

2

2
lim

2x

x x
x




 

  1.5  
 

0

2
lim
x

x x
x


 

 

2. จงใชบทนิยามพิสูจนลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ 

 2.1   
2

lim 1 3
x

x


     2.2   
3

lim 8 5
x

x


   

  2.3  2

3
lim 9
x

x


    2.4  
1

1 1lim
2 3x x



 

 

3. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

 3.1 
 

 
2

lim 3
x

x


    3.2   
2

lim 3
x

x


  

  3.3   2

5
lim 5
x

x


    3.4   2

5
lim 5
x

x


  

  3.5  
1

2lim
1x x 

   3.6  
1

2lim
1x x 

 

  3.7  
 

22

2
lim
x

x x
x


   3.8  

 
22

2
lim
x

x x
x


 

  3.9  
 2

0

2
lim
x

x x
x


   3.10  

 2

0

2
lim
x

x x
x


 

 

4. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

  4.1  
5

lim 6
x

x


    4.2   2

3
lim 3
x

x


    

  4.3  
 

21

2
lim
x

x x
x


   4.4  

 
2

2
lim
x

x x
x
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  4.5  
1

2lim
x

x x
x


   4.6  

  2

21

1 2 3
lim

1x

x x x

x

  


 

  4.7  
3

lim 3
x

x


    4.8  
7

3lim
1x

x x
x




 

  4.9  
 2

21

1 2 3
lim

1x

x x x

x

  


  4.10  

2

2
lim

2x

x
x




 

  4.11 
 2

2 5
lim

2x

x x
x

 


  4.12  
 2

1

2 1
lim

1x

x x

x

 


 

  4.13  
2

1

3 2lim
1x

x x
x

 


  4.14  
2

1

3 2
lim

1x

x x

x

 


  

 

5. กำหนดให 

2, 0

( ) 3, 0

1, 0

]
]

x

f x x

x

   

 จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

  1. 
 1
lim ( )
x

f x


 

  2.  
0

lim ( )
x

f x


 

  3. 
 3
lim ( )
x

f x


 

 

6. กำหนดให 
2 3, 4

( )
3 1, 4]
x x

f x
x x

     
จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี ้(ถาลิมิตหาคาได) 

 1 
 3
lim ( )
x

f x


 

 2 
 4
lim ( )
x

f x


 

3 
 5
lim ( )
x

f x
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7. กำหนดให 2

2 3, 3

( ) 1, 3

3 2, 3

]
]

x x

f x x x

x x

      

จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี ้(ถาลิมิตหาคาได) 

 1  
1

lim ( )
x

f x


 

2 
 3
lim ( )
x

f x


 

3  
5

lim ( )
x

f x


 

8. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

 8.1 
 3

1lim
3x x 

    8.2  
 22

lim
2x

x

x 
 

  8.3  
 23

1lim
3x x 

   8.4  23
lim

3x

x
x x 

 

8.5  27

1lim
5 14x x x  

   8.6  22
lim

5 14x

x
x x  

 

8.7  
 
2

21

6 7lim
1x

x x

x

 


   8.8  

2

7

6 7lim
7x

x x
x

 


 

 

9. จงหาคา
1

lim ( )
x

f x


 เม่ือกำหนดให 

2

1 , 1
1( )

2 , 1
( 1)

]
x

xf x
x

x

     

 (ถาลิมิตหาคาได) 

 

10. จงหาคา 
7

lim ( )
x

f x


 เม่ือกำหนดให 
2

2

1 , 7
5 14

( )
2 , 7

5 14
]

x
x x

f x
x x

x x

        

(ถาลิมิตหาคาได) 
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11. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้ (ถาลิมิตหาคาได) 

11.1  5

3lim
x x    

 11.2  
7 3lim

2x

x
x




 

  11.3  
4 2

4

2 3 3lim
2 1x

x x
x x

 
 

  11.4  
3 2

4

2 8lim
3 5x

x x
x x

 
 

 

 11.5  
4 2

5

2 2 7lim
3 5x

x x
x x

 
 

  11.6  
2

2 8lim
3x

x
x x


 

 

 11.7  
2

2 1lim
3x

x
x x


 

  11.8  
2

4 2

3 1lim
3x

x
x x


 

 

11.9  
2

4 2

3 1lim
3x

x
x x


 

  11.10  4 2lim 3
x

x x


   

 

 

12. จงพิจารณาวาฟงกชันแตละขอตอไปนี้ตอเนื่องที่จุดที่กำหนดหรือไม 

  12.1  ( ) 3f x x     ที่ 1x   

  12.2  
2 3, 4

( )
3 1, 4]
x x

f x
x x

     
 ที่ 4x   

  12.3  

2, 0

( ) 3, 0

1, 0

]
]

x

f x x

x

   

  ที ่ 0x   

  12.4  2

2 3, 3

( ) 1, 3

3 2, 3

]
]

x x

f x x x

x x

      

 ที่ 3x   

  12.5  

2 4, 2

( ) 5 , 2

2, 2

]
]

x x

f x x

x x

     

 ที่ 2x   
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  12.6  

2 4, 3

( ) 5 , 3

2, 3

]
]

x x

f x x

x x

      

 ที ่ 3x    

  12.7  

22 2, 4

( ) , 4

5, 4

]
]

x x

f x x x

x x

     

 ที ่ 4x   

 

13. กำหนด

 

2 1, 1

( ) 2 1, 1 3

2, 3

]
]

x x

f x x x

x x

       

 

จงพิจารณาวาฟงกชัน  f x ตอเนื่องที่จุดที่กำหนดใหหรือไม 

   1  0x   

2  1x   

3  2x   

4  3x   

5  4x   
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บทที่ 2 

อนุพันธของฟงกชัน 

 

 คณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1 นั้นเปนสวนหนึ่งของวิชาที่เรียกวา แคลคูลัส ซึ่งแคลคูลัส

นั้นเปนคณติศาสตรแขนงหนึ่งที่มี ไอแซก นิวตัน นักคณิตศาสตรชาวอังกฤษ และ กอตตฟรีด วิลเฮลม 

ไลบนิตซ นักคณิตศาสตรชาวเยอรมัน เปนผูใหกำเนิด ซึ่งมีประโยชนตอวิทยาการในสาขาตาง ๆ 

มากมาย เชน ฟสิกส เคมี ชีววิทยา วิศวกรรมศาสตร ดาราศาสตร เศรษฐศาสตร สังคมวิทยา และ

พฤติกรรมทางจิตวิทยา ตลอดจนเปนพ้ืนฐานของการศึกษาคณติศาสตรสาขาอ่ืน ๆ แทบทุกสาขา 

ดังนั้นสำหรับเรื่องอนุพันธของฟงกชัน ก็เปนสวนหนึ่งของรายวิชาคณิตศาสตรสำหรับวิทยาศาสตร 1

เชนกัน โดยกลาวถึงอัตราการแปรคา อัตราการแปรคาชั่วขณะ สวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการ

เปลี่ยนแปลงเฉลี่ย ซึ่งมีประโยชนอยางกวางขวางในการแกปญหาตาง ๆ ซึ่งจะกลาวในบทที่ 4 เรื่อง

การประยุกตอนุพันธ และจากบทที่ 2 เรื่องลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชันที่ผูเรียนไดศกึษาผานมา

นั้นเปนการหาเฉพาะลิมิตของฟงกชันพีชคณิตเทานั้น สวนในบทนี้จะแบงการหาอนุพันธออกเปน 2 

ประเภท คืออนุพันธของฟงกชันพีชคณติ และอนุพันธของฟงกชันอดิศัย กอนที่จะศึกษาอนุพันธของ

ฟงกชันนั้น เราจะศึกษาสวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของฟงกชันเพ่ือนใหผูเรียนได

ศึกษาเรื่องอนุพันธไดเขาใจดียิ่งข้ึนน 

 

2.1 สวนเปลีย่นแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ย 

โดยทั่ว ๆ ไปสำหรับ ( )y f x  จะไดวาเมื่อ x  มีคาเปลี่ยนไปคาของฟงกชัน ( )f x  ก็

เปลี่ยนไปดวยคอืเมื่อ x  เปลี่ยนจาก x  ไปเปน x x  คาของฟงกชันจะเปลี่ยนจาก ( )f x   

ไปเปน ( )f x x  ดังนั้นปริมาณการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนี้คือ ( ) ( )f x x f x   ในขณะ

ที่ปริมาณเปลี่ยนแปลงของ x  คือ x  และเรียกอัตราสวน ( ) ( )f x x f x
x

  


 วา อัตราการ

เปล่ียนแปลงเฉลี่ย (เฟองฟา ศรจีันทพงศ และคณะ, 2553 : 53) 

พิจารณา 2( ) 1f x x   ถา x  เปลี่ยนจาก 2  ไปเปน 5  คา 3x   จะไดอัตราการ

เปลี่ยนแปลงเฉลี่ยเทากับ 21  ถา x  เปลี่ยนจาก 2  ไปเปน 3  คา 1x   อัตราการเปลี่ยนแปลง

เฉลี่ยมีคาเทากับ 5  ถา x  เปลี่ยนจาก 2  ไปเปน 2.1  คา 0.1x   อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยมี
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คาเทากับ 4.1  และถา x  เปลี่ยนจาก 2  ไปเปน 2.01  คา 0.01x   จะไดอัตราการ

เปลี่ยนแปลงเฉลี่ยเทากับ 4.01  ตอไปเรื่อย ๆ 

 

 จะเห็นไดวาอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ ( )y f x  ขึ้นอยูกับ x  ถาให x  มีคาเขา

ใกล 6  แลวอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยมีคาเขาใกลคาคงตัวคาหนึ่ง เราเรียกอัตราการเปลี่ยนแปลง

เฉลี่ยเมื่อ x  เขาใกลศนูยนี้วาอัตราการเปล่ียนแปลงชั่วขณะ ของ ( )y f x  ในทางคณิตศาสตร

เราเรียกอัตราการเปลี่ยนแปลงของ ( )y f x  ที่ x  ใด ๆ วา อนุพันธ ของ ( )y f x   

 

2.2 อนุพันธของฟงกชัน 

 เลิศ สิทธิโกศล (2541 : 32-33) ไดใหรายระเอียดไวดังตอไปนี ้

กำหนดให ( )y f x  ซึ่งหมายถึง y  เปนฟงกชันที่ขึ้นอยูกับตัวแปร x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 2.1.  กราฟแสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงความชันของฟงกชัน ( )f x  

     ท่ีมา : เลิศ สิทธโิกศล. 2541 : 32  

0 

y  

x
 

( )y f x  

h  

1x  
1x h  

( ) ( )f x h f x   

1( )f x  

1( )f x h  
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ถา ( )f x  มีความตอเนื่องทุก ๆ คาของ x  อัตราการเปลี่ยนแปลงของ ( )f x  ในชวง 1x   

ถึง 1( )f x h  คือ 1 1( ) ( )f x h f x
h

 
 อัตราการเปลี่ยนแปลงนีเ้รียกวาความชัน กรณีท่ีกราฟเปน

เสนตรงหรือ ( )f x  มีการเปลี่ยนแปลงเปนเชิงเสนกับคา x  ความชันจะคงที่ แตถา ( )f x  ไมเปนเชิง

เสนกับ x  หรือกราฟเปนเสนโคงดังรูปอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  หรือ ( )f x  ในชวง 1x  ถึง 

1x h  เปนอัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ย 

 แตถาใหชวงจาก 1x  ถึง 1x h  แคบเขานั่นคอืให h  เขาใกล 0  อัตราการเปลี่ยนแปลง

ดังกลาวก็จะเขาใกลอัตราการเปลี่ยนแปลง ณ ตำแหนง 1x x  นั่นคือ 1 1
0

( ) ( )
lim
h

f x h f x
h

 
 

อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  หรือ ( )f x  ณ 1x x  กรณีทั่วไป 
0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h

    

คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  หรือ ( )f x  ณ คา x  ใด ๆ ซึ่งหมายถึงความชันของกราฟหรือความ

ชันของฟงกชันท่ีจุด x  ใด ๆ นั่นเอง  

 

 บทนิยาม  2.1 

กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชนัท่ีหาอนุพันธไดที ่x a   

ถา 
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
x x x

y f a x f x f x f a
x x x a    

    
  

 หาคาได  

และเขียนแทนคาที่ไดนี้ววา ( )f a  และเรียกวา อนุพันธของ f  ที่ a  นั่นคือ 

0

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
x a x

f x f a f a x f af a
x a x  

    
 

       
    

        0

( ) ( )lim
h

f a h f a
h

   เม่ือกำหนด x h   

 

หมายเหตุ 2.1 

 1. ถา 
0

( ) ( )lim
x

f x f a
x a 




 หาคาไมไดเราจะกลาววาฟงกชัน f  ไมสามารถหาอนุพันธไดท่ี 

x a  
 2. สัญลักษณท่ีใชแทนอนุพันธของ f  ที่ x  ใด ๆ คือ ( )f x  ซึ่งจะเทากับ 

0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h

   และจะเขียนเทนดวย , ( )dy d f x
dx dx

 หรือ y  
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จากบทนิยาม 2.1 

( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 หาคาไดก็ตอเมื่อ ( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x a x a

f x f a f x f a
x a x a  

 
 

 และจาก 

บทที่ผานมานั้นเราเรียก ( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 วาเปนลิมิตทางขวาของฟงกชัน ( ) ( )f x f a
x a



 และใน

ทำนองเดียวกันก็เรียก ( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 วาเปนลิมิตทางซายของฟงกชัน ( ) ( )f x f a
x a



 ตอไปนี้เรา

จะนิยาม ( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 และ ( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 ในรูปของอนุพันธดังตอไปนี้ 

 

 

 บทนิยาม  2.2 

  ฟงกชัน ( )y f x  เปนฟงกชนัท่ีหาอนุพันธดานขวาไดท่ี x a  ถา 

( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 หาคาได และจะเรียกลิมตินี้วา อนุพันธดานขวา ของ f  ที่ a   

เขียนแทนดวย ( )f a
  

 

 

 บทนิยาม  2.3 

  ฟงกชัน ( )y f x  เปนฟงกชนัท่ีหาอนุพันธดานซายไดท่ี x a  ถา 

( ) ( )lim
x a

f x f a
x a




 หาคาได และจะเรียกลิมตินี้วา อนุพนัธดานซาย ของ f  ที่ a   

เขียนแทนดวย ( )f a
  

 

หมายเหตุ 2.2 

0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x a h

f x f a f a h f a
x a h  

  


 

0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x a h

f x f a f a h f a
x a h  
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ตัวอยาง 2.1  จงหาอนุพันธของ 2( ) 2f x x x   

1)  ที่จุด x  ใด ๆ 

2)  ที่จุด 1x   

3)  ที่จุด 2x    

วิธีทำ 1) อนุพันธของ 2( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ คือ 

 

2 2

0 0

2 2 2

0

2 2 2

0

2

0

0

( ) 2( ) 2( ) ( )lim lim

2 2 2 2
lim

2 2 2 2lim

2 2lim

(2 2)lim

]
]

]
]

h h

h

h

h

h

x h x h x xf x h f x
h h

x xh h x h x x
h

x xh h x h x x
h

xh h h
h

x h h
h

 









               

              

     

 

 

 

0
lim(2 2)

2 0 2

2 2]

]
]

h
x h

x

x


  

  

 

 

ดังนัน้  อนุพันธของ 
2( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ คือ 2 2x    

 

วิธีทำ 2) อนุพันธของ 2( ) 2f x x x   ที่จุด 1x    

 จาก ( ) 2 2f x x    

 จะไดวา (1) 2(1) 2 0f      

ดังนั้น  อนุพันธของ 
2( ) 2f x x x  ที่จุด 1x   คือ 0  

 

วิธีทำ 3) อนุพันธของ 2( ) 2f x x x   ที่จุด 2x     

 จาก ( ) 2 2f x x    

 จะไดวา ( 2) 2( 2) 2 6f         

ดังนั้น  อนุพันธของ 
2( ) 2f x x x  ที่จุด 2x    คือ 6  
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ตัวอยาง 2.2  จงหาอนุพันธของ 3( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ 

วิธีทำ อนุพันธของ 3( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ  

3 3

0 0

3 2 2 3 3

0

3 2 2 3 3

0

3 2 2 3 3

0

0

( ) 2( ) 2( ) ( )lim lim

( 3 3 ) (2 2 ) 2
lim

3 3 2 2 2
lim

3 3 2 2 2lim

lim

]
]
]

h h

h

h

h

h

x h x h x xf x h f x
h h

x x h xh h x h x x
h

x x h xh h x h x x
h

x x h xh h x h x x
h

 









               

               

               

      


2 2 3

2 2

0

3 3 2

(3 3 2)lim

]
]

h

x h xh h h
h

x xh h h
h

  

  

           
2 2

0

2

lim(3 3 2)

3 2

]
]

h
x xh h

x


   

 
 

ดังนั้น  อนุพันธของ 3( ) 2f x x x   ที่จุด x  ใด ๆ คือ 
23 2x   

ตัวอยาง 2.3  กำหนด ( )f x x  จงหาคาตอไปนี้ ถาหาคาได 

1)  อนุพันธดานซายของ f  ที่ 0   2)  อนุพันธดานขวาของ f  ที่ 0  

3)  อนุพันธของ f  ที่ 0  

วิธีทำ 1) อนุพันธดานซายของ f  ที่ 0  คือ 

0

0

0

0

( ) (0)(0 ) lim
0

0
lim

lim

lim

1]

]
]
]

x

x

x

x

f x ff
x

x
x

x
x
x
x
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วิธีทำ 2) อนุพันธดานขวาของ f  ที่ 0  คือ 

0

0

0

0

( ) (0)(0 ) lim
0

0
lim

lim

lim

1]

]
]
]

x

x

x

x

f x ff
x

x
x

x
x
x
x



















 











 

เนื่องจาก 
0 0

( ) (0) ( ) (0)lim lim
0 0x x

f x f f x f
x x  

 
 

 จะไดวา 
0

( ) (0)lim
0x

f x f
x




 หาคาไมได 

ดังนั้น  อนุพันธของ f  ที่ 0  หาคาไมได 

 

ตัวอยาง 2.4  กำหนด 3

3 1, 1
( )

1, 1
x x

f x
x x

     
 จงหาคา ( )f x  

วิธีทำ  เราจะแยกพิจารณาเปน 3 กรณีดังตอไปนี้ 

กรณีท่ี 1 1x   

0

0

( ) ( )( ) lim

3( ) 1 3 1
lim ]
h

h

f x h f xf x
h

x h x
h





  

            
 

0

0

0

0

3 3 1 3 1
lim

3 3 1 3 1lim

3lim

lim 3

3

]
]

]
]

h

h

h

h

x h x
h

x h x
h

h
h
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กรณีท่ี 2 1x   

  

0

3 3

0

3 2 2 3 3

0

3 2 2 3 3

0

2 2 3

0

2 2

0

2 2

0

2

( ) ( )( ) lim

( ) 1 1
lim

3 3 1 1
lim

3 3 1 1lim

3 3lim

(3 3 )lim

lim 3 3

3 ]

]
]
]

]
]

]

h

h

h

h

h

h

h

f x h f xf x
h

x h x
h

x x h xh h x
h

x x h xh h x
h

x h xh h
h

x xh h h
h

x xh h

x















  

            

              

     

 

 

  

  

 

กรณีท่ี 3 1x   เนื่องจาก 1x   คาทางซายและทางขวาของฟงกชันตางกันดังนั้นเราจึงตอง

พิจารณาอนุพันธดานซายและอนุพันธดานขวาดังตอไปนี้ 

1
3

1

3

1

( ) (1)(1 ) lim
1

1 3(1) 1
lim

1
1 2lim
1

]
]

x

x

x

f x ff
x

x
x

x
x















 


          


 


 

3

1

2

1

2

1

1lim
1

( 1)( 1)lim
1

lim( 1)

3

]
]

]
x

x

x

x
x
x x x

x

x x
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1

1

1

1

1

1

( ) (1)(1 ) lim
1

3 1 3(1) 1
lim

1
3 1 2lim

1
3 3lim

1
3( 1)lim

1

lim 3

3

]
]

]
]

]
]

x

x

x

x

x

x

f x ff
x
x

x
x
x

x
x
x
x



























 


           


 











 

ดังนั้น  จากทั้งสามกรณสีรปุไดวา 2

3, 1
( )

3 , 1
x

f x
x x

    
 

 

2.3 การหาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิต  

จะเห็นวาการใชนิยามเพื่อหาคาอนุพันธนั้น จะมีความยุงยากและสับสนเพราะตองอาศัยเรื่อง

ลิมิตในการหาคาซึ่งเสียเวลามากในการคำนวณ โดยการหาอนุพันธนั้นจะสะดวกและรวดเร็วยิ่งข้ึนนั้น

จึงมีการสรางสูตรสำหรับการหาอนุพันธขึ้นมาโดยจะไดกลาวเปนทฤษฎีบทตอ ๆ ไปนี ้(สุรวิทย ตันแตง

ผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ, 2557 : 41) 

 

หมายเหตุ 2.3 

การเขียนอนุพันธของฟงกชัน ( )y f x  สามารถแทนดวย ( )f x , y , dy
dx

 หรือ
 

( )
d

f x
dx

 

 

 ทฤษฎบีท 2.1 

ถา ( )y f x c   เม่ือ c  คือคาคงตัว แลว ( ) 0
d

f x
dx
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ตัวอยาง 2.5  กำหนด 3y  จงหา dy
dx

 

วิธีทำ (3)dy d
dx dx

  

    0   

ดังนั้น 0dy
dx

  

 

 ทฤษฎบีท 2.2 

ถา ( ) ny f x x   แลว 1( ) n nd df x x nx
dx dx

    

เมื่อ n  เปนจำนวนเต็มบวก 

 

 

ตัวอยาง 2.6  กำหนด 3y x จงหา dy
dx

 

วิธีทำ  3dy d x
dx dx

  

    23x   

ดังนั้น  23dy x
dx

  

 

ตัวอยาง 2.7  กำหนด 100( )f x x จงหา ( )d f x
dx

  

วิธีทำ    100( )d df x x
dx dx

  

  99100x  

ดังนั้น
  

99100dy x
dx

  

 

 ทฤษฎีบท 2.3 

กำหนดให c  เปนคาคงตัวถา ( ) ( )y f x cu x   เม่ือ ( )u x  เปนฟงกชันที่มี

อนุพันธที ่x  แลว ( ) ( ) ( )d d df x c u x c u x
dx dx dx
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 ทฤษฎีบท 2.4 

ถา ( ), ( )u x v x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( ), ( )u x v x  มีอนุพันธที่ x   

แลว
 

( ) ( ) ( ) ( )d d du x v x u x v x
dx dx dx

       

 

 

 สำหรับทฤษฎีบท 3.1 – 3.4 กลาวถึงการหาอนุพันธของฟงกชันพหุนามโดยใชสูตรอยางงาย 

1n nd cx cnx
dx

  และสูตรเก่ียวกับการหาอนุพันธของผลบวกของฟงกชัน ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.8  กำหนด 3 4 5y x x    จงหา dy
dx

 

วิธีทำ 3 4 5( )dy d x x
dx dx

    

3

2

2

4 5

3 4 0

3 4]
]

d d dx x
dx dx dx

dxx
dx

y
dx

x

d   

  

 

 

ดังนั้น  23 4dy x
dx

   

 

ตัวอยาง 2.9  กำหนด 
10 2 1y x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ  10( ) 2 1df x x x
dx

     

  10

9

9

2 1

10 2 0

10 2

]
]

d d dx x
dx dx dx
x

x

f x   







 



 

ดังนั้น 9( ) 10 2f x x    
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ตอไปจะกลาวถึงการหาอนุพันธของผลคณู ผลหารและตัวยกกำลังดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

(ไมตรี ปชาเดชสุวัฒน, 2532 : 31-33) 

 

 ทฤษฎีบท 2.5 

ถา ( ), ( )u x v x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( ), ( )u x v x  มีอนุพันธที่ x  

แลว ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d du x v x u x v x v x u x
dx dx dx

       

 

 

ตัวอยาง 2.10  กำหนด 3 2( ) ( 4)(6 5 )f x x x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ 3 2( ) 4 6 5( )( )df x x x x
dx

     

  3 2 2 3

3 2 2

4 3 4 3

4 3

4 6 5 6 5 4

4 12 5 6 5 3

12 5 48 20 18 15

30 20 48 20

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )]
]

]

d dx x x x x x
dx dx

x x x x x

x x x x x

x x

f

x

x      

    

     

   



 

ดังนั้น  4 3( ) 30 20 48 20f x x x x      

 

ตัวอยาง 2.11  กำหนด 20( ) ( 1)( 5 )f x x x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ   20( ) ( 1)( 5 )df x x x x
dx

     

20 20

19 20

19 20

20 19

( ) ( 1) ( 5 ) ( 5 ) ( 1)

1 20 5 5 (1)

1 20 5 5

20 20 10 5

( )( ) ( )

( )( ) ( )

]
]

]

d dx x x x x x
dx dx

x x x x

x x x x

x x x

f x      

    



    

   

 

ดังนั้น  20 19( ) 20 20 10 5f x x x x      
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ตัวอยาง 2.12  กำหนด 3( ) ( 1)(3 5)f x x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ 3( ) ( 1)(3 5)df x x x
dx

     

  3 3

3 2

3 3 2

3 2

( 1) (3 5) (3 5) ( 1)

1 (3) 3 5 3

3 3 9 15

12 15 3

( ) ( )( )

( ) ( )

]
]

]

d dx x x x
dx dx

x x x

x x x

x x

f x      

   

   

  



 

ดังนั้น
  

3 2( ) 12 15 3f x x x     

 

 ทฤษฎีบท 2.6 

ถา ( ), ( )u x v x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( ), ( )u x v x  มีอนุพันธที่ x  

และ
 
( ) 0v x   แลว 2

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

d dv x u x u x v xd u x dx dx
dx v x v x

 
         

 

 

 

ตัวอยาง 2.13  กำหนด 
3

2

4
6 5
xy
x x




 จงหา dy
dx

 

วิธีทำ 
3

2

4
6 5

dy d x
dx dx x x

        
 

2 3 3 2

2 2

2 2 3

2 2

4 3

2 2

6 5 4) 4 6 5

6 5

6 5 3 4 12 5
6 5

6 10 48 20
6 5

( ) ( ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

]
]

d dx x x x x x
dx dx

x x

x x

d

x x x
x x

x x x
x x

y
dx

    




   


  


 

ดังนั้น  
4 3

2 2

6 10 48 20
6 5( )

dy x x x
dx x x
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ตัวอยาง 2.14  กำหนด 
5

1
3

xy
x x




 จงหา dy
dx

 

วิธีทำ   5

1
3

dy d x
dx dx x x

        
 

5 5

5 2

5 4

5 2

5 4

5 2

3 1 1 3

3

3 1 1 1 15
3

12 15 1
3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )

]
]

d dx x x x x x
dx dx

x x

x x

d

x x
x x

x x

x

x

y

x

d

    




   


 


 

ดังนั้น  
5 4

5 2

12 15 1
3( )

dy x x
dx x x

 


 

 

 ทฤษฎีบท 2.7 

ถา ( )u x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( )u x  มีอนุพันธที่ x  

 แลว
 

1[ ( )] [ ( )] ( )n nd du x n u x u x
dx dx

  เม่ือ n  เปนจำนวนเต็ม 

 

 

ตัวอยาง 2.15  กำหนด 5 10( ) ( 4 )f x x x   จงหา ( )f x  

วธิีทำ 5 10( ) ( 4 )df x x x
dx

    

  5 9 5

5 9 4

10( 4 ) ( 4 )

10( 4 ) (5 4)]
dx x x x
dx

x x x

f x 

  

  
 

ดังนั้น  5 9 4( ) 10( 4 ) (5 4)f x x x x     
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ตัวอยาง 2.16  กำหนด 6 101( ) ( 3 1)f x x x    จงหา ( )f x  

วิธีทำ    1016( ) 3 1df x x x
dx

     

6 100 6

6 100 5

101( 3 1) ( 3 1)

101( 3 1) (6

(

3)

)

]
dx x x x
dx

x x x

f x     

 



 
 

ดังนั้น  6 100 5( ) 101( 3 1) (6 3)f x x x x       

 

ตัวอยาง 2.17  กำหนด  
 116

1

3 1
f x

x x


 
 จงหา  f x  

วิธีทำ     116 3 1df x x x
dx


     

     126 6

6 12 5

11 3 1 3 1

11( 3 1) (6 3)]
dx xf x x
dx

x x

x

x





     

    


 

ดังนั้น     126 5( ) 11 3 1 6 3f x x x x


       

 

ทฤษฎีบท 2.8 

สำหรับจำนวนเต็มบวก n  ใด ๆ และ ( ) 0u x   มีอนุพันธที่ x   

แลว 
1 1 11( ) ( ) ( )n nd du x u x u x

dx n dx
           

 

 

 ทฤษฎีบท 2.9 

สำหรับจำนวนตรรกยะ r  ใด ๆ และ   0u x   มีอนุพันธที่ x  

 แลว
 

1[ ( )] [ ( )] ( )r rd du x r u x u x
dx dx
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ตัวอยาง 2.18  กำหนด 2 35( ) ( 4 )f x x x   จงหา ( )f x  

วิธีทำ 2 35( ) ( 4 )df x x x
dx

    

     1 35 5

1 35 4

2 4 4
3

2 ( 4 ) (5 4)
3

]
dx x x x
dx

x x

f x

x





  

  


 

ดังนั้น  1 35 42( ) ( 4 ) (5 4)
3

f x x x x     

 

ตัวอยาง 2.19  กำหนดให 53 2 8y x x    จงหา dy
dx

 

วิธีทำ 53 2 8dy d x x
dx dx

    

1 25

1 25 5

(3 2 8)

1 (3 2 8) (3 2 8)
2

]
d x x
dx

dx x x x
dx

dy
dx



  

    

         

       

1 25 4

4

1 25

1 (3 2 8) (15 2)
2

15 2
2(3 2 8)

]
x x x

x
x x

   


 

 

ดังนั้น  
4

1 25

15 2
2(3 2 8)

dy x
dx x x


 

 

 

ตัวอยาง 2.20  กำหนดให 
122

3

4
5 2
x xy
x

        
 จงหา y   

วิธีทำ 
122

3

4
5 2

d x xy
dx x

         
 

112 2

3 3

4 412
5 2 5 2
x x d xy x

dxx x
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3 2 2 3
112

3 3 2

(5 2) (4 ) (4 ) (5 2)
412
5 2 (5 2)

d dx x x x x x
dx dxx x

x x
y

 
               




 

112 3 4

3 3 2

4 (2 16 10 20 )12
5 2 (5 2)
x x x x x

x
y

x

        


   
 

ดังนั้น  
112 3 4

3 3 2

4 (2 16 10 20 )12
5 2 (5 2)
x x x x xy
x x

            
 

 

ตัวอยาง 2.21  กำหนดให  3 5(2 ) 3 2 8y x x x x     จงหา dy
dx

 

วิธีทำ 3 5(2 ) 3 2 8dy d x x x x
dx dx

     

1 23 5

1 2 1 23 5 5 3

1 23 5 5

1 25 3

(2 )(3 2 8)

(2 ) (3 2 8) (3 2 8) (2 )

1(2 ) (3 2 8) (3 2 8)
2

3 2 8 2( ) ( )

]
]

d x x x x
dx

d dx x x x x x x x
dx dx

dx x x x x x
dx

dx x

dy
dx

dy
dx

d

x
x

dx

x
d

y 

   

   
                
 
        
 
      

 

1 23 5 4

1 25 2

1 25 3 4 5 2

1 25 7 5 3 2

1(2 ) (3 2 8) (15 2)
2

(3 2 8) (6 1)

1 (3 2 8) (2 )(15 2) 2(3 2 8)(6 1)
2

(3 2 8) (66 21 28 96 16)

]
]

x x x x x

x x x

x x x x x x x x

x x x

dy
dx

x x x







 
       
      

           

      

 

ดังนั้น
  

1 25 7 5 3 2(3 2 8) (66 21 28 96 16)dy x x x x x x
dx
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ตัวอยาง 2.22  กำหนดให  
 223

1

2
f x

x x



 และ 0x   จงหาคาของ  f x  

วิธีทำ 
 223

1( )
2

df x
dx x x

 
 
    
   

 

  2 32

2 32

5 32 2

5 32

1
(2 )

(2 )

2 (2 ) (2 )
3

2 2 4 1
3
( ) ( )

]
]

]

d
dx x x

d x x
dx

dx x x x
d

x

x

x

f

x x







 
     

 

   

  





 

ดังนั้น
  

5 322( ) 2 4 1
3
( ) ( )f x x x x      

 

2.4 การหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ  

 ในหัวขอที่ผานมานั้นเราไดสูตรในการหาอนุพันธของ ผลบวก ผลคูณ และผลหารของฟงกชัน

แลว แตการกระทำของฟงกชัน 2 ฟงกชันที่สำคัญอีกอยางก็คือ การนำมาประกอบซึ่งจะไดเปนฟงกชัน

ขึ้นใหม เรียกวา ฟงกชันประกอบ ซึ่งในที่นี้เราจะหาสูตรอนุพันของฟงกชันประกอบซึ่งจะมีประโยชน

มากในการหาอนุพันธของฟงกชันท่ีสลับซับซอน (Wright,D.F. and New, B.D., 1992 : 85-86) 

 

 

 บทนิยาม  2.4 

ให :f A B  และ :g B C  เปนฟงกชันแลว ฟงกชนัประกอบ 

ของ f  และ g  เขียนแทนดวย g f  และ
 

( , ) :g f x z A C    มี y B  ซึ่ง

( , )x y f  และ ( , )y z g  หรือ  ( ) ( )g f x g f x  
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 กำหนด u  เปนฟงของ x  นิยามโดย ( )u f x  และ y  เปนฟงกชันของ u  นิยามโดย 

( )y g u  แลว y  จะเปนฟงกชันของ x  นิยามโดย  ( )y g f x  นั่นคือ y  เปนฟงกชันประกอบ

ของ f  และ g  ดังบทนิยาม 2.4 

 

 ทฤษฎีบท 2.10 

f  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธที่ u  และให g  เปนฟงกชันนิยามโดย 

    
( ) ( ) ( ), 0

0, 0

f u h f u f u hg h h
h

      

 

 แลว g  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ 0h   และ
 

( ) ( ) ( ) ( )f u h f u f u g h h        

 

 

 ทฤษฎีบท 2.11  กฎลูกโซ 

ถา ( )y g u  และเปนฟงกชันที่มีอนุพันธที่ u  และ ( )u f x  เปนฟงกชันที่มี 

อนุพันธที่ x  แลว  ( )y g f x  จะเปนฟงกชันที่มีอนุพันธที่ x  และ  

   dy dy du
dx du dx

   

  หรือ  ( ) ( )dy g u f x
dx

    

 

 

 ทฤษฎีบท 2.12 

ให ( )y f x  เปนฟงกชันตอเนื่อง และมีฟงกชนัผกผันซึ่งตอเนื่องบนโดเมน ,a b     

โดย 1( ) ( )x f y g y   แลว 
1( )
( )

g y
f u

 
  หรือ 1dx

dy dy
dx

  เม่ือ ( )f x  หาคาได 

และ ( ) 0f x   
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ตัวอยาง 2.23  กำหนดให 3y u  และ 2 2 5u x x    จงหา dy
dx

 

วิธีที่ 1 ใชกฎลูกโซ   

 จาก  3y u    จะได 23dy u
du

  

และ 2 2 5u x x    จะได 2 2du x
dx

   

เนื่องจาก  dy dy du
dx du dx

   

 จะได 
 

23 (2 2)dy u x
dx

    

   2 23( 2 5) (2 2)dy x x x
dx

     

ดังนั้น  2 23 2 5 2 2( ) ( )dy x x x
dx

     

 

วิธีที่ 2 วิธีการแทนคา 

 จาก  3y u    

และ 2 2 5u x x    

 จะได 2 3( 2 5)y x x    

        

2 3

2 2 2

2 2

( 2 5)

3( 2 5) ( 2 5)

3( 2 5) (2 2)

]
]

dy d x x
dx dx

dx x x x
dx

x x x

  

    

   

 

ดังนั้น  2 23 2 5 2 2( ) ( )dy x x x
dx

     

 

ตัวอยาง 2.24  กำหนดให 5(2 3)y t   และ 2 2 5t x x    จงหา dy
dx

 

วธิีที่ 1 ใชกฎลูกโซ   

 จาก  52 3( )y t     จะได 410 2 3( )dy t
dt

   

และ 2 2 5t x x     จะได 2 2dt x
dx
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เนื่องจาก  dy dy dt
dx dt dx

   

 จะได 
 

410 2 3 2 2( ) ( )dy t x
dx

    

       

42

2 4

10 2 2 5 3 2 2

10 2 4 10 3 2 2

( ) ( )
( ) ( )]

x x x

x x x

       
    

 

   

2 4

2 4

2 4

10 2 4 7 2 2

10 2 4 7 2 1

20 2 4 7 1

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

]
]
]

x x x

x x x

x x x

   

   

   

 

ดังนั้น 2 420 2 4 7 1( ) ( )dy x x x
dx

     

วิธีที ่2 วิธีการแทนคา   

 จาก  2 3y t     

และ 2 2 5t x x     

 จะได 
522 2 5 3( )y x x        

 และ   

2 5

2 5

2 5

2 4 2

2 4

2 4 10 3

2 4 7

2 4 7

5 2 4 7 2 4 7

5 2 4 7 4 4

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

]
]

]
]

x x

x x

dy d x x
dx dx

dx x x x
d

x

y

x

x x

   

  

  

    

   

 

2 420 2 4 4 1( ) ( )x xdy
dx

x     

ดังนั้น  2 420 2 4 4 1( ) ( )dy x x x
dx
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ตัวอยาง 2.25  กำหนดให 5 32y x x x    จงหา 
dx
dy

 

วิธีทำ จาก    
5 32y x x x    

5 3

4 2

( 2 )

5 6 1]
dy d x x x
dx dx
dy x x
dx

  

  
 

จาก 1dx
dy dy

dx

  

4 2

1
5 6 1x

dx
dy x


 

 

ดังนั้น  4 2

1
5 6 1

dx
dy x x


 

 

 

ตัวอยาง 2.26  กำหนดให 
 105 3

1

2 5
y

x x x


 
 จงหา dy

dx
 

วิธีทำ ให 
10

1y
u

  โดยที่ 5 32 5u x x x    

 ดังนั้น 
10

1dy d
du du u

      
 

  
10

1110

d d u
du

y
dx

u








 

 และ 5 32 5( )du d x x x
dx dx

    

4 210 3 5xdu
dx

x    

จาก dy dy du
dx du dx

   

 
   

11 4 2

115 3 4 2

10 10 3 5

10 2 5 10 3 5 ]
u x x

x x x x

y
dx

x

d 



  

    
 

ดังนั้น     115 3 4 210 2 5 10 3 5dy x x x x x
dx
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2.5 การหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ  

 ในหัวขอที่ผานมา ไดกลาวถึงการหาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิตแตในหัวขอนี้จะศึกษา

อนุพันธของฟงกชันที่ไมใชฟงกชันพีชคณติ โดยจะเรียกวาฟงกชนัอดิศยั ซึ่งในฟงกชันอดิศยันี้ก็จะ

ประกอบดวยหลาย ๆ ฟงกชันไดแก ฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันตีโกณมิติผกผัน ฟงกชันลอการิทึม 

ฟงกชันชี้กำลัง ฟงกชันไฮเพอรโบลิก และฟงกชันในรูป ua  และ vu  ซึ่งในหัวขอนี้จะไดกลาวถึง

ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 กอนจะศึกษาการหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณ เพื่อเปนการทบทวนจะกลาวถึงนิยามพ้ืนฐาน

และเอกลักษณตรโีกณมิติที่นักศึกษาตองทราบกอนดังตอไปนี้ กำหนดวงกลมรัศมี r  จุดศูนยกลางที่จุด

กำเนิดในระบบพิกัดฉาก   เปนมุมตรงจุดศนูยกลางวัดจากแกน x  ดานบวกในทิศทวนเข็มนาิกา 

( , )x y  เปนจุดตัดของดานประกอบมุม   นี้กับวงกลม ดังรูป (คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะ

วิทยาศาสตร มหาวทิยาลัยรามคำแหง, 2542 : 61) 

 

 

 

 

  

 

 

ภาพประกอบ 2.2  วิธีการวัดมุม   

     ท่ีมา : รณชัย มาเจริญทรัพย. 2551 : 163  

 

 บทนิยาม  2.5   

ฟงกชันไซน และโคไซน ของมุม   นิยามดังนี ้ sin y
r

   และ cos x
r

   

 เม่ือ 2 2r x y   

 

( , )x y  

  

( , )x y  

  x  

y  y  

x  
0  0  
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 นิยามของ sin   และ cos   นั้นจะไมข้ึนอยูกับขนาดของวงกลมหรือ รัศมีของวงกลม แต

ขึ้นอยูกับมุม   เทานั้นและหนวยที่ใชวัดมุมท่ัวไปคือ องศา ซึ่งมีมุมรอบศูนยกลางของวงกลมเทากับ 

360 องศา แตในนิยามของฟงกชันตรีโกณมิตินั้นเปนฟงกชันของจำนวนจริง ดังนั้นจึงใชหนวยวัดเปน

มุมเรเดียน ฉะนั้นจึงไดความสัมพันธดังนี้ 

  360 องศา  = 2  เรเดียน 

 หรือ 180 องศา =     เรเดียน 

 มุมลบคือมุมที่วัดจากแกน x  ดานบวกในทิศตามเข็มนาิกาดังรูป 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 2.3  มุม   และมุม   

     ท่ีมา : รณชัย มาเจริญทรัพย. 2551 : 164  

 

ดังนั้นโดยนิยามของไซน และโคไซนได sin( ) sin     และ cos( ) cos    

 

บทนิยาม  2.6 

ฟงกชันแทนเจนต มีบทนิยามดังนี ้

  sintan
cos

xx
x

  เมื่อ cos 0x   

  coscot
sin

xx
x

  เมื่อ sin 0x   

1sec
cos

x
x

   เมื่อ cos 0x   

1cosec
sin

x
x

  เมื่อ sin 0x   

( , )x y  

( , )x y  

  x  

y  

0  
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เอกลักษณท่ีสำคัญทางตรีโกณมิตมิีดังตอไปนี้ 

1.  2 2sin cos 1A A   

2.  2 21 tan secA A   

3.  2 21 cot cosA ec A   

4.   sin sin cos cos sinA B A B A B    

5.   sin sin cos cos sinA B A B A B    

6.   cos cos cos sin sinA B A B A B    

7.   cos cos cos sin sinA B A B A B    

8.    an tantan
1 tan tan
t A BA B

A B
 


 

9.    an tantan
1 tan tan
t A BA B

A B
 


 

10. sin 2 2 sin cosA A A  

11. 2 2cos2 cos sinA A A   

     
2

2

2cos 1
1 2sin

A
A

 
 

 

10. 
2

2 tantan2
1 tan

AA
A




 

11. sin sin 2sin cos
2 2

A B A BA B
                 

 

14. sin sin 2cos sin
2 2

A B A BA B
                 

 

15. cos cos 2cos cos
2 2

A B A BA B
                 

 

16. cos cos 2sin sin
2 2

A B A BA B
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 2.5.1  ทฤษฎีบทของอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ  

ให ( )u u x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( )u x  มีอนุพันธที่ x  สำหรับการหาอนุพันธ

ของฟงกชันตรีโกณมิตินั้นอาศัยทฤษฎีบทตาง ๆ แตจะเวนการพิสูจนทฤษฎีบท ดังตอไปนี้ (จันทนีย 

กาญจนะโรจน และชุลี โชติกประคัลภ, 2557 : 52-54) 

 

ทฤษฎีบท 2.13  

ถา siny x  แลว cosy x   หรือ
 

sin cosdy d x x
dx dx

   

 

ขอสังเกต 2.1  

ถา u  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งหาอนุพันธไดแลวโดยกฎลูกโซจะได sin cosd duu u
dx dx

   

 

ทฤษฎีบท 2.14 

ถา cosy x  แลว siny x    หรือ cos sindy d x x
dx dx

    

 

 

ขอสังเกต 2.2  

ถา u  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งหาอนุพันธไดแลวโดยกฎลูกโซจะได cos sind duu u
dx dx

    

ตัวอยาง 2.27  กำหนด sin 2( )y x  จงหา y  

วิธีทำ sin 2( )y x  

  sin 2( )dy x
dx

   

cos 2 2

cos 2 2

2cos2

( ) ( )

( ) ]
]

dx x
dx

x

x

y
          

       




  

ดังนั้น  2 cos2y x   
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ตัวอยาง 2.28  กำหนด 5 3sin 5 3( )y x x    จงหา y  

วิธีทำ   5 3sin 5 3( )y x x    

  

5 3

5 3 5 3

5 3 4 2

sin 5 3

cos 5 3 5 3

cos 5 3 5 15

( )

( ) ( )

( ) ]
]

dy x x
dx

dx x x x
dx

x x x x

   

 
       

            

 

ดังนั้น  4 2 5 35 15 cos 5 3( ) ( )y x x x x      

 

ตัวอยาง 2.29  กำหนด tan3y x  จงหา y  

วิธีทำ  tan3y x  

  

2

2

2

2 2

2

2

2

tan 3

sin 3
cos 3

cos 3 sin 3 sin 3 cos 3

cos 3

cos 3 cos 3 3 sin 3 sin 3 3

cos 3

cos 3 cos 3 3 sin 3 sin 3 3
cos 3

3 cos 3 sin 3
cos 3

3
cos 3
3 sec 3

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

]
]

]

]
]

]
]

dy x
dx
d x
dx x

d dx x x x
dx dx

x
d dx x x x x x
dx dx

x

x x x x
x

x x
x

x
x

 















  

ดังนั้น  23sec 3y x   
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ตัวอยาง 2.30  กำหนด  5 3cos 1y x  จงหาy  

วิธีทำ    5 3cos 1y x   

5 3cos 1( )dy x
dx

    

  

3 5

3 4 3

3 4 3 3

3 4 3 2

2 3 4 3

cos 1

5 cos 1 cos 1

5 cos 1 sin 1 1

5 cos( 1) sin( 1) 3

15 sin( 1)cos ( 1)

[ ( )]

[ ( )] ( )

[ ( )] [ ( )] ( )

[ ] [ ]( )

]
]

]
]

d x
dx

dx x
dx

dx x x
dx

x x x

x x x

y  

  

    

  

   





 

ดังนั้น  2 3 4 315 sin( 1)cos ( 1)y x x x     

 

 2.5.2 อนุพันธของฟงกชนัตรีโกณมิติอื่น ๆ  

 สูตรอนุพันธของ tan , cot , secx x x  และ cosec x  หาไดโดยเขียนฟงกชันตรีโกณเหลานี้

ในรูปของ sin x  และ cosx  ดังแสดงในตัวอยางจะได 

2

2

tan sec

sec sec tan

cot cosec

cosec cosec cot

d x x
dx
d x x x
dx
d x x
dx
d x x x
dx





 

 

    

 

สรุปสูตรอนุพันธของฟงกชันตรีโกนมิติไดดังนี ้กำหนดให ( )u u x เปนฟงกชันของ x  ซึ่ง

หาอนุพันธได (ชัยสงคราม เครือหงส, 2544 : 39) 

1.  sin cosd duu u
dx dx

  

2.  cos sind duu u
dx dx
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3.  2tan secd duu u
dx dx

   

4.  sec sec tand duu u u
dx dx

  

5.  2cot cosecd duu u
dx dx

   

6.  cosec cosec cotd duu u u
dx dx

   

 

เมื่อมีสูตรอนุพันธและของฟงกชันตรีโกนมิติท้ัง 6 สูตรแลวเราก็จะสามารถหาอนุพันธของ

ฟงกชันตรีโกณมิติไดงายข้ึนดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 2.31  กำหนด 
2 21tan 2( )y x x   จงหา y  

วิธีทำ   2 21tan 2( )y x x   

2 21

2 2 21 2 21

tan 2

sec 2 2

( )

( ) ( ) ]
dy x x
dx

dx x x x
dx

  

     

 

       

2 2 21 2 20 2

2 2 21 2 20

2 2 21 2 20

2 20 2 2 21

sec 2 21 2 2

sec 2 21 2 2 2

42 sec 2 2 1

42 1 2 sec 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

]
]
]
]

dx x x x x x
dx

x x x x x

x x x x x

x x x x x

      

      
      

   

 

ดังนั้น  2 20 2 2 2142 1 2 sec 2( )( ) ( )y x x x x x      
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ตัวอยาง 2.32  กำหนด  3cot 5y x   จงหา y  

วิธีทำ    3cot 5y x   

  

3

2 3 3

2 3 2

2 2 3

cot 5

cosec 5 5

cosec 5 3

3 cosec 5

( )

[ ( )] ( )

[ ( )]( )

( ) ( )

]
]
]

dy x
dx

dx x
dx

x x

x x

  

   

  

  

 

ดังนั้น  2 2 33 cosec 5( ) ( )y x x     

 

ตัวอยาง 2.33  กำหนด  2 3sec 3 5y x   จงหา y  

วิธีทำ  
  2 3sec 3 5y x   

 2 3

3 2

3 3

3 3 3 3

2 2 3 3

2 2 3 3

sec 3 5

sec 3 5

2 sec 3 5 sec 3 5

2 sec 3 5 sec 3 5 tan 3 5 3 5

2 9 sec 3 5 tan 3 5

18 sec 3 5 tan 3 5

[ ( )]

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

[
]

]
]
]

dy x
dx
d x
dx

dx x
dx

dx x x x
dx

x x x

x x

y

x

  

 

  

    





 

  

 

ดังนั้น  2 2 3 318 sec 3 5 tan 3 5( ) ( )y x x x     

 

ตัวอยาง 2.34  กำหนด  cosec 3y x   จงหา y  

วิธีทำ    cosec 3y x   

  
 cosec 3

cosec 3 cot 3 3( ) ( ) ( )]
dy x
dx

dx x x
dx
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cosec 3 cot 3 1

cosec 3 cot 3

[ ( ) ( )]( )

( ) ( )

]
]

x x

x x

    

  
 

ดังนั้น  cosec 3 cot 3[ ( )][ ( )]y x x     

 

ตัวอยาง 2.35  กำหนด    2cot 6 5 cos 3y x x    จงหา y  

วิธีทำ
     2cot 6 5 cos 3y x x  

 

 

2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

cot 6 5 cos 3

cot 6 5 cos 3 cos 3 cot 6 5

cot 6 5 sin 3 3

cos 3 cosec 6 5 6 5

cot 6 5 sin 3 2

cos 3 cosec 6 5 6

2 cot

[ ( ) ( )]

[ ( )] ( ) ( ) ( )

( )[ ( )] ( )

( )[ ( )] ( )
( )[ ( )]( )

( )[ ( )]

]
]

]
]

dy x x
dx

d dx x x x
dx dx

dx x x
dx

dx x x
dx

x x x

x x

x

   

     

    

    

   

   

  2 2 26 5 sin 3 6cos 3 cosec 6 5( ) ( ) ( ) ( )]x x x x    

 

ดังนั้น  2 2 22 cot 6 5 sin 3 6cos 3 cosec 6 5( ) ( ) ( ) ( )y x x x x x        

ตัวอยาง 2.36  กำหนด 
 

 

3

5

sin 7

3

x
y

x





 จงหา y  

วิธีทำ  
 

 
 

3

5

sin 7

3

x
y

x





 

 

 
 

3

5

5 3 3 5

10

sin 7

3

3 sin 7 sin 7 3

3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ]

xdy
dx x

d dx x x x
dx dx

x
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5 3 3 3 4

10

5 3 2 3 4

10

2 5 3 4 3

10

3 cos 7 7 sin 7 5 3 3

3

3 cos 7 3 sin 7 5 3 1
3

3 3 cos 7 5 3 sin 7
3

[( ) ( )] ( ) [ ( )][ ( ) ] ( )
( )

[( ) ( )]( ) [ ( )][ ( ) ]( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ]

]
]

d dx x x x x x
dx dx

x

x x x x x
x

x x x x x
x

      




    


    


ดงันั้น
  

2 5 3 4 3

10

3 3 cos 7 5 3 sin 7
3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

x x x x xy
x

     


 

ตัวอยาง 2.37  กำหนด  2cosec sin 3 1 3y x x x     จงหาy  

วิธีทำ    2cosec sin 3 1 3y x x x      

2

2

2 2

2

2

cosec sin 3 1 3

cosec sin 3 1 3

cosec cot cos 3 1 3 1 1 0

cosec cot cos 3 1 6 1

cosec cot 6 cos 3 1 1

[ ( ) ]

( )

( ) ( )

[ ( )]( )

( )

]
]

]
]

dy x x x
dx
d d d dx x x
dx dx dx dx

dx x x x
dx

x x x x

x x x x

     

    

      

    

    

 

ดังนั้น  2cosec cot 6 cos 3 1 1( )y x x x x      

 

2.6 การหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลัง 

 กำหนดให a  เปนจำนวนจริงที่ 0a   และ 1a   ฟงกชัน  ( , ) : xf x y y a 

เรียกวาฟงกชันเลขชี้กำลังสวนอินเวอรสฟงกชันเลขชี้กำลังคือ  1 ( , ) : yf x y x a    เรียกวา

ฟงกชันลอการิทึม ดังนั้นจะมีสมการเปน yx a  หรือ logay x  โดยที ่ 0, 1a a    

การหาอนุพันธนี้อาจเริ่มจากฟงกชันใดฟงกชันใดกอนก็ไดแตเพื่อความสะดวกจะเริ่มจากฟงกชัน

ลอการิทึมฐาน e  คือ log lney x x   หรือ yx e  โดยที่ e  มีนิยามดังนี้ (สุกัญญา สนิทวงศ 

ณ อยุธยา และคณะ, 2556 : 61) 
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 บทนิยาม  2.7. 

 

1lim 1
n

n
e

n

      
 หรือ  

1

0

1lim 1 ,s
x

e s s
n

    

 

หมายเหตุ 2.4  

e  เปนคาคงตัวที่เปนจำนวนอตรรกยะมีคาประมาณ 2.71828  

เพ่ืองายในการหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมจึงกลาวถึงคุณสมบัติที่สำคัญของลอการิทึม

ดังตอไปนี้ เม่ือ 0a  , 1a  , 0b  , 1b  , 0M  , 0N   และ nM  เปนจำนวนจริง 

 

1.  log log loga a aMN M N   

2.  log log loga a a
M M N
N

   

3.  log logn
a aM n M  

4.  log 1a a   

5.  log 1 0a   

6.  loga Ma M  

7.  1log logn aa
M M

n
  เม่ือ 0n   

8.  
log

log
log

b
a

b

M
M

a
  

9.  
1log

loga
b

b
a

  

 

 2.6.1 ทฤษฎีบทของอนุพันธฟงกชันลอการทิึมและฟงกชันเลขชี้กำลัง 

ให ( )u u x  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ ( )u x  มีอนุพันธที่ x  และ a  เปนคาคงตัว 

ใด ๆ ที่ 0a  , 1a   สำหรับการหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลังนั้นอาศัย

ทฤษฎีบทดังตอไปนี้ (พัฒนา สีมากุล, 2539 : 40-42) 
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ทฤษฎีบท 2.15 

ถา logay u  เม่ือ ( )u u x  เปนฟงกชันของ x  โดยที่ ( ) 0u x    

และ a  เปนจำนวนจริงที่ 0a   , 1a   แลว 1
ln

duy
u a dx

   นั้นคือ 

1log
lna

dy d duu
dx dx u a dx

   

 

 

ทฤษฎีบท 2.16 

ถา lny u  เม่ือ ( )u u x  เปนฟงกชันของ x  โดยที่ ( ) 0u x   แลว 

1 duy
u dx

   นั้นคือ
 

1lndy d duu
dx dx u dx

   

 

 

ตัวอยาง 2.38  กำหนดให 3
2log ( 1)y x   จงหา y  

วิธีทำ   
3

2log ( 1)y x   
 

 

 

 

 

 

 

 

ดังนั้น  
2

3

3
1 ln 2( )
xy

x
 


 

 

 

 

3
2

3
3

2
3

2

3

log 1

1 1
1 ln2
1 3
1 ln2

3
1 ln2

( )

( )( )

( )( )

( )

]
]

]

dy x
dx

d x
dxx

x
x

x
x

  

 










95 

 

ตัวอยาง 2.39  กำหนดให 2lny x  จงหา y  

วิธีทำ  2lny x  

2ln( )dy x
dx

   

     2
2

1 d x
dxx

  สำหรับ 0x   

     2

1 2( )x
x

  

ดังนั้น  2y
x

   สำหรับ 0x   

จากตัวอยางที่ผานมาเปนการใชทฤษฎีบท 2.16 ในการหาอนุพันธของฟงกชันโดยตรงและ

สำหรับทฤษฎีดังกลาวนั้นมีประโยชนอยางมากในการหาอนุพันธของฟงกชันที่อยูในรูปผลคูณ ผลหาร 

และฟงกชันที่มีเลขชี้กำลังเปนฟงกชันพีชคณิตดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยาง 2.40  กำหนดให 3 252( )y x x   จงหา y  

วิธีทำ            
3 252( )y x x   

   

3 25

3 25

3 25

3

3
3

2
3

2
3

2 3 25
3

2

ln ln 2

ln ln 2

ln 25 ln 2

1 25 2
2

1 25 3 2
2

25 3 2
2

25 3 2 2
2

25

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )( )

(

]
]
]
]

]
]

]

y x x

y x x

d dy x x
dx dx
d dy x x
dx dx

dy d x x
y dx dxx x
dy x

y dx x x
dy x y
dx x x
dy x x x
dx x x
dy
dx

 

 

         
         

 


 


 


  


 3 24 22 3 2) ( )]x x x 
 

ดังนัน้  3 24 225 2 3 2( ) ( )y x x x     
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ตัวอยาง 2.41  กำหนดให    2 53 3 21 2 1y x x x x      จงหา y  

วิธีทำ             2 53 3 21 2 1y x x x x      

3 2 3 2 5

3 2 3 2 5

3 2 3 2 5

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3
3

1 2 1

ln ln 1 2 1

ln ln 1 ln 2 1

ln 2 ln 1 5 ln 2 1

ln 2 ln 1 5 ln 2 1

1 2 ln 1 5 ln 2 1

1 12 1
1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(

]
]
]
]
]

y x x x x

y x x x x

y x x x x

y x x x x

d dy x x x x
dx dx

dy d dx x x x
y dx dx dx
dy d x

y dx dxx

    

    

     

     

        

     

  


 

3 2
3 2

2 2
3 3 2

22

3 3 2

22

3 3 2

2 2

3 3 2

2 2

3

15 2 1
2 1

1 1 12 (3 ) 5 3 4 1
1 2 1

5 3 4 11 6
1 2 1

5 3 4 11 6
1 2 1

1 6 15 20 5
1 2 1

6 15 20
1

( )

( )

( )

]
]

]
]

d x x x
dxx x x

dy x x x
y dx x x x x

x xdy x
y dx x x x x

x xdy x
y dx x x x x

dy x x x
y dx x x x x

dy x x xy
dx x

  
  

   
   

  
   

  
   

  
   

  
 3 2

5 4 3 2
3 2 3 2 5

3 3 2

3 5 4 3 2 3 2 4

5
2 1

21 22 11 21 20 51 2 1
( 1)( 2 1)

1 21 22 11 21 20 5 2 1

( ) ( )

( )( )( )

]
]
]

x x x

dy x x x x xx x x x
dx x x x x

y x x x x x x x x x

 
 
    

                

          

ดังนัน้  3 5 4 3 2 3 2 41 21 22 11 21 20 5 2 1( )( )( ) ]y x x x x x x x x x            
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ตัวอยาง 2.42  กำหนดให 
2 5xy x   จงหา dy

dx
 

วิธีทำ ให      
2 5xy x   

 
 

   

2

2

2

5

5

5

2

2

2 2

2

2

2

ln ln

ln 5 ln

ln 5 ln

1 5 ln ln 5

1 5 2 ln

5 2 ln

5 2 ln

]
]
]

]
]
]
]

x

x

x

y x

y x

y x x

d dy x x
dx dx

dy d dx x x x
y dx dx dx
dy x x x

y dx x
dy xy x x
dx x
dy xx x x
dx x











 

 

   

 

      
      

 

ดังนัน้  
2 5

2 5 2 lnxdy xx x x
dx x


      

 

 

ทฤษฎีบท  2.17 

กำหนดให ( )u u x  ฟงกชันของ x  ถา uy e  แลว u duy e
dx

    

นั้นคือ u udy d due e
dx dx dx

   

 

 

ทฤษฎีบท  2.18 

กำหนดให ( )u u x  ฟงกชันของ x  ถา uy a  ; 0a   แลว 

lnu duy a a
dx

   นั้นคือ
 

lnu udy d dua a a
dx dx dx
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สรุปสูตรอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลังไดดังนี ้กำหนดให  u u x

เปนฟงกชันของ x  ซึ่งหาอนุพันธได (สุกัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และคณะ, 2556 : 68) 

 1.  1lnd duu
dx x dx

      

2.  1log
lna

d duu
dx u a dx

  

3.  u ud due e
dx dx

      

4.  lnu ud dua a a
dx dx

  

ตัวอยาง 2.43  กำหนดให 3 22 5lnxy e x   จงหา y  

วิธีทำ   3 22 5lnxy e x   

 

3 2

3 2

3 2
2

3
2

2 5 ln

2 5 ln

52 3

52 (3) (2 )

( )x

x

x

x

dy e x
dx
d de x
dx dx

d de x x
dx dxx

e x
x

  

 

 

 

 

ดังนั้น  3 106 xy e
x

    

ตัวอยาง 2.44  กำหนดให 5
2logxy e x  จงหา y  

วิธีทำ   
5

2logxy e x  

 

 

5
2

5 5
2 2

5 5
2

5 5
2

5 5
2

log

log log

1 log 5
ln2
1 log 5
ln2
1 5 log
ln 2

x

x x

x x

x x

x x

dy e x
dx

d de x x e
dx dx

de x e x
x dx

e x e
x

e e x
x

y



 

 

 

 

     

 
 
     
     

 

 

ดังนั้น  5 5
2

1 5 log
ln 2

x xy e e x
x
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ตัวอยาง 2.45  กำหนดให 6

10( )
ln

x

f x
x

  จงหา ( )f x  

วิธีทำ  
 6

10( )
ln

x

f x
x

  

6

6 6

2 6

6 6
6

2 6

5
6

6

2 6

6

2 2

10( )
ln

ln 10 10 ln

ln
1(ln )(10 ln10) 10

ln
10 610 ln ln10

ln

10 ln10 ln 6(10)
ln

]
]

]
]

x

x x

x x

x
x

x x

df x
dx x

d dx x
dx dx

x
dx x
dxx

x
xx

x
x

x x
x x

 













 

ดังนั้น  
6

2 2

10 ln10 ln 6(10)
( )

ln

x xx x
f x

x x


   

 

ตัวอยาง 2.46  กำหนดให 3 10( ) sin lnf x x x  จงหา ( )f x  

วิธีทำ  
 

3 10( ) sin lnf x x x  

3 10

3 10 10 3

( ) sin ln

sin ln ln sin ]
df x x x
dx

d dx x x x
dx dx

 

 
 

3 9 10 3 3

3 9 9 10 3 2

9 3 2 10 3

sin 10 ln ln ln cos

1sin 10 ln (ln ) (ln ) (cos ) 3

10 ln sin 3 ln cos

]
]

d dx x x x x x
dx dx

x x x x x x
x

x x x x x
x

   
          

      

 

 

ดังนั้น  9 3 2 10 310( ) ln sin 3 ln cosf x x x x x x
x
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ตัวอยาง 2.47  กำหนดให   sin 3 lnx xf x e   จงหา  f x  

วิธีทำ   
sin3 ln( ) x xf x e   

sin 3 ln

sin 3 ln

sin 3 ln

sin 3 ln

sin 3 ln

sin 3 ln

( )

sin 3 ln

sin 3 ln

1cos 3 3

1cos 3 3

13cos3

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )

]
]
]

]
]

x x

x x

x x

x x

x x

x x

df x e
dx

de x x
dx
d de x x
dx dx

de x x
dx x

e x
x

e x
x













 

 

 
    
 
    
 
    
 
    

 

ดังนั้น  sin3 ln 1( ) 3cos3( )x xf x e x
x


 
     

 

 

2.7 การหาอนุพันธของฟงกชันรูปแบบตาง ๆ 

 ในหัวขอที่ผานมาแลวนั้นเราไดหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธในในรูปแบบตาง ๆ เชน การ

หาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิต การหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ การหาอนุพันธของฟงกชัน

ตรีโกณมิต ิและการหาอนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลัง ซึ่งเปนการหาอนุพันธของ

ฟงกชันทั้งการหาอนุพันธโดยใชนิยามและการหาโดยใชสูตรหรือทฤษฎี สำหรับในหัวขอนี้จะเปนการ

สรุปสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันรูปแบบตาง ๆ ดังตอไปนี ้และกำหนดให  u u x เปนฟงกชัน

ของ x  ซึ่งหาอนุพันธได และ  v v x เปนฟงกชันของ x  ซึ่งหาอนุพันธได 

 1.   0d c
dx

   

 2.   1d x
dx

  

 3.    d dcu c u
dx dx
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 4.  d du dvu v
dx dx dx

    

 5. 1n nd x nx
dx

  

 6.  d dv duuv u v
dx dx dx

   

 7. 2

du dvv ud u dx dx
dx v v

      
 

 8. dy dy du
dx du dx

   

 9.   1n nd duu nu
dx dx

  

 10.  sin cosd duu u
dx dx

  

 11.  cos sind duu u
dx dx

  

 12.   2tan secd duu u
dx dx

  

 13.   2cot cosecd duu u
dx dx

  

 14.  sec sec tand duu u u
dx dx

  

 15.  cosec cosec cotd duu u u
dx dx

   

 16.  
2

1arcsin
1

d duu
dx dxu




 

 17.  
2

1arccos
1

d duu
dx dxu




 

 18.   2

1arctan
1

d duu
dx dxu




 

 19.   2

1arccot
1

d duu u
dx dxu




 

 20.  
2

1arcsec
1

d duu
dx dxu u
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 21.  
2

1arccosec
1

d duu
dx dxu u




 

 22. 1lnd duu
dx x dx

      

23. 1log
lna

d duu
dx u a dx

  

24. u ud due e
dx dx

      

25. lnu ud dua a a
dx dx

  

26.    1 lnv v vd du dvu vu u u
dx dx dx

   

 27.  sinh coshd duu u
dx dx

  

 28.  cosh sinhd duu u
dx dx

  

 39.   2tanh sechd duu u
dx dx

  

 30.   2coth cosechd duu u
dx dx

   

 31.  sech sech tanhd duu u u
dx dx

  

 32.  cosech cosech cothd duu u u
dx dx

  

 

 จากสูตรทั้งหมด 32 สูตรที่ไดกลาวมาขางตนบางสูตรไดแสดงตัวอยางการหารอนุพันธของ

ฟงกชันไปแลวในหัวขอท่ีผานมา สำหรับหัวขอนี้จะขอยกตัวอยางเฉพาะสูตรที่ยังไมไดแสดงวิธีการหา

อนุพันธของฟงกชันมากอน และจะแสดงไดดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยาง 2.48  จงแสดงวิธีทำเพ่ือหา dy
dx

 เม่ือกำหนด 2arcsin 5y x  

วิธีทำ    2arcsin 5dy d x
dx dx

  

         2

4

1 5
1 25

d x
dxx
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 2
22

4

1 5
1 5

10
1 25

d x
dxx

x
x







 

ดังนั้น   2
4

10arcsin 5
1 25

d xx
dx x




 

 

ตัวอยาง 2.49  จงแสดงวิธีทำเพ่ือหา dy
dx

 เม่ือกำหนด  arccos 3y x   

วิธีทำ     arccos 3dy d x
dx dx

   

       

 
 

 
 

2

2

2

1 3
1 3

1 3
1 6 9

1
10 6

d x
dxx

d x
dxx x

x x

  
 


  


 

 

ดังนั้น  
2

1
10 6

dy
dx x x


 

 

 

ตัวอยาง 2.50  จงแสดงวิธีทำเพ่ือหา dy
dx

 เม่ือกำหนด  3arctan 1y x   

วิธีทำ    3arctan 1dy d x
dx dx

   

         
 

 3
23

1 1
1 1

d x
dxx
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 3

6 3

2

6 3

1 1
1 2 1

3
2

d x
dxx x

x
x x

 
  


 

 

ดังนั้น  
2

6 3

3
2

dy x
dx x x


 

 

 

ตัวอยาง 2.51  จงแสดงวิธีทำเพ่ือหา dy
dx

 เม่ือกำหนด  3arccot 2y x  

วิธีทำ    3arccot 2dy d x
dx dx

  

       

 
 

 

3
23

3

6

2

6

1 2
1 2

1 2
1 4

6
1 4

d x
dxx

d x
dxx

x
x

 


 


 


 

ดังนั้น  
2

6

6
1 4

dy x
dx x

 


 

 

ตัวอยาง 2.51  จงแสดงวิธีทำเพ่ือหา dy
dx

 เม่ือกำหนด  3arcsec 2y x  

วิธีทำ    3arcsec 2dy d x
dx dx

  

         

 
 

 

3

23 3

3

3 6

1 2
2 2 1

1 2
2 4 1

d x
dxx x

d x
dxx x
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2

3 6

6
2 4 1

x
x x

 


 

ดังนั้น  
2

3 6

6
2 4 1

dy x
dx x x

 


 

 

ตัวอยาง 2.52  จงแสดงวิธีทำเพ่ือหา dy
dx

 เม่ือกำหนด  arccosec 5y x   

วิธีทำ    arccosec 5dy d x
dx dx

   

       

   
 

 
 

 

2

2

2

1 5
5 5 1

1 5
5 10 25 1

1
5 10 24

d x
dxx x

d x
dxx x x

x x x

  
  

  
   

 
  

 

 

ตัวอยาง 2.53  กำหนด sinh 2( )y x  จงหา y  

วิธีทำ sin 2( )y x  

  sinh 2( )dy x
dx

   

cosh 2 2

cosh 2 2

2cosh2

( ) ( )

( ) ]
]

dx x
dx

x

x

y
          

         




 

ดังนั้น  2 cosh2y x   
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ตัวอยาง 2.54  กำหนด 5 3sinh 5 3( )y x x    จงหา y  

วิธีทำ   5 3sinh 5 3( )y x x    

  

5 3

5 3 5 3

5 3 4 2

sinh 5 3

cosh 5 3 5 3

cosh 5 3 5 15

( )

( ) ( )

( ) ]
]

dy x x
dx

dx x x x
dx

x x x x

   

 
       

            

 

ดังนั้น  4 2 5 35 15 cosh 5 3( ) ( )y x x x x      

 

ตัวอยาง 2.55  กำหนด  5 3cosh 1y x  จงหาy  

วิธีทำ    5 3cosh 1y x   

5 3cosh 1( )dy x
dx

    

  

3 5

3 4 3

3 4 3 3

3 4 3 2

2 3 4 3

cosh 1

5 cosh 1 cosh 1

5 cosh 1 sinh 1 1

5 cosh( 1) sinh( 1) 3

15 sinh( 1)cosh ( 1)

[ ( )]

[ ( )] ( )

[ ( )] [ ( )] ( )

[ ] [ ]( )

]
]

]
]

d x
dx

dx x
dx

dx x x
dx

x x x

x x

y

x

 

  

    

   

   



 

ดังนั้น  2 3 4 315 sinh( 1)cosh ( 1)y x x x     

 

ตัวอยาง 2.56  กำหนด 
2 21tanh 2( )y x x   จงหา y  

วิธีทำ   2 21tan 2( )y x x   

2 21

2 2 21 2 21

tanh 2

sech 2 2

( )

( ) ( ) ]
dy x x
dx

dx x x x
dx
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2 2 21 2 20 2

2 2 21 2 20

2 2 21 2 20

2 20 2 2 21

sech 2 21 2 2

sech 2 21 2 2 2

42 sech 2 2 1

42 1 2 sech 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

]
]
]
]

dx x x x x x
dx

x x x x x

x x x x x

x x x x x

      

      
      

   

 

ดังนั้น  2 20 2 2 2142 1 2 sech 2( )( ) ( )y x x x x x      

 

ตวัอยาง 2.57  กำหนด  3coth 5y x   จงหา y  

วิธีทำ    3coth 5y x   

  

3

2 3 3

2 3 2

2 2 3

coth 5

cosech 5 5

cosech 5 3

3 cosech 5

( )

[ ( )] ( )

[ ( )]( )

( ) ( )

]
]
]

dy x
dx

dx x
dx

x x

x x

  

   

  

  

 

ดังนั้น  2 2 33 cosech 5( ) ( )y x x     

 

ตัวอยาง 2.58  กำหนด  2 3sech 3 5y x   จงหา y  

วิธีทำ  
  2 3sech 3 5y x   

 2 3

3 2

3 3

3 3 3 3

2 2 3 3

sech 3 5

sech 3 5

2 sech 3 5 sech 3 5

2 sech 3 5 sech 3 5 tanh 3 5 3 5

2 9 sech 3 5 tanh 3 5

[ ( )]

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[
]

]
]

dy x
dx
d x
dx

dx xy
dx

dx x x x
dx

x x x
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 2 2 3 318 sec 3 5 tan 3 5( ) ( )]x x x    

ดังนั้น  2 2 3 318 sech 3 5 tanh 3 5( ) ( )y x x x     

 

ตัวอยาง 2.59  กำหนด  cosech 3y x   จงหา y  

วิธีทำ    cosech 3y x   

 cosech 3

cosech 3 coth 3 3

cosech 3 coth 3 1

cosech 3 coth 3

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )]( )

( ) ( )

]
]

]

dy x
dx

dx x x
dx

x x

x x

  

    

    

  

 

ดังนั้น cosech 3 coth 3( ) ( )y x x     
 

ตัวอยาง 2.60  กำหนด 
 

 

3

5

sinh 7

3

x
y

x





 จงหา y  

วิธีทำ  
 

 
 

3

5

sinh 7

3

x
y

x





 

 
 

3

5

5 3 3 5

10

5 3 3 3 4

10

sinh 7

3

3 sinh 7 sinh 7 3

3

3 cosh 7 7 sinh 7 5 3 3

3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

[( ) ( )] ( ) [ ( )][ ( ) ] ( )
( ) ]

]
xdy

dx x

d dx x x x
dx dx

x
d dx x x x x x
dx dx

x
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5 3 2 3 4

10

2 5 3 4 3

10

3 cosh 7 3 sinh 7 5 3 1
3

3 3 cosh 7 5 3 sinh 7
3

[( ) ( )]( ) [ ( )][ ( ) ]( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ]

]x x x x x
x

x x x x x
x

    


    


 

ดังนั้น
  

2 5 3 4 3

10

3 3 cosh 7 5 3 sinh 7
3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

x x x x xy
x

     


 

 

ตัวอยาง 2.61  กำหนด  2cosech sinh 3 1 3y x x x     จงหาy  

วิธีทำ    2cosech sinh 3 1 3y x x x      

2

2

2 2

2

2

cosech sinh 3 1 3

cosech sinh 3 1 3

cosech coth cosh 3 1 3 1 1 0

cosech coth cosh 3 1 6 1

cosech coth 6 cosh 3 1 1

[ ( ) ]

( )

( ) ( )

[ ( )]( )

( )

]
]

]
]

dy x x x
dx
d d d dx x x
dx dx dx dx

dx x x x
dx

x x x x

x x x x

     

    

     

   

   

 

ดังนั้น  2cosech coth 6 cosh 3 1 1( )y x x x x      

 

2.8 การหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย 

 สำหรบัฟงกชันท่ีกำหนดโดยสมการที่แสดงถึงความสัมพันธระหวาง x  กับ y  นั้นพบวาบาง

ฟงกชันสามารถเขียนแสดงคา y  ในพจน x  เชน 3y x   หรือ 
2 1

3 1
xy
x



 เปนตน ซึ่งฟงกชัน

ที่สามารถเขียนใหอยูในรูป ( )y f x  ดังกลาวขางตนนั้นเรียกวาเปนฟงกชนัชัดแจง ฟงกชันชนิดนี้

สามารถหาอนุพันธไดทันที โดยอาศัยสูตรอนุพันธหรือทฤษฎีของอนุพันธตาง ๆ ที่ไดกลาวมาแลวใน

หัวขอทีผ่านมา แตสำหรับบางฟงกชันที่กำหนดโดยสมการที่แสดงถึงความสัมพันธระหวางนั้นพบวา

บางฟงกชันสามารถเขียนในรูป ( , )f x y c เชน 
2 2 9x y xy   เรียกวา ฟงกชนัโดยปริยาย 
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วิธีการหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยายทำตามข้ันตอนโดยสรุปดังตอไปนี ้(ธีระศักดิ์ อุรัจนานนท, 

2546 : 87-88) 

 1. หาอนุพันธเทียบตัวแปร x  ทั้งสองขางของสมการฟงกชันโดยปริยาย 

 2. หาอนุพันธแตละพจน  

 3. แกสมการหา dy
dx

 

 

ตัวอยาง 2.62  ให y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งสอดคลองกับสมการ 2 2 9x y   จงหา dy
dx

 

วิธีทำ  2 2 9x y   

      2 2 9d dx y
dx dx

   

  

2 2 0

2 2 0

2 2

2
2

]
]
]
]

d dx y
dx dx

dyx y
dx
dyy x
dx
dy x
dx y
dy x
dx y

 

 

 



 

 

ดังนั้น  
dy x
dx y

  

 

ตัวอยาง 2.63  ให y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งสอดคลองกับสมการ 3 5 6 3x y y x    จงหา y   

วิธีทำ        3 5 6 3x y y x    

     

3 5 6

3 5 6

3 5 6

3

3

0

( ) ( )

( )

]
]

x y y x

d dx y y x
dx dx

d d dx y y x
dx dx dx
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3 3 4 5

3 2 4 5

3 4 5 2

3 4 5 2

5 2

3 4

5 6 0

3 5 6 0

5 6 3

5 6 3

6 3
5

( )

]
]
]
]

d d dyx y y x y x
dx dx dx

dy dyx y x y x
dx dx

dy dyx y x x y
dx dx

dyx y x x y
dx
dy x x y
dx x y

        

   

  

  




 

ดังนั้น  
5 2

3 4

6 3
5

x x yy
x y

 


 

 

ตัวอยาง 2.64  ให y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งสอดคลองกลับสมการ 4 3sin 0x y x     

จงหา y   

วิธีทำ     4 3sin 0x y x    

        4 3sin 0( )d dx y x
dx dx

    

 

4 3

3
3 3

3 3 2

3

2 3

sin 0

4 cos 1 0

4 cos 3 1 0

1 4
3 cos

( )

]
]
]

d d d dx y x
dx dx dx dx

dyx y
dx
dyx y y
dx

dy x
dx y y

  

  

  



 

ดังนั้น  
3

2 3

1 4
3 cos

xy
y y
   

 

2.9 อนุพันธอันดับสงู 

 อนุพันธของฟงกชันที่กลาวมาแลวในขางตน อาจเรียกวาอนุพันธอันดับที่หนึ่งของฟงกชันเขียน

แทนดวย ( )f x , y  , dy
dx

หรือ ( )d f x
dx

 (Ross, F.L. Maurice,.W.D. and Frank, G.R., 2001 : 98) 
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 บทนิยาม  2.8 

ให ( )f x  เปนอนุพันธของฟงกชัน ( )f x  แลวถา
 

   
0

lim
h

f x h f x
h

  
 

 หาคาได เรียกคาของลิมิตนี้วาอนุพันธอันดับท่ีสองของ ( )f x  เทียบกับ x  

 อนุพันธอันดับที่สองของฟงกชันเขียนแทนดวย ( )f x , y  , 
2

2

d y
dx

 หรือ 
2

2
( )d f x

dx  
ในทำนองเดียวกันถา ( )f x  มีอนุพันธเทียบกับ x  เรียกอนุพันธนี้วาอนุพันธอันดับท่ีสาม 

ของ
 
( )f x เทียบกับ x  และเขียนแทนดวย ( )f x , y  , 

3

3

d y
dx

 หรือ 
3

3
( )d f x

dx
 และถา 

( )f x  มีอนุพันธเทียบกับ x  เรียกอนุพันธนี้วาอนุพันธอันดับท่ีสี่ของ ( )f x  เทียบกับ x  

และเขียนแทนดวย (4)( )f x , (4)y , 
4

4

d y
dx

 หรือ 
4

4
( )d f x

dx
 ในทำนองเดียวกันผลลัพธจากการ

หาอนุพันธ n  ครั้งติดตอกันไปเมื่อ n  เปนจำนวนเต็มบวกก็จะเรียกกวาอนุพันธอันดับที่ n  

ของ ( )f x  ซึ่งเขียนแทนดวย ( )( )nf x , ( )ny , 
n

n

d y
dx

 หรือ  
n

n

d f x
dx

 ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

 

ตัวอยาง 2.65  กำหนดให   53 2 3f x x x    จงหา  f x  

วิธีทำ  5( ) 3 2 3f x x x    

 

5

4

4

3

( ) (3 2 3)

15 2

( ) (15 2)

60

]
]

]

df x x x
dx

x

df x x
dx

x

   

 

  



 

ดังนั้น  
3( ) 60f x x   

 

 

 



113 

 

ตัวอยาง 2.66  กำหนดให 5( ) sin2f x x  จงหา ( )f x  

วิธีทำ  5( ) sin2f x x  

 

5

5 5

5 4

5 4

5 4 4 5

5 3 4 5 5

5 3 4 5 4

3 5 8

( ) sin2

cos2 2

cos2 10

cos2 10

cos2 10 10 cos2

cos2 40 10 sin2 2

cos2 40 10 sin2 10

40 cos2 100

( )( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

( )

]
]
]

]
]
]

df x x
dx

dx x
dx

x x

df x x x
dx

d dx x x x
dx dx

dx x x x x
dx

x x x x x

x x x

 





 

 

  

  

  5sin2( )]x

 

ดังนั้น    3 5 8 540 cos2 100 sin2( ) ( )f x x x x x    

 

ตัวอยาง 2.67  ให   4 5 2f x x x    จงหาคา n  ที่มีคานอยที่สุดที่ทำให     0nf x    

วิธีทำ    
4( ) 5 2f x x x     

 

4

3

3

2

2

4

( ) 5 2

4 5

( ) (4 5)

12

( ) 12

24

( ) 24

24

]
]

]
]

]
]

]

df x x x
dx
x
df x x
dx
x

df x x
dx
x

df x x
dx
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 5 ( ) 24

0

]
]
df x
dx




 

เนื่องจาก  5 ( ) 0f x   และ  4 ( ) 0f x   ดังนั้น 5n   

 

2.10 สรุปทายบทที่ 2 

 กอนที่เราจะหาอนุพันธของฟงกชันนั้น กอนอ่ืนเราตองตรวจสอบกอนเสมอวาฟงกชันท่ีเราจะ

หาอนุพันธนั้นมีอนุพันธหรือไม ซึ่งถาหากฟงกชันนั้นมีอนุพันธแลวเราสามารถหาอนุพันธของฟงกชันได

เลยอาจจะหาอนุพันธของฟงกชันแบบใชนิยามก็ได แตถาบางฟงกชนัไมเหมาะกับการหาโดยใชนิยาม

เราสามารถแบงฟงกชันที่เราจะหาอนุพันธในรูปแบบตาง ๆ ที่ไดกลาวมา เชนการหาอนุพันธของ

ฟงกชันพีชคณิต การหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ การหาอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ การหา

อนุพันธของฟงกชันลอการิทึมและฟงกชันเลขชี้กำลัง การหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย และการ

หาอนุพันธอันดับสูง ซึ่งเราไดรูความหมายของอนุพันธไปแลวนั้นแลวเราก็จะสามารถนำอนุพันธนั้นไป

แกปญหาตาง ๆ ไดอยางถูกตองและเหมาะสมตอไป 
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แบบฝกหัดทายบทที่ 2 

 

1. จงหาอนุพันธของ 2( ) 5f x x x   

1.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

1.2  ที่จุด 1x   

1.3  ที่จุด 0x   

 

2. จงหาอนุพันธของ 2( ) 3 5f x x x    

      2.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

      2.2  ที่จุด 3x   

      2.3  ที่จุด 2x   

 

3. จงหาอนุพันธของ 2 2( ) (3 5)f x x   

      3.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

      3.2  ที่จุด 0x   

      3.3  ที่จุด 2x   

 

4. จงหาอนุพันธของ 2( ) ( 3)f x x x    

      4.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

      4.2  ที่จุด 1x    

      4.3  ที่จุด 0x   

 

5. จงหาอนุพันธของ 3( ) ( 2)f x x x    

      5.1  ที่จุด x  ใด ๆ 

      5.2  ที่จุด 1x   

      5.3  ที่จุด 10x   
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6. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้

     6.1  
3 6 1y x x      6.2  

106 12y x x    

     6.3 
  123( ) 5 1f x x x     6.4  2103 2 3 5y x x    

     6.5 
   6( ) 3 5f x x x x     6.6 

   6 22 3 4y x x x x    

     6.7  
6 20( ) 3 5( ) ( )f x x x x    6.8  

 

 56

2

2

3 4

x x
y

x x





 

     6.9 

 

 126

2

2

3 4

x x
y

x x





   6.10 

 

 206 3
( )

5
x x

f x
x





 

     6.11 
 56

2

2

3 4

x x
y

x x





   6.12  

6 12 2

2

2 3 4
3 4

( )x x x xy
x x

 


 

 

7. จงหา dy
dx

 เม่ือกำหนดให 

     7.1. 3y u   และ 2 5 1u x x    

     7.2. 10y u   และ 3 5u x   

     7.3. 42y u   และ 5 23 11u x x    

 

8. จงหาอนุพันธของฟงกชันท่ีกำหนดใหตอไปนี้และตรวจสอบวาอนุพันธเทากันหรือไม 

     8.1.  3 2sin 5y x    และ  32sin 5y x   

     8.2. 
 
 

sin 2
cos 2

x
y

x





  และ  tan 2y x   

     8.3.  sin 2 1y x    และ  
1

cosec 2 1
y

x
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9. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้

     9.1   10sin 6 12y x x     9.2 
  5cos 3y x x   

     9.3   10tan 1y x     9.4   20cot 3 4y x   

     9.5   5 2cosec 3y x x    9.6   10sec 21y x   

     9.7     5cos 3 tan 3y x x x    9.8   19 5tan 1y x   

     9.9  
 20

3

cot 3 4

5

x
y

x x





  9.10     12 5 10cos 3 tan 3 4y x x    

     9.11    2 2cos tan 3 9y x x x x    

 

10. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้

     10.1   10sinh 6 12y x x     10.2 
  5cosh 3y x x   

     10.3   10tanh 1y x     10.4   20coth 3 4y x   

     10.5   5 2cosech 3y x x     10.6   10sech 21y x   

     10.7     5cosh 3 tanh 3y x x x    10.8   19 5tanh 1y x   

     10.9  
 20

3

coth 3 4

5

x
y

x x





   

10.10     12 5 10cosh 3 tanh 3 4y x x    

     10.11    2 2cosh tanh 3 9y x x x x    

 

11. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้

     11.1   10arcsin 12y x     11.2 
  5arccos 3y x x   

     11.3   10arctanh 1y x     11.4   20arccot 3 4y x   

     11.5   arccosec 3y x     11.6   10arcsec 21y x   

     11.7     5arccos 3 arctan 3y x x x     

     11.8  
 20

3

arccot 3 4

5

x
y

x x





   

     11.9    2 2arccos arctan 3 9y x x x x    
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12. จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้

     12.1  10ln 6 12y x x     12.2  5
2log 3y x x   

     12.3 
10 1xy e     12.4 

35 712 x xy   

     12.5 3
5ln 3 logy x x x     12.6 3 sinln xy x e   

     12.7  3ln cosy x    12.8   20
5ln 1y x      

     12.9 
 20

3

ln 3 4

5

x
y

x x





  12.10  5 cot5ln xy x e  

 

13. ให y  เปนฟงกชันของ x  ซึ่งสอดคลองกลับสมการดังตอไปนี้ จงหา dy
dx

 

     13.1 
2 5xy x     13.2 5 23y x x   

     13.3 
53 2yx x     13.4 

5 6 23y x x x   

     13.5 
5 sin 1y x y     13.6 

3 2 5ye x    

     13.7 
5 6 2siny x x y    13.8 

2 10 2y x y x   

     13.9 sin 2ye x y     13.10 
6 2tan 3y x x y    

14. กำหนด   3 26 4f x x x    จงหาคา
  f x  

15. กำหนด   10 23 4 1f x x x x     จงหาคา
 

   4f x  

16. กำหนด cot5y x  จงหาคา y   

17. กำหนด 3 2xy e   จงหาคา y   

18. ให   3 22 5f x x x   จงหาคา n  ที่นอยที่สุดที่ทำให     0nf x   

19. ให   5 3 1f x x x    จงหาคา n  ที่นอยที่สุดที่ทำให     0nf x   
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บทท่ี 3 

การประยุกตอนพัุนธ 

 

สำหรับในบทที ่3 ที่ผานมานั้นเราไดศึกษาเรื่อง สวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลง

เฉลี่ย ซึ่งเปนพ้ืนฐานที่มโียชนตอวิทยาการในสาขาตาง ๆ มากมาย เชน ฟสิกส เคมี ชีววิทยา 

วิศวกรรมศาสตร ดาราศาสตร เศรษฐศาสตร สังคมวิทยา และพฤติกรรมทางจิตวิทยา ตลอดจนเปน

พ้ืนฐานของการศึกษาคณิตศาสตรสาขาอื่น ๆ แทบทุกสาขา ซึ่งมีประโยชนอยางกวางขวางในการ

แกปญหาตาง ๆ ดังนั้นในบทนี้จะกลาวถึงการนำอนุพันธไปประยุกตใชในการแกปญหา ตาง ๆ เชน 

ปญหาเกี่ยวการเคลื่อนที่ของวัตถุ ซึ่งเม่ือวัตถุเคลื่อนที่นั้นจะเกิดสมการการเคลื่อนที่ข้ึน มีความเร็ว 

และความเรง ในการเคลื่อนที่ การประยุกตสวนเปลี่ยนแปลงและอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยนั้น

เก่ียวกับเรื่องอัตราการเปลี่ยนแปลงของสิ่งตาง ๆ ในชีวิตประจำวัน หรือเรียกวาอัตราสัมพัทธ และการ

ประยุกตทางเรขาคณติเชนการหาสมการเสนสัมผัสและสมการเสนปกติของสมการเสนโคงที่กำหนดให 

และใชในการตรวจสอบชวงของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด คาสูงสุดสัมและคาต่ำสุดสัมบูรณ คาสูงสุด

และคาต่ำสุดสัมพัทธ จุดเปลี่ยนเวา ลักษณะกราฟเวาลงและเวาขึ้น แลวนำขอมูลที่ไดท้ังหมดไปใชใน

การวาดกราฟ และสุดทายจะนำอนุพันธของฟงกชันไปชวยหาคาลิมิตไดโดยใชกฎของโลปตาล 

 

3.1 ความเร็ว และความเรง  

 การเคลื่อนที่ของวตัถุมีการเคลื่อนที่ไดหลายวิธีมีทั้งการเคลื่อนท่ีในแนวเสนตรงและไมใช

เสนตรงแตสำหรับในบทนี้จะศึกษาถึงการเคลื่อนที่ของวัตถุในแนวเสนตรงเทานั้นโดยจะกลาวถึงเฉพาะ

ความเร็วและความเรงของวัตถุที่เคลื่อนที่ในแนวเสนตรงเทานั้น วัตถุเคลื่อนท่ีในแนวเสนตรงมีสมการ

การเคลื่อนที่ในรูปความสัมพันธของระยะทางและเวลา ใหวัตถุเคลื่อนที่ไดทาง s  หนวยระยะทางโดย

ใชเวลาในการเคลือ่นที่ t  หนวยเวลา ดังนั้น ( )s f t  แทนสมการการเคลื่อนที่ 

 ความเร็วโดยท่ัวไปเราไดจากอัตราสวนระหวางปริมาณการเปลี่ยนแปลงของ s (ระยะทาง)  

กับปริมารการเปลี่ยนแปลงของ t (เวลา) แตถาตองการความเร็วชั่วขณะหรือความเร็วที่เวลา t  ใด ๆ 

คือ 
0

lim
t

s
t 




 ซึ่งแทนดวย ds
dt

 ดังนั้นความเร็วของวัตถุเมื่อเวลา t  ใด ๆ คือ dsv
dt

   

(ชัยสงคราม เครือหงส, 2544 : 47) 

 



120 

 

ขอสังเกต 3.1 

 1.  ถา 0v   วัตถุจะเคลื่อนที่ในทิศทางที่ไดระยะทางเพ่ิมข้ึน 

 2.  ถา 0v   วัตถุจะเคลื่อนที่ในทิศทางที่ไดระยะทางลดลง 

 3.  ถา 0v   แสดงวาวัตถุหยุดนิ่ง 

เชนเดียวกันกับความเรงของวัตถุเมื่อเวลา t  ใด ๆ เราหาไดจากอัตราสวนระหวางปริมาณการ

เปลี่ยนแปลงของ v กับปริมาณการเปลี่ยนแปลงของ t  โดยหาคา 
0

lim
t

v
t 




 ซึ่งแทนดวยสัญลักษณ 

dv
dt

 นั่นคือความเรงของวัตถุเมื่อเวลา t  ใด ๆ คือ dva
dt

  แต dsv
dt

  ดังนั้น 

2

2

d ds d sa
dt dt dt

      
 (มาริสา มัยยะ และวนัเพ็ญ จันทรังษ,ี 2550 : 85) 

ขอสังเกต 3.2  

 1.  ถา 0a   ความเร็วจะเพ่ิมขึ้น 

 2.  ถา 0a   ความเร็วจะลดลง 

 

ตัวอยาง 3.1  วัตถุชิ้นหนึ่งเคลื่อนท่ีในแนวเสนตรงมีสมการการเคลื่อนที่ 31 1
3

s t t    เมตร 

จงหาความเร็ว ความเรงที่เวลา t  ใด ๆ และหาความเร็ว ความเรงของวัตถุเมื่อเวลาผานไป 3 วินาท ี

วิธีทำ จาก dsv
dt

  

  
3

2

1 1
3
1]

dv t t
dt
t

       
 

 

จะได  
2 1v t   

ณ 3t   ได 23 1 8v     

ดังนั้น  ความเรว็ของวัตถุเมื่อเวลาผานไป 3 วินาทีเปน 8 เมตร/วินาที 
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 จาก dva
dt

  

  
2( 1)

2 ]
da t
dt
t

 


 

ได 2a t  

 ณ 3t   ได 2(3) 6a    

ดังนั้น ความเรงของวัตถุเมื่อเวลาผานไป 3 วินาทีเปน 6 เมตร/(วินาที)2 

 

ตัวอยาง 3.2  ระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ไดเมื่อเวลา t  ใด ๆ แทนดวย 3 26 9 4s t t t     

เมื่อ s  มีหนวยเปนเมตรและ t  มีหนวยเปนวินาที 

 1.  จงหา s  (ระยะทาง) และ a (ความเรง) เมื่อ 0v   

 2.  จงหา s  (ระยะทาง) และ v (ความเร็ว) เมื่อ 0a   

 3.  เมื่อใดที่ s  (ระยะทาง) เพ่ิมข้ึน 

 4.  เมื่อใดที่ v (ความเร็ว) เพ่ิมข้ึน 

วิธีทำ  3 2 26 9 4 3 12 9ds dv t t t t t
dt dt

         

   3 1 3t tv     

 
 

 

23 12 9 6 12

6 2 ]
dv da t t t
dt dt

t

     

 
 

1.  เมื่อ 0v   ดังนั้น 1, 3t   

 เม่ือ 1t   

  3 21 6(1) 9(1) 4 8s       

  6(1 2) 6a      

 เม่ือ 3t   

  3 23 6(3) 9(3) 4 4s       

6(3 2) 6a     
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2.  เมื่อ 0a   ดังนั้น 2t   

 เม่ือ 2t   

3 22 6(2) 9(2) 4 6s       

  3(2 1)(2 3) 3v       

3.  s (ระยะทาง) เพ่ิมข้ึนเมื่อ 0v   

   3 1 3 0v t t     

 จะได  1t    หรือ  3t   

 ดังนั้น s (ระยะทาง) เพ่ิมข้ึนเมื่อ 1t   หรือ 3t   

4.  v (ความเร็ว) เพ่ิมขึ้น เมื่อ 0a   

 6( 2) 0a t    

 จะได 2t   

 ดังนั้น v (ความเร็ว) เพ่ิมขึ้น เมื่อ 2t   

 

ตัวอยาง 3.3  กำหนดให 3 24 3 2s t t t     จงหาความเรงขณะที่ความเร็วเทากับศูนย 

วิธีทำ dsv
dt

  

 

3 2

2

4 3 2

3 8 3

( )

]
dv t t t
dt
t t

   

  
 

 
23 8 3

6 8

( )]
]

dva
dt
d t t
dt
t



  

 

 

 เม่ือ 0v   จะได  23 8 3 0t t    

       
3 1 3 0

1,3
3

( )( )t t

t
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 1
3

t    ใชไมไดเพราะ
 

0t   

 ให 3t   จะได 6(3) 8 10a     

ดังนั้น  ขณะที่ความเร็วเปน 0 ความเรงมีคาเปน 10 หนวยระยะทาง/(หนวยเวลา) 2 

 

ตัวอยาง 3.4  ลูกบอลลูกหนึ่งถูกปลอยใหตกลงมาจากระดับความสูง 320 ฟุต และความสูงของลูก

บอลลูกนี้ เมื่อขณะเวลา t  วินาทีใด ๆ กำหนดระยะ 2320 16s t   

 1.  จงหาความเร็วของลูกบอลเม่ือเวลา 2t   วินาท ี

 2.  จงหาความเร็วของลูกบอลขณะที่ลูกบอลตกกระทบพ้ืน 

วิธีทำ  1.  ความเร็วของลูกบอลขณะเวลา t  ใด ๆ คือ 

  2(320 16 )

32

]
]

dsv
dt
d t
dt

t



 

 

 

 ความเร็วของลูกบอลเมื่อเวลา 2t   วินาทีคือ 32(2) 64v      ฟุตตอวินาที 

2.  ความเร็วของลูกบอลขณะที่ลูกบอลตกกระทบพ้ืนแสดงวา 0s   

  

2

2

2

2

0 320 16
16 320

320
16
20

20

t
t

t

t
t

 





 

 

     แต 20t    ใชไมไดเพราะ
 

0t   ได 20t   

     ขณะที่ 20t   ได 32 20v    ฟุตตอวินาที 
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3.2 อัตราสัมพัทธ 

 อัตราสัมพัทธ หมายถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร 2 ตัวหรือมากกวา 2 ซึ่งมีปญหาอีก

จำนวนมากที่เกี่ยวของกับตัวแปรหลายตัว และแตละตัวแปรเหลานั้นก็เปนฟงกชันของเวลาถาเรา

ทราบคาตัวแปร และอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรบางตัวเทียบกับเวลาแลวจะสามารถหาอัตรา

การเปลี่ยนแปลงของตัวแปรท่ีตองการเทียบกับเวลาไดวิธีการนี้เรียกวา อัตราสัมพัทธ (พัฒนา สีมากุล, 

2537 : 31) 

 

ในการแกปญหามีขั้นตอนดังนี ้

 ข้ันที่ 1 เขียนแผนภาพประกอบปญหา 

 ข้ันที่ 2 กำหนดตัวแปรแทนปริมาณตาง ๆ ที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา 

 ข้ันที่ 3 สรางสมการแสดงความสัมพันธของตัวแปรตาง ๆ ซึ่งเปนจริง ณ เวลาใด ๆ  

  ในชวงเวลาของปญหา 

 ข้ันที่ 4 หาอนุพันธเทียบกับเวลา จากสมการที่สรางข้ึนในขอ 3 

 ข้ันที่ 5 แทนคาอัตราการเปลี่ยนแปลงเทียบกับเวลาและตัวแปรที่ทราบ แลว 

  คำนวณสิ่งที่ตองการทราบ 

 

ตัวอยาง 3.5  บอลลูน (ทรงกลม) ลูกหนึ่งจะมีการขยายตัวเมื่อไดรับความรอน ถารัศมีบอลลูนเพิ่มข้ึน

ในอัตรา 4 นิ้ว/นาที แลวปริมาตรของบอลลูนจะเพิ่มข้ึนในอัตราเทาไรขณะที่บอลลูนมีรัศมี 50 นิ้ว 

วิธีทำ  กำหนด v แทนปริมาตรของบอลลูนขณะเวลา t  นาที 

 กำหนด r แทนรัศมีของบอลลูนขณะเวลา t  นาที 

 สูตรปริมาตรของทรงกลม 34
3

v r  

 วาดรูปทรงกลมไดดังนี้ 

 

 

 

 

จาก 34
3

v r  
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3

3

2

4
3

4
3
4 3
3

( )

dv d r
dt dt

d r
dt

drr
dt







      





 

         

2

2

4 3
3
4 3 50 4
3
40000

( ) ( )

dv drr
dt dt













  

ดังนั้น  ปริมาตรบอลลูนเพิ่มขึ้นในอัตรา 40000  ลูกบาศกนิ้ว/นาที 

 

ตัวอยาง 3.6  เสนผานศูนยกลางและสวนสูงของทรงกระบอก ณ เวลาหนึ่งเปน 10 ฟุต และ 40 ฟุต 

ตามลำดับถารัศมีเพิ่มข้ึนดวยอัตรา 1 ฟุต/ชั่วโมง แลวสวนสูงจะมีอัตราการเปลี่ยนแปลงอยางไรจึงจะ

ทำใหปริมาตรคงเดิม  

วิธีทำ  กำหนด v แทนปริมาตรของทรงกระบอกขณะเวลา t  

 กำหนด r แทนรัศมีของทรงกระบอกขณะเวลา t  

 กำหนด h  แทนสวนสูงของทรงกระบอกขณะเวลา t  

 สูตรปริมาตรของทรงกระบอก 2v r h  

 วาดรูปทรงกระบอกไดดังนี้ 

 

 

  

 

 

 

จาก 2v r h  

           

2

2

( )

( )]
dv d r h
dt dt

d r h
dt
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2 2

2 2 ]
d dr h h r
dt dt

dh drr hr
dt dt





      
      

 

 ได    2 2dv dh drr hr
dt dt dt


      

 

     

2

2

0 5 40 5

0 5 40 5 1

400 25

16

(2)( )( )

(2)( )( )( )

]
]

]
dh dr
dt dt

dh
dt

dh
dt

dh
dt





      
      

 



 

ดังนัน้  สวนสูงของทรงกระบอกลดลงในอัตรา 24 ฟุต/ชั่วโมง 

 

ตัวอยาง 3.7  บันไดยาว 50 เมตร วางพิงไวกับผนังซึ่งตั้งฉากกับพ้ืนราบ ถาปลายลางของบันไดเลื่อน

ออกหางจากผนังดวยอัตรา 4 เมตร/วินาที จงหาวาปลายบนของบันไดจะเคลื่อนที่อยางไร ในขณะที่

ปลายลางของบันไดอยูหางจากผนัง 30 เมตร 

วิธีทำ  กำหนด x  แทนระยะหางระหวางผนังถึงปลายลางของบันได ขณะเวลา t  

กำหนด y  แทนระยะหางระหวางพ้ืนถึงปลายบนของบันได เวลา t  

กำหนด z แทนความยาวของบันได 

วาดรูปความสัมพันธไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

ไดความสัมพันธของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 2 2 2x y z   
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2 2 2

2

2

30 50

2500 900

1600

1600

40

( ) ( )
]

]
]

]

y

y

y

y

 

 



 

 

 

 เพราะวา 0y   เพราะฉะนั้น 40y   

จาก  2 2 2x y z   

      

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 30 4 2 40 0

240
80
3

( ) ( )

( ) ( )

]

]
]

]
]

d dx y z
dt dt
d d dx y z
dt dt dt
dx dy dzx y z
dt dt dt

dy
dt
dy
dt

 

 

 

 



 

 

ดังนั้น  ปลายบนของบันไดเคลื่อนที่ลงดวยอัตรา 3 เมตร/วินาที 

 

ตัวอยาง 3.8  ถังน้ำรูปกรวยกลมสูง 10 ฟุต เสนผานศูนยกลางของปากกรวยยาว 10 ฟุต มีน้ำไหลเขา

สูถังดวยอัตรา 2 ลูกบาศกฟุต/นาที จงหาวาขณะที่น้ำในถังสูง 6 ฟุต ระดับน้ำจะสูงข้ึนดวยอัตราเทาใด 

วิธีทำ กำหนด v เปนปริมาตรของน้ำในถังขณะเวลา t   

 กำหนด x  เปนรัศมีของผิวน้ำในถังรูปขณะเวลา t  

 กำหนด y  เปนความสูงของน้ำในถังขณะเวลา t  

 ปริมาตรทรงกระบอก 21
3

v r h  โดยที่ h  เปนความสูงของทรงกระบอก 

วาดรูปความสัมพันธไดดังนี ้ 
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จากความสัมพันธจะได x r
y h
  

         

5
10
1
2
]

x
y

x y




 

พิจารณาปริมาตรของน้ำ  21
3

v x y  

2

3

1 1
3 2
1
12

]
y yv

y





      



 

จาก   31
12

v y  

จะได          31
12

dv d y
dt dt


      

 

         

2

2

2

1 3
12
1
4
12 6
4

2
9

( )

]
]

]

dv dyy
dt dt
dv dyy
dt dt

dy
dt

dy
dt

















 

ดังนั้น  ระดับน้ำจะสูงขึ้นดวยอัตรา 2
9
  ฟุต/นาที   

h  
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3.3 สมการเสนสัมผัส และเสนปกต ิ

 สมการเสนตรงท่ีผานจุด 0 0( , )x y  มีความชันเทากับ m  คือสมการ 0 0( )y y m x x    

กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดที่ 0x x  จะไดวา dy
dx  

ที่จุด 0x x  คือความ

ชันของเสนโคง
 

( )y f x  ที่ 0x x  หรือกลาวไดอีกอยางหนึ่งก็คือสมการของเสนสัมผัสทีส่ัมผัส

เสนโคง ( )y f x  ที่ 0x x  คือ 0 0 0( )( )y y f x x x    (เลิศ สิทธิโกศล, 2541 : 44-46) 

ขอสังเกต 3.3 

 ถา 0( ) 0f x   แลวสมการเสนสัมผัสคอืคือ 0 0 0( )( )y y f x x x    แตถา 

0( ) 0f x   เสนโคง ( )y f x  จะมีเสนสัมผัสเปนเสนขนานกับแกน x   

 

บทนิยาม 4.1 

  กำหนดให ( )y f x  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดที่จุด 0 0 0( , )P x y  เสนตรง 

ที่ผานจุด 0 0 0( , )P x y  และตั้งฉากกับเสนสัมผัสทีจุ่ดสัมผัส 0 0 0( , )P x y  เรียกวาเสนปกต ิ

สมการเสนปกติที่ผานจุด 0 0 0( , )P x y  คือ 0x x  ถาเสนสัมผัสอยูในแนวระดับ 

 สำหรับกรณอีื่นสมการคือ 0 0
0

1 ( )
( )

y y x x
f x

    ถา 0( ) 0f x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.1  แสดงเสนปกติ และเสนสัมผัส 

เสนปกติ 
เสนสัมผัส 

 

 

0 
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ขอสังเกต 3.4 

 ถา 0m   แทนความชันของเสนสัมผัสจะได 1
m

  แทนความชันของเสนปกติ เพราะเสน

ปกติกับเสนสัมผัสตั้งฉากกันความชันคูณกันจึงมีคาเทากับ 1   

 

ตัวอยาง 3.9  จงหาสมการเสนสัมผัส และเสนปกติของเสนโคง 3 22 4y x x    ที่จุด (2, 4)  

วิธีทำ จากโจทยกำหนดให  
3 2( ) 2 4f x y x x     

 จะได    
2( ) 3 4f x x x    

 ความชันของเสนตรงที่สัมผัสเสนโคงที่จุด (2, 4)  

 คอื    
2(2) 3(2) 4(2)f     

    
  12 8

4

2

]
f  




 

 สมการเสนตรงท่ีสัมผัสจุด (2, 4)  และมีความชันเทากับ 4  

 คอื    4 4 2y x    

        
 4 2 4

4 4]
y x

x

  

 
 

 เนื่องจากความชันของเสนสัมผัสมีคาเทากับ 4  ดังนั้นความชันของเสนปกติมีคาเทากับ 1
4

  

 ดังนั้น สมาการเสนปกติท่ีผานจุด (2, 4)  และความชันมีคาเทากับ 1
4

  

 คอื    14 2
4

y x     

        

 1 2 4
4
1 2 4
4 4
1 9
4 2

]
]

y x

x

x

   

   

  

 

ดังนั้น  สมการเสนสัมผัสคอื 4 4y x   และสมการเสนปกติคือ 1 9
4 2

y x    
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ตัวอยาง 3.10  จงหาสมการเสนสัมผัส และเสนปกติของเสนโคง 2 23 5x xy y    ที่จุด (1,1)  

วิธีทำ จากโจทยกำหนดสมการเสนโคง 2 23 5x xy y     

 จะได         2 23 5d dx xy y
dx dx

    

  

2 23 0

2 3 2 0

2 3 2 0

2 3 2 0

2 3 3 2 0

3 2 2 3

3 2 2 3

2 3
3 2

( )

( )

( )

]
]
]
]

]
]
]

d d dx xy y
dx dx dx

d dyx xy y
dx dx

dy dx dyx x y y
dx dx dx

dy dyx x y y
dx dx

dy dyx x y y
dx dx

dy dyx y x y
dx dx

dyx y x y
dx

x ydy
dx x y

  

  

 
      

 
      

   

  

  

 


 

 ความชันของเสนตรงที่สัมผัสเสนโคงท่ีจุด (1,1)  

 คอื    1,1

2(1) 3(1
3(1) 2(1)
1

dy
dx

             
 

 

 สมการสนตรงท่ีสัมผัสจุด  1,1  และมีความชันเทากับ 1  

 คอื    1 1 1y x     

           
1 1

2

2

]
]

y x

y x

y x

   

  

 

 

 เนื่องจากความชันของเสนสัมผัสมีคาเทากับ 1  ดังนั้นความชันของเสนปกติมีคาเทากับ 1  
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 ดังนั้น สมการเสนปกติที่จุด (1,1)  และความชันมีคาเทากับ 1  

 คอื    1 1 1y x    

            
1 1

0]
y x

y x

  

 
 

ดังนั้น  สมการเสนสัมผัสคอื 2y x   และสมการเสนปกติคือ 0x y   

ตัวอยาง 3.11  กำหนดให a  เปนจำนวนจริงที่ไมเทากับศูนยจงแสดงวาเสนปกติของเสนโคง 

2 2 2x y a   ที่จุด 0 0( , )x y  ใด ๆ บนเสนโคงนี้ เปนเสนตรงที่ผานจุดกำเนิด 

วิธีทำ จากโจทยกำหนดสมการเสนโคง 2 2 2x y a    

 จะได      2 2 2d dx y a
dx dx

   

          

2 2 0

2 2 0

d dx y
dx dx

dyx y
dx
dy x
dx y

 

 

 

 

 เพราะฉะนั้นความชันของเสนสัมผัสทีจุ่ด 0 0( , )x y  เทากับ 0

0

x
y

  

 ดังนั้น ความชันของเสนปกติที่จุด 0 0( , )x y  คือ 0

0 0

0

1  
y

x x
y

 


 

 สมการเสนปกติของเสนโคงที่ผานจุด  0 0( , )x y  คือ  

  

0
0 0

0

0 0
0 0

0 0

0
0 0

0

0

0

( )

]

y
y y x x

x
y y

y y x x
x x
y

y y x y
x
y

y x
x

  

  

  



 

 เนื่องจากสมการ 0

0

y
y x

x
  เปนสมการเสนตรงซึ่งผานจุดกำเนิดเสมอ  

ดังนั้น  เสนปกติของเสนโคง 2 2 2x y a   ที่จุด 0 0( , )x y  ใด ๆ เปนเสนตรงท่ีผานจุดกำเนิด 
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ตัวอยาง 3.12  จงหาสมการเสนตรงทั้งหมดที่ลากจากจุด ( 1,2)P   มาสัมผัสกับเสนโคง 4 1xy   

วิธีทำ ความชันของเสนโคง 4 1xy   ที่จุด ( , )x y ใด ๆ คือ dy
dx

  

 จาก  4 1xy   

 ได     4 1( ) ( )d dxy
dx dx

  

      4 1( ) ( )d dxy
dx dx

  

     

4 0

4 4 0

]
]
]

dy dxx y
dx dx

dyx y
dx

dy y
dx x

      

 

 

 

 ความชันท่ีผานจุด ( 1,2)  และ ( , )x y  ใด ๆ มีความชันเทากับ 

   2
1

ym
x



 

 แต (1) (2)  

 ได   2
1

y y
x x
  


 

          

   2 1

2

2 2 0

4 4 2 0

]
]
]

x y y x

xy x xy y

xy x y

xy x y

   

   

  

  

 

 แตเนื่องจาก    4 1xy    

 ได     1 4 2 0x y    

 และ          14x
y

  

 ได       

11 2 0y
y

    

(1)  

(2)  
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2

2

1 2 0

2 1 0]
y y

y y

  

  
 

      
2 1 1 0

1 , 1
2

( )( ) ]
]

y y

y

  

 
 

แทนคา y  จะไดคา 1 1,
2 4

x    

เพราะฉะนั้นเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด 
1 , 1
4

      
 และ 

1 1,
2 2
     

 

โดยมีความชันของเสนสัมผัสที่จุด 
1 , 1
4

      
 คือ 4dy x

dx y
      

สมการเสนสัมผัสที่ผานจุด ( 1,2)  และมีความชันเทากับ 4  คือ 

  

 2 4 1

2 4 4

4 2 0

]
]

y x

y x

y x

  

  

  

 

สวนความชันของเสนสัมผัสที่จุด 
1 1,
2 2
     

 คือ 1dy x
dx y

      

สมการเสนสัมผัสที่ผานจุด ( 1,2)  และมีความชันเทากับ 1  คือ 

  

 2 1 1

2 1

1 0

]
]

y x

y x

y x

  

  

  

 

 

3.4 คาสูงสุดคาต่ำสุด และกราฟ 

 ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการหาคาสูงสุด คาต่ำสุดของ ฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด จุดวิกฤต จุดสูงสุด

สัมพัทธ จุดต่ำสุดสัมพัทธ จุดเปลี่ยนเวา คาวิกฤต คาสูงสุดสัมพัทธ คาต่ำสุดสัมพัทธ คาสูงสุดสัมบูรณ 

และคาต่ำสุดสัมบูรณ และนำความรูทั้งหมดไปชวยในการเขียนกราฟของฟงกชันตาง ๆ (กมล เอกไทย

เจริญ, 2544 : 51) 
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 3.4.1 ฟงกชันเพิ่ม ฟงกชันลด 

 ฟงกชันเพ่ิม คือฟงกชนัที่คา ( )y f x  มีคาเพิ่มขึ้นในขณะที่ x  มีคาเพ่ิมข้ึน สวนฟงกชันลด 

คือฟงกชันท่ีคา ( )y f x  มีคาลดลงในขณะที่ x  มีคาเพ่ิมข้ึน และฟงกชันคงตัว คือฟงกชันที่คา 

( )y f x  มีคาคงตวัไมวา x  จะมีคาเพ่ิมขึ้น หรือลดลงก็ตาม ดังบทนิยาม (คณาจารยภาควิชา

คณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยรามคำแหง, 2542 : 66) 

 

 บทนิยาม 3.2   

กำหนดให ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I   

  1. ถา 1 2( ) ( )f x f x  สำหรับทุกคา 1 2x x  บนชวง I  

      เรียก ( )f x  วาเปนฟงกชนัเพิ่ม บนชวง I  

  2. ถา 1 2( ) ( )f x f x  สำหรับทุกคา 1 2x x  บนชวง I  

      เรียก ( )f x  วาเปนฟงกชนัลดบนชวง I  

  3. ถา ( ) 0f x   ในชวง ( , )a b  แลว ( )f x  เปนฟงกชันคงตัวบนชวง
 
( , )a b  

 

ตัวอยาง 3.13 จงพิจารณาวาฟงกชัน 3( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลดบนชวงใด 

วิธีทำ กราฟของฟงกชัน 3( )f x x  เปนดังนี ้

 

 

 
 

0 
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  จากกราฟจะเห็นวาฟงกชัน 3( )f x x  นั้น ( )f x  มีคาเพ่ิมข้ึนเมื่อ x  มีคาเพ่ิมข้ึน

บนชวง( , )   ดังนั้น 3( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( , )   

 

ตัวอยาง 3.14 จงพิจารณาวาฟงกชัน 2( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลดบนชวงใด 

วิธีทำ กราฟของฟงกชัน 2( )f x x  เปนดังนี ้

 

 

  

จากกราฟจะเห็นวา ฟงกชัน 2( )f x x  นั้น ( )f x  มีคาลดลงเมื่อ x  มีคาเพิ่มข้ึนบนชวง

( , 0)  และ ( )f x  มีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ x  มีคาเพิ่มขึ้นบนชวง(0, )  ดังนั้น 2( )f x x  เปนฟงกชนั

เพ่ิมบนชวง (0, ) และเปนฟงกชันลดบนชวง( , 0)  

 จากตัวอยางท่ีผานมานั้นการพิจารณาฟงกชันเพ่ิมหรือฟงกชันลดพิจารณาจากกราฟนั้นจะ

คอนขางยากและเสียเวลาในการวาดกราฟ ดังนั้นเราสามารถพิจารณาโดยใชอนุพันธดันดับที ่1 มาชวย

ในการพิจารณาโดยใชทฤษฎีบทตอไปนี้ (Stein, S.K.& Barcellos, A., 1992 : 131) 

 

 ทฤษฎบีท 3.1   

กำหนดให ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ,a b     โดยที่ ,a b R  

  1. ถา ( ) 0f x   ทุก ๆ ( , )x a b แลว ( )f x  เปนฟงกชันเพ่ิมข้ึนบนชวง ,a b     

  2. ถา ( ) 0f x   ทุก ๆ ( , )x a b แลว ( )f x  เปนฟงกชันลดลงบนชวง ,a b     

 

 

 

0 
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ตัวอยาง 3.15  จงพิจารณาวาฟงกชัน 3( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลดบนชวงใดโดยใชอนุพันธ

อันดับที่หนึ่ง 

วิธีทำ    ให   
3( )f x x    

  ได      2( ) 3f x x   

  เนื่องจาก  2 0x   เสมอ 

  จะได     23 0x    

  นั้นคือ ( ) 0f x   ทุก ๆ คา 0x   

ดังนั้น 3( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง( , )   

ตัวอยาง 3.16  จงพิจารณาวาฟงกชัน 2( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลดบนชวงใดโดยใชอนุพันธ

อันดับที่หนึ่ง 

วิธีทำ    ให     
2( )f x x    

  ดังนั้น    ( ) 2f x x   

  เนื่องจาก 0x   แลว2 0x   และถา 0x   แลว 2 0x   

  นั้นคือถา 0x   แลว ( ) 0f x   และถา 0x   แลว ( ) 0f x   

ดังนั้น  2( )f x x  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 0,  และเปนฟงกชันลดบนชวง , 0   

คาสูงสุดและคาต่ำสุดของฟงกชนั  

อุษณีย ลีรวัฒน (2552 : 47) ไดใหรายระเอียดไวดังบทนิยามตอไปนี้ 

 บทนิยาม 3.3   

กำหนดให a  และ b เปนคาคงตัวใด ๆ และ ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง 

,a b     และ 0 ,x a b      

       1. ถา 0( ) ( )f x f x  ทุก ๆ คา x  อยูในบางชวงเปดที่บรรจุ 0x  แลวจะเรียก ( )f x  

 วามีคาสูงสุดสัมพัทธ หรือ มีคาสูงสุดเฉพาะท่ี ที่จุด 0x  

       2. ถา 0( ) ( )f x f x  ทุก ๆ คา x  อยูในบางชวงเปดที่บรรจุ 0x  แลวจะเรียก ( )f x  

 วามีคาต่ำสุดสัมพัทธ หรือ มีคาต่ำสุดเฉพาะท่ี ที่จุด 0x  

       3. ถา 0( ) ( )f x f x  สำหรับทุก ๆ ,x a b      แลว ( )f x  มีคาสูงสุดสัมบูรณ ที่จุด 0x  

       4. ถา 0( ) ( )f x f x  สำหรับทุก ๆ ,x a b      แลว ( )f x  มีคา ต่ำสุดสัมบูรณ ที่จุด 0x  
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 บทนิยาม 3.4 

  จุดวิกฤต คือจุด 0 fx D  ซึง่ 0( ) 0f x   หรือ 0( )f x  หาคาไมได 

 

 จากบทนิยาม 3.3 และบทนิยาม 3.4 คาสูงสุดสัมพัทธคือคาสูงสุดของฟงกชันเมื่อเทียบกับคา

ใกลเคยีง สวนคาต่ำสุดสัมพัทธคือคาต่ำสุดของฟงกชันเม่ือเทียบกับคาใกลเคียง โดยจุดต่ำสุดสมัพัทธ

และสูงสุดสัมพัทธนั้นจะอยูที่จุดวิกฤต ซึ่งจุดวิกฤตคือจุด 0x  ที่ 0( ) 0f x   หรือ 0( )f x  หาคาไมได 

(Ross, F.L. Maurice,.W.D. and Frank, G.R, 2001 : 113) 

 

 ทฤษฎบีท 3.2 

  กำหนดให a  และ b เปนคาคงตัวใด ๆ ฟงกชัน ( )f x  มีอนุพันธบน ,a b      

 และ ( )f x  มีคาสูงสุดสัมพัทธ หรือต่ำสุดสัมพัทธท่ี 0x x  เม่ือ 0a x b   แลว  

 0( ) 0f x   

 

ตัวอยาง 3.17  กำหนดกราฟของฟงกชัน ( )y f x  ดังตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ฟงกชัน ( )f x  มีอนุพันธบนชวง ,a b     จะไดวา 

  0 0f x   หรือหาคาไมได   1 0f x   หรือหาคาไมได 

  2 0f x   หรือหาคาไมได    3 0f x    หรือหาคาไมได 

0 
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การทดสอบคาสูงสุดหรือตำ่สุดสัมพัทธของฟงกชนั ณ จุดวิกฤต  

 พลอนันต แสงประสิทธิ ์(2554 : 93) ไดใหรายละเอียดไวดังนี ้

ให c เปนคาคงตัวใด ๆ ถา c เปนจุดวิกฤต และ ( ) 0f c    

 1. ถา ( ) 0f x   เม่ือ 1x x c   และ ( ) 0f x   เม่ือ 2c x x   แลว ( )f x  

มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี x c  

 2. ถา ( ) 0f x   เม่ือ 1x x c   และ ( ) 0f x   เม่ือ 2c x x   แลว ( )f x  

มีคาต่ำสุดสัมพัทธที่ x c  

 3. ถา ( ) 0f x   บนชวง 1 2( , )x x  และเครื่องหมาย ( )f x  ไมเปลี่ยนแปลงบนชวง 

1 2( , )x x
 
แลว ( )f x  จะไมมีคาสูงสุดหรือต่ำสุดในชวงดังกลาว แสดงไดจากกราฟตอไปนี ้ 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.2  แสดงจุดสูงสุดสัมพัทธของฟงกชันบนชวง 1 2( , )x x  

     ท่ีมา : พลอนันต แสงประสิทธิ์. 2554 : 93  

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.3  แสดงจุดต่ำสุดสัมพัทธของฟงกชันบนชวง 1 2( , )x x  

     ท่ีมา : พลอนันต แสงประสิทธิ์. 2554 : 93  

   

 

 

 

 

 

0 

 

 

0 
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ตัวอยาง 3.18  กำหนด 3 2( ) 3 9 5f x x x x     จงหาจุดสูงสุดและจุดต่ำสุดสัมพัทธของ

ฟงกชัน 

วิธีทำ 3 2( ) 3 9 5f x x x x      

 2( ) 3 6 9f x x x     

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

  

2

2

3 6 9 0

3 2 3 0

3 3 1 0

3,1

( )
( )( )

]
]
]

x x

x x

x x

x

  

  

  

 

 

 แสดงไดดังรูปดังนี้ 

 

  

 

ดังนั้น  ( )f x  มี 3x   เปนจุดสูงสุดสัมพัทธของฟงกชันและ มี 1x   เปนจุดต่ำสุดสัมพัทธ 

 

ตัวอยาง 3.19  กำหนด 3 2( ) 3 3f x x x x    จงหาจุดสูงสุดและจุดต่ำสุดสัมพัทธของฟงกชัน 

วิธีทำ 3 2( ) 3 3f x x x x     

 2( ) 3 6 3f x x x     

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

   

2

2

3 6 3 0

3 2 1 0

3 1 1 0

1

( )
( )( )

]
]
]

x x

x x

x x

x

  

  

  



 

 แสดงไดดังรูป 

 

  

 

ดังนั้น  ( )f x  ไมมีจุดสูงสุดและจุดต่ำสุดสัมพัทธ 

 

 

 

( ) 0f x   

3  

( ) 0f x   

1 

( ) 0f x   
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การทดสอบจุดวิกฤตโดยใชอนุพันธอันดับสอง 

 ถา 1x c  เปนจุดวิกฤตที่ 1( ) 0f c   โดยที่ 1 1 2( , )c x x  สมมุติวากราฟของฟงกชันมี

ลักษณะ โคงเวาขึ้น (กราฟหงาย) หรืออยูในลักษณะเสนโคงอยูเหนือเสนสัมผัสบนชวง 1 2( , )x x  จะ

เห็นวาเมื่อ x  เพ่ิมขึ้นเสนสัมผัสมีคาความชันเพิ่มข้ึนแสดงวา ( )f x  เปนฟงกชันเพ่ิมขึ้นบนชวง
 

1 2( , )x x  ดังนั้น ( ) 0f x 
 
บนชวง 1 2( , )x x  และที่จุด 2x c  โดยที่ 2 1 2( , )c x x ฟงกชันมีคา

ต่ำสุดสัมพัทธ ในทางกลับกันถากราฟมีลักษณะ โคงเวาลง (กราฟคว่ำ) หรืออยูในลักษณะเสนสัมผัส

อยูเหนือเสนโคงบนชวง 1 2( , )x x  จะเห็นวาเมื่อ x  เพ่ิมข้ึนคาแตคาของ ( )f x  ลดลงแสดงวา ( )f x  

เปนฟงกชันลดลงบนชวง 1 2( , )x x  ดังนั้น ( ) 0f x   บนชวง 1 2( , )x x  และที่จุด 2x c  ฟงกชันมี

คาสูงสุดสัมพัทธ (เฟองฟา ศรีจันทพงศ และคณะ, 2553 : 87) 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.4  แสดงจุดสูงสุดสัมพัทธโดยใชอนุพันธอันดับที่สองบนชวง  1 2,x x  

     ท่ีมา : อุษณีย ลีรวัฒน. 2552 : 51  

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.5  แสดงจุดต่ำสุดสัมพัทธโดยใชอนุพันธอันดับที่สองบนชวง  1 2,x x  

     ท่ีมา : อุษณีย ลีรวัฒน. 2552 : 51  

 

 
  

    

 

0 

 

 

 

 

  

 

 

 

0 
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 ทฤษฎบีท 3.3   

กำหนดให
 

,a b  และ c 
 
เปนคาคงตัวใด ๆ ถา  f x  เปนฟงกชันตอเนื่องถึงอนุพันธ

อันดับสองบนชวง  ,a b  ที่ม ีc 
 
อยูและ x c  เปนจุดวิกฤตซึ่ง   0f c   และ 

   ,f x f x   หาคาไดทุกคา x  ในชวงเปด  ,a b  

  1.  ถา   0f c   แลว  f x  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี x c  

  2.  ถา   0f c   แลว  f x  มีคาต่ำสุดสัมพัทธที่ x c  

 

หมายเหตุ  กรณี   0f c   สรุปไมไดตองใชอนุพันธอันดับหนึ่ง 

 

 บทนิยาม 3.5  

จุดเปลี่ยนเวาคือจุดที่เชื่อมระหวางเสนโคงเวาขึ้นกับเวาลง หรือระหวางเสนโคง 

เวาลงกับเวาขึ้น 

 

 กราฟจะมีจุดเปลี่ยนเวาที่ x c  ถา  f x  เปลี่ยนเครื่องหมายเมื่อ x  เปลี่ยนคาผานจุด

x c   จากนอยไปมาก และจุดเปลี่ยนเวาอาจจะเกิดขึ้นที่ x c   เมื่อ   0f c   ดังรูป (Anton, 

Howard, 1995 : 132) 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 3.6  แสดงจุดเปลี่ยนเวาของฟงกชัน  y f x  

     ท่ีมา : Anton, Howard. 1995 : 132 

 

 

 

 

 

0 
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 ทฤษฎบีท 3.4   

ให  f x  หาคาไดบนชวงเปด  ,a b   

ถา   0f x   สำหรับทุก  ,x a b  แลวกราฟจะ เวาขึ้น บนชวงเปด  ,a b  

ถา   0f x   สำหรับทุก  ,x a b  แลวกราฟจะ เวาลง บนชวงเปด  ,a b  

 

 

 ทฤษฎบีท 3.5   

ถา f  มีจุดเปลี่ยนเวาที่ x a  แลว   0f x    

 

 บทกลับของทฤษฎีบท 3.5 ไมจำเปนตองเปนจริง ตองทดสอบโดยใชทฤษฎีบท 3.4  

หมายเหต ุ  

 กรณี ( )f c  หาคาไมไดและ ( )f x  เปลี่ยนเครื่องหมายเมื่อ x  เปลี่ยนแปลงผาน c จาก

นอยไปหามากจะไดวา x c  เปนจุดเปลี่ยนเวาเชนเดียวกัน 

ตัวอยาง 3.20  กำหนด 4 3( ) 2f x x x   จงหาจุดเปลี่ยนเวา  

วิธีทำ 4 3( ) 2f x x x    

 
3 2

2

( ) 4 6

( ) 12 12 ]
f x x x

f x x x

  

  
 

 หาจุดเปลี่ยนเวาให  ( ) 0f x   

      

212 12 0

12 1 0

0,1

( ) ]
]

x x

x x

x

 

 



 

 สามารถตรวจสอบโดยอนุพันธอันดับสอง ดังรูป  

 

  

 

ดังนัน้  4 3( ) 2f x x x   อาจมีจุดเปลี่ยนเวาที่ 0,1x   

( ) 0f x   

0  

( ) 0f x   ( ) 0f x   

1 
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ตัวอยาง 3.21  กำหนด 3 2( ) 3 9 5f x x x x     จงหา 

 1. จุดสูงสุดสัมพัทธ จุดต่ำสุดสัมพัทธ  

 2. เปนฟงกชันเพ่ิมขึ้นบนชวงใด และเปนฟงกชันลดลงบนชวงใด 

 3. จุดเปลี่ยนเวา  

 4. ชวงใดที่ลักษณะของกราฟโคงเวาขึ้น และโคงเวาลงบนชวงใด 

วิธีทำ  3 2( ) 3 9 5f x x x x      

 
2( ) 3 6 9

( ) 6 6]
f x x x

f x x

   

  
 

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

               

2

2

3 6 9 0

3 2 3 0

3 3 1 0

3,1

( )
( )( )

]
]
]

x x

x x

x x

x

  

  

  



 

1.  จุดสูงสุดสัมพัทธ จุดต่ำสุดสัมพัทธ  

 ( 3) 6( 3) 6 12 0f          ดังนั้น 3x   เปนจุดสูงสุดสัมพัทธ 

 (1) 6(1) 6 12 0f       ดังนั้น 1x   เปนจุดต่ำสุดสัมพัทธ 

 

2.  เปนฟงกชันเพ่ิมข้ึนบนชวงใด และเปนฟงกชันลดลงบนชวงใด 

( )f x เปนฟงกชันเพ่ิมข้ึนบนชวง ( ) 0f x   และ ( )f x  เปนฟงกชันลดลงบนชวง ( ) 0f x   

 

 แสดงไดดังรูป 

 

  

 

 

ดังนั้น  ( )f x  เปนฟงกชันเพ่ิมขึ้นบนชวง    , 3 1,     

         ( )f x  เปนฟงกชันลดลงบนชวง  3,1x    
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3.  หาจุดเปลี่ยนเวาให
 

( ) 0f x   

     

6 6 0
6 6

1

x
x
x

 
 
 

 

     สามารถตรวจสอบโดยอนุพันธอันดับสอง ดังรูป  

 

  

 

 

ดังนั้น  ( )f x อาจมีจุดเปลี่ยนเวาที่ 1x   

 

4.  ชวงใดท่ีลักษณะของกราฟโคงเวาข้ึน และโคงเวาลงบนชวงใด 

กราฟของ ( )f x  จะโคงเวาขึ้นบนชวง ( ) 0f x   และโคงเวาลงบนชวงใดบนชวง
 

( ) 0f x    

 

 แสดงไดดังรูป 

 

  

 

ดังนั้น  กราฟ ( )f x  จะโคงเวาลงบนชวง  , 1   

 กราฟ ( )f x  จะโคงเวาขึ้นบนชวง  1,    

 

สรุปหลักการเขียนกราฟ 

 1. หา ( )f x  และ ( )f x  

 2. หาจุดวิกฤตจาก ( ) 0f x   หรือหาคาไมได เพ่ือตรวจสอบชวงท่ีฟงกชันมีคาเพ่ิมขึ้นหรือ

ลดลงคาสูงสุดหรือคาต่ำสุดสัมพัทธ 

 3. หาคา x  ที่ทำให ( ) 0f x   หรือหาคาไมไดเพ่ือตรวจสอบลักษณะการโคงของ

เสนกราฟ และจุดเปลี่ยนเวา 

 4. เขียนกราฟของฟงกชันโดยใชขอมูลที่ไดจากขัน้ตอนที่ 1-3 
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ตัวอยาง 3.22  จงวาดกราฟของฟงกชัน
 

4 3( ) 2f x x x   

วิธีทำ 4 3( ) 2f x x x    

3 2

2

( ) 4 6

( ) 12 12 ]
f x x x

f x x x

  
  

 

  

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

  

3 2

2

4 6 0

4 6 0
30,
2

( ) ]
x x

x x

x

 

 



 

  แสดงไดดังรูป 

 

 

 

  

 

หาจุดเปลี่ยนเวาให   0f x   

     

212 12 0
12 1 0

0, 1
( )

x x
x x

x

 
 


 

 

 แสดงไดดังรูป 

 

 

  

 

 

 

 

( ) 0f x    

เวาขึ้น 

0  

( ) 0f x    

เวาลง 

( ) 0f x    

เวาขึ้น 

1 

  

ฟงกชนัลด 

 

  

ฟงกชันลด 

  

ฟงกชันเพ่ิม 
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 หาพิกัดจุดคราว ๆ เพ่ือชวยในการเขียนกราฟดังตอไปนี้ 

 จาก 4 3( ) 2f x x x   

 ได  
4 3( 1) ( 1) 2( 1) 1 2 1f          พิกัด ( 1,1)   

   4 3(0) (0) 2(0) 0 0 0f        พิกัด (0, 0)  

  
4 3(1) (1) 2(1) 1 2 1f             พิกัด (1, 1)   

  

4 3 3
3 3 3 3 32 2 1.6875
2 2 2 2 2

f
                                                               

  พิกัด 
3 ,1.6875
2

 
 
 

  

 

จากขอมูลท้ังหมดนำมาเขียนกราฟไดดังนี้ 

 

 

 
 

 

ตัวอยาง 3.23  เขียนกราฟของฟงกชัน
 

3( ) 12 12f x x x    

วิธีทำ   3( ) 12 12f x x x    

 
2( ) 12 3

( ) 6
f x x
f x x
   
 

 

 หาจุดวิกฤตให ( ) 0f x   

 

 

0  
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2

2

12 3 0
3 4 0

3 2 2 0
2,2

( )
( )( )

x
x

x x
x

  
 

  
 

 

 แสดงไดดังรูป 

 

 

  

 

 หาจุดเปลี่ยนเวาให ( ) 0f x   

         6 0
0

x
x



 

 แสดงไดดังรูป 

 

  

 

 

จากขอมูลท้ังหมดนำมาเขียนกราฟไดดังนี้ 

 

 

 
 

 

( ) 0f x    

ฟงกชันลด 

( ) 0f x    

ฟงกชันเพ่ิม 

( ) 0f x    

ฟงกชันเพ่ิม 

2  2 

( ) 0f x    

เวาลง 

( ) 0f x    

เวาขึ้น 0  

 

0 
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3.5 หลกัเกณฑโลปตาล 

 หลักเกณฑนี้เปนการประยุกตของอนุพันธอีกทางหนึ่ง ซึ่งเปนการนำอนุพันธมาชวยในหาหา

คาลิมิตของฟงกชัน โดยการหาคาลิมิตของฟงกชันนั้นไดกลาวแลวในบทที่ 1 แตการจะใชหลักเกณฑโล

ปตาลนั้นตองผานการเรียนเรื่องอนุพันธของฟงกชันมากอนดวย จึงจะสามารถหาลิมติโดยใช

หลักเกณฑโลปตาลได และการหาอนุพันธของฟงกชันนั้นไดกลาวถึงในบทที่ 2 ไปแลว การหาลิมิตของ

ฟงกชันโดยใชกฏของโลปตาลนั้น ลิมิตตองอยูในรูปแบบที่ไมกำหนดตามบทนิยามตอไปนี ้(อุษณีย 

ลีรวัฒน, 2552 : 61) 
 

 บทนิยาม 3.6 

 ฟงกชัน ( )f x  เปนฟงกชันซึ่งเม่ือ x  เขาใกล a  แลว ( )f x  อยูในรูปแบบใด 

รูปแบบหนึ่งดังตอไปนี้ คือ 0 00 , , 0 , , 0 ,
0

   


 หรือ 1  แลวจะไดวา
 

lim ( )
x a

f x


มรีูปแบบท่ีไมกำหนด ที่ x a  

หลักเกณฑโลปตาลจะชวยใหสามารถคำนวณลิมิตในรูปแบบ 
( )lim
( )x a

f x
g x

 ในกรณีรูปแบบท่ีไม

กำหนดเม่ือตัวเศษ ( )f x  และตัวสวน ( )g x  เขาใกล 0  ทั้งคูหรือเขาใกล  ทั้งคู ดังทฤษฎีบท

ตอไปนี้ (อัจฉรา ปาจีนบูรวรรณ, 2555 : 71) 

 ทฤษฎีบท 3.6 

  กำหนดให I  เปนชวงเปดที่บรรจุ a , L เปนจำนวนจริง f  และ g   

 เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวงเปด I  โดยที่ ( ) 0g x   ทุกคาของ x  ในชวงเปด I   

 ยกเวนที่ x a  ถา
 
lim ( ) 0
x a

f x


 , lim ( ) 0
x a

g x


  และ 
( )lim
( )x a

f x L
g x




  

 แลว 
( )lim
( )x a

f x L
g x

  

 ทฤษฎีบท 3.7 

  กำหนดให I  เปนชวงเปดที่บรรจุ a , L เปนจำนวนจริง f  และ g  เปนฟงกชัน 

 ท่ีหาอนุพันธไดบนชวงเปด I  ถา lim ( )
x a

f x


  (หรือ), lim ( )
x a

f x


   

 (หรือ) และ 
( )lim
( )x a

f x L
g x




  แลว 
( )lim
( )x a

f x L
g x

  



150 

 

จากทฤษฎีบท 1.8 และ 1.9 จะชวยใหสามารถคำนวณลิมิตในรูปแบบ 
( )lim
( )x a

f x
g x

 ในกรณี

รูปแบบที่ไมกำหนดไดงายยิ่งข้ึน นั้นหมายถึงวาถาตัวเศษ ( )f x  และตัวสวน ( )g x  เขาใกล 0 ทั้งคู 

หรือเขาใกล   ทั้งคูแลวเราสามารถหา 
( )lim
( )x a

f x
g x

 โดยการหา 
( )lim
( )x a

f x
g x


  แทนดังตัวอยาง

ตอไปนี้ (สุรวิทย ตันแตงผล และอนุสรณ ชนวีรยุทธ, 2557 : 44) 

ตัวอยาง 3.24  จงหาคา 
2

0

2 5lim
x

x x
x

   

วิธีทำ    พิจารณา
 

2

0
lim(2 5 ) 0
x

x x


    

 และ 
  0

lim 0
x

x


  

 ดังนั้น 
2

0

2 5lim
x

x x
x

  อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให   22 5f x x x   ได    2 10f x x    

 และ  g x x   ได   1g x   

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 




  

 จะได 
2

0 0

2 5 2 10lim lim 2
1x x

x x x
x 

    

ดังนั้น  
2

0

2 5lim 2
x

x x
x

   

ตัวอยาง 3.25  จงหาคา 
2

4

7 12lim
4x

x x
x

 


  

วิธีทำ    พิจารณา 2

4
lim( 7 12) 0
x

x x


     

 และ 
  4

lim( 4) 0
x

x


   

 ดังนั้น 
2

4

7 12lim
4x

x x
x

 


 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให 
2( ) 7 12f x x x    ได  ( ) 2 7f x x    

 และ ( ) 4g x x    ได ( ) 1g x   

 จากหลกัเกณฑโลปตาล 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 
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 จะได  
2

4 4

7 12 2 7lim lim 1
4 1x x

x x x
x 

   


  

ดังนั้น  
2

4

7 12lim 1
4x

x x
x

  


 

 

ตัวอยาง 3.26  จงหาคา 
3

2

8lim
2x

x
x




 

วิธีทำ    พิจารณา 3

2
lim( 8) 0
x

x


    

 และ 
  2

lim( 2) 0
x

x


   

 ดังนั้น 
3

2

8lim
2x

x
x




 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให 
3( ) 8f x x    ได 

2( ) 3f x x   

 และ  ( ) 2g x x    ได ( ) 1g x   

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 




  

 จะได   
3 2

2 2

8 3lim lim 12
2 1x x

x x
x 

  


 

ดังนั้น  
3

2

8lim 12
2x

x
x

 


 

 

ตัวอยาง 3.27  จงหาคา  
2

32

4lim
8x

x
x




 

วิธีทำ    พิจารณา 2

2
lim( 4) 0
x

x


    

 และ 
  

3

2
lim( 8) 0
x

x


   

 ดังนั้น 
2

32

4lim
8x

x
x




 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให 
2( ) 4f x x   ได  2( ) 3f x x   

 และ 3( ) 8g x x    ได ( ) 1g x   

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 
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 จะได   
2

3 22 2

4 2 1lim lim
38 3x x

x x
x x 

  


 

ดังนั้น  
2

32

4 1lim
38x

x
x

 
  

 

ตัวอยาง 3.28  จงหาคา 
3

31

1lim
4 3x

x
x x


 

 

วิธีทำ    พิจารณา 3

1
lim( 1) 0
x

x


    

 และ 
  

3

1
lim(4 3) 0
x

x x


    

 ดังนั้น 
3

31

1lim
4 3x

x
x x


 

 อยูในรูปแบบที่ไมกำหนด 

 ให 
3( ) 1f x x    ได  

2( ) 3f x x   

 และ 3( ) 4 3g x x x    ได 
2( ) 12 1g x x    

 จากหลักเกณฑโลปตาล 
 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 




  

 จะได   
 

3 2

3 21 1

1 3 3lim lim
114 3 12 1x x

x x
x x x 

  
  

 

ดังนั้น  
3

31

1 3lim
114 3x

x
x x

 
 

 

 

3.6 สรุปทายบทที่ 3 

จะเห็นววาอนุพันธนั้นสามารถนำไปประยุกตใชไดในทางวิทยาศาสตรไดหลากหลายสาขา เชน

การเคลื่อนที่ของวัตถุ เราสมารถหาความเร็วและความเรงของการเคลื่อนที่จาก ( )s f t  ซึ่งแทน

สมการการเคลื่อนที ่สวนความเร็วโดยทั่วไปเราไดจากอัตราสวนระหวางปริมาณการเปลี่ยนแปลงของ 

s(ระยะทาง) กับปริมารการเปลี่ยนแปลงของ t (เวลา) แตถาตองการความเร็วชั่วขณะหรือความเร็วที่

เวลา t  ใด ๆ คือ 
0

lim
t

s
t 




 ซึ่งแทนดวย ds
dt

 ดังนั้นความเร็วของวัตถุเม่ือเวลา t  ใด ๆ คือ dsv
dt

  

และความเรงของวัตถุเมื่อเวลา t  ใด ๆ คือ dva
dt

  สำหรับอัตราสัมพัทธเปนการเปลี่ยนแปลงของตัว

แปร 2 ตัวหรือมากกวา 2 ซึ่งมีปญหาอีกจำนวนมากที่เก่ียวของกับตัวแปรหลายตัว และแตละตัวแปร
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เหลานั้นก็เปนฟงกชันของเวลาถาเราทราบคาตัวแปร และอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรบางตัว

เทียบกับเวลาแลวจะสามารถหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรที่ตองการเทียบกับเวลาได สมการ

เสนสัมผัสและเสนปกต ิฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด จุดสูงสุดและจุดต่ำสุดเราสามารถหาไดจากอนุพันธ

อันดับที่ 1 และอันดับที่ 2 แลวเราสามารถนำขอมูลที่ไดไปเขียนกราฟของฟงกชัน และอนุพันธนี้ยัง

นำไปชวยหาลิมิตของฟงกชันไดอีกดวยโดยใชหลักเกณฑของโลปตาล ถาหากเราศึกษาการประยุกตใน

ระดับที่สูงข้ึนไปจะเห็นไดชัดเจนวา อนุพันธสามารถนำไปประยุกตกับวิทยาศาสตรชั้นสูงไดอยาง

มากมาย 
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แบบฝกหัดทายบทที่ 3 

 

1. จงหาความเร็ว( )v  ความเรง( )a  เม่ือกำหนด ( )s f t  ณ เวลา t  ใดๆ 

     1.1  23 1s t t    

     1.2  
5 24 8s t t t    

     1.3 
 

6 3(2 5 )s t t   

     1.4 
 

3(3 )( 1)s t t t    

2. จงหาความเร็ว( )v  ความเรง( )a  เม่ือ 2t   ของ ( )s f t  ในขอที่  1. 
 

3. วัตถุเคลื่อนที่ในแนวราบมีสมการการเคลื่อนที่ 3 29 24s t t t    จงหา 

     3.1.  จงหา s(ระยะทาง) และ a (ความเรง) เมื่อ 0v   

     3.2.  จงหา s(ระยะทาง) และ v(ความเร็ว) เม่ือ 0a   

    3.3.  เมื่อใดที่
 
s(ระยะทาง) เพ่ิมขึ้น 

     3.4.  เม่ือใดที ่v(ความเร็ว) เพ่ิมข้ึน 
 

4. จงใชแสดงวิธีทำเพ่ือหาคำตอบ  

4.1 บอลลนูลอยสูง 60 เมตร และกำลังลอยข้ึนในแนวดิ่งดวยอัตราเร็วคงตัว 4.5 เมตรตอ

วินาที รถยนตคันหนึ่งแลนในแนวเสนตรงผานใตบอลลูนดวยอัตราเร็ว 20 เมตร/วินาที 

ถามวาระยะทางระหวางบอลลูนกับรถยนตเปนไปอยางไร เมื่อเวลาผานไป 1 วินาที 

4.2 พิงบันไดยาว 26 ฟุต ไวกับผนังซึง่ตั้งฉากกับพ้ืนดิน ถาปลายลางของบันไดเลื่อนลงดวย

อัตรา 4 ฟุต/วินาที จงหาวาปลายลางของบันไดจะเคลื่อนที่อยางไร ในขณะที่ปลายบน

ของบันไดอยูหางจากพ้ืน 10 ฟุต 

4.3 บอลลูนรูปทรงกลม ชายคนหนึ่งปลอยแกสเขาไปในบอลลูนดวยอัตราเร็ว 1000 

ลูกบาศกฟุต/วินาที อยากทราบวารศัมีของบอลลูนจะเพ่ิมข้ึนเทาไร เมื่อรัศมีบอลลูนเปน 

5 ฟุต 

4.4 วัตถุทรงกระบอกสูง 20 เมตรไดมีการขยายตัว ถารัศมีของทรงกระบอกเพ่ิมขึ้นดวยอัตรา 

3 เมตร/นาที ปริมาตรของทรงกระบอกจะเปลี่ยนแปลงอยางไรในขณะที่รัศมี 10 เมตร 

และความสูงคงท่ี 
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4.5 ดวงไฟแขวนอยูเหนือทางเทา 10 ฟุต และหางจากผนังตึกซึ่งตั้งฉากกับทางเทา 20 ฟุต 

ชายผูหนึ่งสูง 6 ฟุต เดินบนทางเทาเขาหาผนังตึกดวยอัตราเร็ว 2 ฟุต/วินาที จงหาวาใน

ขณะที่เขาอยูหางจากผนังตึก 4 ฟุต เงาศรีษะของเขาจะเคลื่อนไปบนผนังดวยอัตรา

เทาไร 

4.6 ขณะที่เลนวาวอยูที่ระดับสูง 300 เมตรจากพ้ืนดิน ลมไดพัดพาวาวลอยไปในแนวระดับ

ดวยอัตรา 25 เมตร/วินาที คนเลนวาวจะตองผอนสายปานดวยอัตราความเร็วเทาใดเม่ือ

วาวอยูหางจากตัวเขา 500 เมตร 

 

5. กำหนดให
 

3 2( ) 2 5 3f x x x x     เปนสมการเสนโคงและ 1L  เปนเสนตรงท่ีสัมผัส

เสนโคงท่ีจุด 2x   จงหาเสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 1L  ที่จุด ซึ่ง 1L  สัมผัสเสนโคง  

 

6. กำหนดให
 

3 2( ) 2 5 3f x x x x     จงหาสมการเสนสัมผัสและเสนปกติของเสนโคง  

ที่จุด 1x    

7. เสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนโคง 
3
2 1 2y x

x
    ที่จุด (1, 0)  ตัดกับเสนตรง 1y     

ที่จุดใด 

 

8. กำหนด
 

( )y f x  ดังตอไปนี้ 

     8.1 
 

2( ) 2 3f x x x      8.2  3( ) 27 36f x x x    

     8.3  3( ) 2 3 3f x x x      8.4  3( ) ( 3)f x x   

     8.5  3 2( ) 2 2f x x x x   
  

8.6
  

3( ) 3f x x x   

จงหา  

     1  จุดสูงสุดสัมพัทธ จุดต่ำสุดสัมพัทธ  

      2  เปนฟงกชันเพ่ิม และเปนฟงกชันลด บนชวงใด 

      3  จุดเปลี่ยนเวา  

      4  ชวงใดท่ีลักษณะของกราฟโคงเวาขึ้น และโคงเวาลง 

      5  เขียนกราฟ 
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9. จงหาคาลิมิตที่กำหนดใหตอไปนี้โดยใชหลักเกณฑโลปตาล 

 
    9.1  

2

( 1)( 2)lim
2x

x x
x

 
    

9.2  
2

1

( 1)lim
1x

x
x


  

     9.3  
3

0

2lim
x

x x
x


    9.4  

3

22

4lim
4x

x x
x




 

 
    9.5  

3 2

0

3 2lim
x

x x x
x

 
   9.6  

3

1

3 2lim
1x

x x
x
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บทท่ี 4 

ฟงกชันหลายตัวแปรและอนพัุนธยอย 

 

การศกึษา เรื่องลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน และอนุพันธของฟงกชัน ในบทที่ผานมา

นั้นเปนการศึกษาเกี่ยวกับความสัมพันธระหวางปริมาณสองปริมาณในลักษณะที่คาของปริมาณหนึ่ง

ขึ้นอยูกับอีกปริมาณหนึ่ง เราจึงแทนความสมัพันธเชนนั้นไดดวยฟงกชันของตัวแปรเพียงหนึ่งตัว แตใน

การศกึษาบางเรื่อง อาจมีปริมาณมากกวาสองปริมาณที่เก่ียวของสัมพันธกันในรูปตาง ๆ ซึ่งในบทนี้จะ

ไดศึกษาความสัมพันธในรูปที่ปริมาณหนึ่งข้ึนอยูกับปริมาณตาง ๆ หลายปริมาณ เชนปริมาตรของรูป

ทรงกระบอก 2V r h  หรืออาจเขียนอยูในรูปของฟงกชันไดเปน ( , )V f r h  ซึ่งจะเรียก

ความสัมพันธในลักษณะนี้วาฟงกชันสองตัวแปรเพราะวาคาของ V (ปริมาตรของรูปทรงกระบอก) จะมี

ความสัมพันธกับตัวแปรอีกสองตัวคอื r (รัศมีของวงกลมที่เปนหนาตัด) และ h (ความสูงของ

ทรงกระบอก) ในการศึกษาฟงกชันของสองตัวแปร เราถือวาโดเมนของฟงกชันเปนเซตของคูอันดับของ

จำนวนจริง สวนฟงกชันหลายตัวแปรนั้นโดยทั่ว ๆ ไปก็เหมือนกับฟงกชันสองตัวแปร ดงันั้นผูเรียนจะ

ไดศึกษาเรื่องฟงกชันสองตัวแปรเสียกอน แลวคอยศึกษาฟงกชันหลายตัวแปรโดยทั่ว ๆ ไป  

4.1 ฟงกชันคาจริงของสองตัวแปรหรือมากกวา 

 บทนิยามและสัญลักษณของฟงกชันสองตัวแปรหรือฟงกชันหลายตัวแปรมีความคลายคลึงกับ

ฟงกชันตัวแปรเดียวดังจะกลาวบทนิยามตอไปนี้ (คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร 

มหาวิทยาลัยขอนแกน, 2539 : 237) 

 

บทนิยาม 4.1 

 สัญลักษณ nR  ใชแทนเซตของสิ่งของ n  สิ่งท่ีเปนอันดับ ของจำนวนจริงนั่นคือ 

 1 2 3 1 2 3( , , ,... ) , , ,...n
n nR x x x x x R x R x R x R      

และโดยความหมายทางเรขาคณติจะไดวา 

เมื่อ 1,n R  คือเสนจำนวนจริง 

เมื่อ  22, ( , ) ,n R x y x R y R    คือระนาบพิกัด 

เมื่อ  33, ( , , ) , ,n R x y z x R y R z R     คือปริภูมิสามิติ 
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หมายเหตุ 

เราไมสามารถเขียนความหมายทางเรขาคณิตของ nR  เม่ือ 3n    

 

บทนิยาม 4.2 

กำหนดให :f D R  โดยที่ nD R  เรียกฟงกชัน f  วาเปน  

ฟงกชนั n  ตัวแปร 1 2 3, , , , nx x x x  ถาสำหรับจุด 1 2 3( , , , , )nx x x x  ใด ๆ  

ในโดเมน D  สามารถหาคา 1 2 3( , , , , )nf x x x x  ไดเพียงคาเดียวเทานั้น  

และถา กำหนดให 1 2 3( , , , , )nz f x x x x   เรียกเซตของ 1 2 3( , , , , )nx x x x   

ซึ่งเปนจำนวนจริงวา โดเมนของฟงกชัน f  เขียนแทนดวย fD  สวนเซตของ z   

ซึ่งเปนจำนวนจริงเรียกวา เรนจของฟงกชัน f  เขียนแทนดวย fR  

 

หมายเหตุ 

ในกรณทีี่ f  เปนฟงกชันของตัวแปร 2 ตัว ,x y  เรามักจะใชตัวแปร z  แทนคาของ f   

และเขียนแทนดวย ( , )z f x y  ซึ่งในที่นี้จะใช z  เปนตัวแปรตามของ f   

ในกรณทีี่ f  เปนฟงกชันของตัวแปร 3 ตัว , ,x y z  เรามักจะใชตัวแปร w  แทนคาของ f   

และเขียนแทนดวย ( , , )w f x y z   

 

ตัวอยาง 4.1  ให 2 2( , ) 5 3f x y x y y    จงหา (1, 0), (2, 3)f f  และ (3 , )f d c  

วิธีทำ กำหนด 2 2( , ) 5 3f x y x y y    

 

2 2

2 2

2 2 2 2

(1,0) 1 (0) 5(0 ) 3 3

(2,3) 2 (3) 5(3 ) 3 12 45 3 36

(3 , ) (3 ) ( ) 5(3 ) 3 9 45 3

]
]

f

f

f d c d c d d c d

   

      

     

 

ดังนั้น (1, 0) 3, (2,3) 36f f     และ 2 2(3 , ) 9 45 3f d c d c d    
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ตัวอยาง 4.2  ให 
2 3 1( , )

1
x xyf x y

xy
 


 โดยที่ 1xy   จงหา (0, 0), (1,2)f f  และ ( , )f b c  

วิธีทำ กำหนดให 
2 3 1( , )

1
x xyf x y

xy
 


 โดยที่ 1xy   

 

2

2

2 2

0 3(0)(0) 1(0,0) 1
(0)(0) 1

1 3(1)(2) 1(1,2) 4
(1)(2) 1

3( )( ) 1 3 1( , ) ; 0
( )( ) 1 1

]
]

f

f

b b c b bcf b c bc
b c bc

  


  


     
 

 

 

ตัวอยาง 4.3  กำหนด 2 2( , ) 1f x y x y    จงหา (1,0)f  และหา
 fD   

พรอมท้ังเขียนกราฟของ fD   

วิธีทำ   เนื่องจาก 2 2( , ) 1f x y x y    

ดังนั้น     2 2(1,0) 1 1 0 0f      

 fD  พิจาณาไดจาก  2 2( , ) : 1 0fD x y x y     

 หรือ       2 2( , ) : 1fD x y x y    

เขียนกราฟ fD  ไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

x  y  

z  
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ตัวอยาง 4.4  กำหนดให 2 2 2( , , ) 1f x y z x y z     จงหาคา 1 1 1( , , )
2 2 2

f    

พรอมท้ังหา fD   

วิธีทำ  เนื่องจาก 2 2 2( , , ) 1f x y z x y z     

 ดังนั้น 
2 2 2

1 1 1 1 1 1( , , ) 1
2 2 2 2 2 2

f
                               

 

        

1 1 11
4 4 4

1
2
]

   


 

 โดเมนของฟงกชัน  2 2 2( , , ) : 1 0f x y z x y z       

 หรือ     2 2 2( , , ) : 1f x y z x y z      

ซึ่งเปนรูปทรงกลมตันจุดศูนยกลางอยูที่ (0,0,0)  และมีรัศมี 1  หนวย 

เขียนกราฟ fD  ไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

x  y  

z  
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ตัวอยาง 4.5  กำหนดให ( , ) 1
2
yf x y x    จงเขียนกราฟของฟงกชัน f   

พรอมท้ังบอก fD  และ fR   

วิธีทำ  กำหนดให ( , )z f x y  

 ดังนั้น 1
2
yz x    

 หรือ 2 2 2 0z x y     

 ซึ่งเปนกราฟของระนาบ ตัดแกน x  ที่จุด (1,0,0) 

    ตัดแกน y  ที่จุด (0,2,0)  

    ตัดแกน z  ที่จุด (0,0,1) 

เขียนกราฟ fD  ไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x  y  

z  
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4.2 ลิมิตของฟงกชันสองตัวแปร 

 ในการศึกษาลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน จำเปนตองทราบความหมายของเซตของจุด

ในระนาบหรืออาณาบริเวณในระนาบที่สำคัญซึ่งจะตองอางอิงถึงบอย ๆ มีดังตอไปนี้คือ (สุชาติ เจริญ

นิตย, 2554 : 103-105) 

 1) กำหนด 0 0( , )A x y  เปนจุดคงท่ีจุดหนึ่งใน 2R  และจุด ( , )X x y  เปนจุดใด ๆ ใน 2R  

ระยะทางระหวางจุดสองจุดคือ 2 2
0 0( ) ( )XA x x y y     หรืออาจเขียนแทนดวย 

X A  

 2) กำหนด 0 0( , )A x y  เปนจุดคงท่ีจุดหนึ่งใน 2R  และ r  เปนจำนวนจรงิบวก แผนกลมเปด

ซึ่งมีจุด A  เปนจุดศนูยกลางและรัศมี r  คือเซต  :x R X A r    เขียนแทนดวย

สัญลักษณ ( ; )B A r  ดังภาพ 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.1  แสดงเซต ( ; )B A r  

     ท่ีมา : สชุาติ เจริญนิตย. 2554 : 103 

 กรณีที่ไมกำหนดรัศมีของวงกลม เราจะแทนดวยสัญลักษณ ( )B A  

3) กำหนดให 
2D R  และ A D  จะเรียก A  วาจุดภายในของ D  ก็ตอเม่ือ สำหรับทุก 

ๆ แผนกลมเปด ( )B A  ซึ่ง ( )B A D  และถาจุดทุกจุดที่อยูใน D  เปนจุดภายในของ D  จะเรียก 

D  วาเปนเซตเปด  

A
 

r  

X
 

y  

x  
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4)  กำหนดให 
2D R  และ 2A R  จะเรียก A  วาจุดขอบของ D  ก็ตอเม่ือ สำหรับทุก 

ๆ แผนกลมเปด ( )B A  มีจุดอยางนอยหนึ่งจุดซึ่งอยูใน D  และมีจุดอยางนอยหนึ่งจุดซึ่งไมอยูใน D  

และถาจุดขอบทุกจุดของ D  อยูใน D  จะเรียก D  วาเปนเซตปด  

5)  กำหนด 2D R  และ 2A R  จะเรียก A  วาจุดลิมิตของ D  ก็ตอเมื่อ สำหรับทุก ๆ 

แผนกลมเปด ( )B A  จะไดวา  ( ) { }B A A D     

 

บทนิยาม 4.3 

กำหนดให f  เปนฟงกชันสองตัวแปร :f D R  โดยที่ 2D R  เราจะกลาววา 

f  มีคาลิมิตเทากับจำนวนจริง L  ขณะที ่( , )x y  ยางเขาสู จุด 0 0( , )x y  ซึ่งแทนดวยสัญลัษณ  

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y L


  

ก็ตอเมื่อ สำหรับทุก ๆ จำนวนจริงบวก  ที่กำหนดใหจะมีจำนวนจริงบวก 0   ที่ทำให  

( , )f x y L    สำหรับทุก ๆ ( , )x y D  ซึ่ง 0 00 ( , ) ( , )x y x y     

 

ตัวอยาง 4.6  จงแสดงวา 
( , ) (1,2)
lim (3 2 ) 7

x y
x y


   

วิธีทำ จะตองแสดงวาสำหรับทุก ๆ จำนวนจริงบวก  ที่กำหนดใหจะมีจำนวนจริงบวก 0   

ที่ทำให (3 2 ) 7x y     สำหรับทุก ๆ ( , )x y D  ซึง่ ( , ) (1,2)x y    

 ดังนั้นจะตองเลือก   ที่เหมาะสม นั่นคือตองเลือก   ที่ทำให (3 2 ) 7x y     

 พิจารณาจากสิ่งที่ตองการ 

  

(3 2 ) 7 3 2 7

3 3 2 4

(3 3) (2 4)

3 3 2 4

3 3 2 2

5

]
]

]
]

]

x y x y

x y

x y

x y

x y
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 ดังนั้นเราเลือก 
5
   

 สามารถแสดงวิธีทำไดดังนี้คือ  

   กำหนด 0   เลือก 
5
   ดังนั้น 0   

  ให ( , )x y  เปนจุดใด ๆ บน 2R  โดยที่ ( , ) (1,2)x y   

  สมมุติให 0 ( , ) (1,2)x y     

  และ 2 2( , ) (1,2) ( 1) ( 2)x y x y      

  ได 2 20 ( 1) ( 2)x y       

 ดังนั้น  

  

(3 2 ) 7 3 2 7

3 3 2 4

(3 3) (2 4)

3 3 2 4

3 3 2 2

5

5
5

]
]

]
]

]

]
]

x y x y

x y

x y

x y

x y







    

   

   

   

   


      



 

จึงสรุปไดวา 
( , ) (1,2)
lim 3 2 7

x y
x y


   

 

บทนิยาม 4.4 

กำหนดให f  วาเปนฟงกชันสองตัวแปร :f D R  โดยที่ 2D R  และ

0 0( , )x y  เปนจุดลิมิตของ D  ถา C  เปนเสนโคงใด ๆ ใน 2R  ซึ่งผานจุด 0 0( , )x y  จะกลาว

วา f  มีคาลิมิตเทากับจำนวนจริง L  เม่ือ ( , )x y  ยางเขาสูจุด 0 0( , )x y  ตามเสนโคง C   

 

 



165 

 

บทนิยาม 4.4 (ตอ) 

ซึ่งแทนดวยสัญลัษณ  

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y L


  

   บน C  

ก็ตอเมื่อ สำหรับทุก ๆ จำนวนจริงบวก  ที่กำหนดใหจะมีจำนวนจริงบวก 0   ที่ทำให  

( , )f x y L    สำหรับทุก ๆ ( , )x y C D   ซึ่ง 0 00 ( , ) ( , )x y x y     

 

ขอสังเกต 4.1 

 1.  ถา 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y L


  จะไดวา  
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y L


  สำหรับทุกเสนโคง C   

ที่ผานจุด 0 0( , )x y  

 2. ผลจากขอ 1 ถามีเสนโคง C  สองเสนคอืเสนโคง 1C  และ 2C  ซึ่งตางก็ผานจุด 0 0( , )x y   

แตถา 
0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )

lim ( , ) lim ( , )
x y x y x y x y

f x y f x y
 

  เราสามารถสรุปไดวา 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y


 ไมมีลิมิต 

 

ตัวอยาง 4.7  จงแสดงวา 
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

y x
y x




 ไมมีลิมิต 

วิธีทำ กำหนดให  1C  แทนเสนตรง 0x   

 และ   2C  แทนเสนตรง 0y   

 จะเห็นวา 1C  และ 2C  ซึ่งตางก็เปนเสนตรงที่ผานจุด (0, 0)  เหมือนกัน 

 สำหรับจุด ( , )x y  ใด ๆ ที่อยูบน 1C  ซึ่ง ( , ) (0, 0)x y   จะไดวา 

  

2 2 2

2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( , ) (0,0)

0lim lim
0

lim 1

1

]
]

x y x y

x y

y y
y y 



 






 

บน C  

บน 1C  บน 2C  

บน 1C  
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 สำหรับจุด ( , )x y  ใด ๆ ที่อยูบน 2C  ซึ่ง ( , ) (0, 0)x y   จะไดวา 

  

2 2 2

2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( , ) (0,0)

0lim lim
0

lim 1

1

]
]

x y x y

x y

x x
x x 



 


 



 

 จะเห็นวา  
2 2 2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim lim

x y x y

y x y x
y x y x 

 
 

  

 

ดังนั้น  
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

y x
y x




 ไมมีลิมิต 

 

ตัวอยาง 4.8  กำหนดให 2 2( , ) xyf x y
x y




 เม่ือ ( , ) (0, 0)x y   จงแสดงวา 

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y


 ไมมีลิมิต 

วิธีทำ ให ( , ) (0, 0)x y   ตามเสนตรงท่ีผานจุดกำเนิด y mx  แต ( , ) (0, 0)x y   

 ดังนั้น 2 2

( )( , )
( )

x mxf x y
x mx




 

2

2 2 2

2

2 2

2

(1 )

1

mx
x m x

mx
x m
m
m










 

นั่นคอื  2( , ) (0,0)
lim ( , )

1x y

mf x y
m




  

            (ตาม y mx  ) 

 จะเห็นวาเมื่อคาของ m  เปลี่ยนลิมิตของ ( , )f x y  ก็จะเปลี่ยนดวย นั่นคือเมื่อให 

( , ) (0, 0)x y   ตามเสนตรงท่ีตางกันแลว ( , )f x y  จะมีคาตางกันไปดวย  

ดังนั้น  
( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y


 ไมมีลิมิต 

 

บน 2C  

บน 1C  บน 2C  
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ตัวอยาง 4.9  กำหนดให 
2

4 2( , ) x yf x y
x y




 เม่ือ ( , ) (0, 0)x y   จงหาลิมิตของ ( , )f x y  เม่ือ 

( , ) (0, 0)x y   ตามเสนตรง y mx  และตามพาราโบลา 2y x  และพิจารณาวา ( , )f x y  มี

ลิมิตเมื่อ ( , ) (0, 0)x y   หรือไม 

วิธีทำ ให ( , ) (0, 0)f x y   ตาม y mx  และ ( , ) (0, 0)x y   

 ดังนั้น  
2

4 2

( )( , )
( )

x mxf x y
x mx




 

           

3

4 2 2

3

2 2 2

2 2

( )

mx
x m x

mx
x x m
mx

x m










 

นั่นคือ 2 2( , ) (0,0) 0
lim ( , ) lim 0

x y x

mxf x y
x m 

 


 ตาม y mx  

ให ( , ) (0, 0)f x y   ตาม 2y x  และ ( , ) (0, 0)x y   

 ดังนั้น  
2 2

4 2 2

( )( , )
( )

x xf x y
x x




 

4

4 4

x
x x




 

           

4

42
1
2

x
x




 

นั่นคือ   
( , ) (0,0)

1lim ( , )
2x y

f x y


  ตาม 2y x  

 จะเห็นวาไดคาลิมิตตางกันเมื่อ ( , ) (0, 0)x y   ในทิศทางท่ีตางกัน  

ดังนั้น  
( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y


 ไมมีลิมิต 
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ตัวอยาง 4.10  ให 
2

2 2( , ) xyf x y
x y




 เม่ือ ( , ) (0, 0)x y   จงพิสูจนวา 
( , ) (0,0)
lim ( , ) 0

x y
f x y


  

วิธีทำ ในการท่ีจะพิสูจนวา 
( , ) (0,0)
lim ( , ) 0

x y
f x y


  นั้นสามารถพิสูจนไดโดยใชนิยามของลิมิต นั่น 

คือ จะตองพสิูจนวาเม่ือกำหนด 0   ใด ๆ มาใหจะสามารถหา 0    

ซึ่งทำให 
2

2 2( , ) xyf x y
x y

 


 ถา 2 20 x y      

เริ่มตนจาก 
2

2 2( , ) xyf x y
x y




  

เนื่องจาก 2 2x x y   และ 2 2 2y x y   ดังนั้น 

2 2 2 22
2 2

2 2 2 2

( )x y x yxy x y
x y x y

 
  

 
 

นั่นคือ ถากำหนดให 0   มาใหจะเลือก    แลวจะทำให ( , )f x y    

ถา 2 20 x y     

ดังนั้น   
( , ) (0,0)
lim ( , ) 0

x y
f x y


   

 

 ในการหาคาลิมิตของ ( , )f x y  เม่ือ ( , ) (0, 0)x y   สามารถทำใหงายข้ึน โดยการใชทฤษฎี

บทของลิมิตเขาชวง ซึ่งจะกลาวถึงโดยไมพิสูจน ดังตอไปนี ้(คณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะ

วิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน, 2539 : 258) 

 

 ทฤษฎีบท 4.1   

  1. 
0 0

0( , ) ( , )
lim

x y x y
x x


 .  

  2. 
0 0

0( , ) ( , )
lim

x y x y
y y


 .  

  3. 
0 0( , ) ( , )

lim
x y x y

k k


 .  เม่ือ k  เปนคาคงตัว 
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ทฤษฎีบท 4.2  

ถา ( , )f x y  และ ( , )g x y  เปนฟงกชันที่ 
0 0

1( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y L


  และ    

0 0
2( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

g x y L


  แลวจะไดวา  

  1. 
0 0

1 2( , ) ( , )
lim ( , ) ( , )

x y x y
f x y g x y L L


    

  2. 
0 0

1 2( , ) ( , )
lim ( , ) ( , )

x y x y
f x y g x y L L


    

  3. 
0 0

1 2( , ) ( , )
lim ( , ) ( , )

x y x y
f x y g x y L L


    

4. 
0 0

1( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
kf x y kL


  เม่ือ k  เปนคาคงตัว 

5. 
0 0

1
( , ) ( , )

2

( , )lim
( , )x y x y

Lf x y
g x y L

  เม่ือ 2 0L    

6. 
0 0

1

( , ) ( , )

1

lim ( , )

n

n
x y x y

n

L
f x y

L


 

 

 

 

ตัวอยาง 4.11  จงหาคาของ 2 2

( , ) (1,0)
lim (3 5)

x y
xy x


    

วิธีทำ 2 2 2 2

( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0)
lim (3 5) lim 3 lim lim 5

x y x y x y x y
xy x xy x

   
      

   2 2

( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0)
3 lim lim lim 5

x y x y x y
xy x

  
    

  

  2 2

( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0) ( , ) (1,0)
3 lim lim lim lim 5

3(1)(0) 1 5

4

]
]

]

x y x y x y x y
x y x

   
  

  



 

ดังนั้น  2 2

( , ) (1,0)
lim (3 5) 4

x y
xy x


    

 

เมื่อ n  เปนเลขคู และ 1 0L    

เมื่อ n  เปนเลขคี ่
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ตัวอยาง 4.12  จงหาคาของ 
3 2 2 2

( , ) (1,2)

2 2 4lim
3 2 6x y

x x xy y
xy x y

  
  

  

วิธีทำ 
3 2 2 2 3 2 2

( , ) (1,2) ( , ) (1,2)

2 2 4 ( 2 ) (2 4 )lim lim
3 2 6 ( 3 ) (2 6)x y x y

x x xy y x x xy y
xy x y xy x y 

     
     

 

   

 
 

2 2

( , ) (1,2)

2 2

( , ) (1,2)

2 2

( , ) (1,2)

2 2

( , ) (1,2)

( , ) (1,2)

2 2

( , ) (1,2) ( , ) (1,2)

( , ) (1,2)

( 2) 2 ( 2)lim
( 3) 2( 3)

( 2 )( 2)lim
( 2)( 3)

2lim
3

lim 2

lim 3

lim 2 lim

lim li

]
]
]

x y

x y

x y

x y

x y

x y x y

x y

x x y x
x y y
x y x
x y

x y
y
x y

y

x y

y











 



  
  

 
 












( , ) (1,2)

m 3

1 8
2 3
9
5

]
]

]
x y 




  

ดังนั้น  
3 2 2 2

( , ) (1,2)

2 2 4 9lim
3 2 6 5x y

x x xy y
xy x y

   
  

 

 

4.3 ความตอเนื่องของฟงกชัน 2 ตัวแปร 

 ในบทที่ผานมานั้นเราไดศกึษาเรื่องความตอเนื่องของฟงกชัน 1 ตัวแปรไปแลว สวนในหัวขอนี้

เปนการตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชัน 2 ตัวแปรซึ่งสามารถตรวจสอบโดยนิยามซึ่งจะคลาย ๆ 

กับฟงกชัน 1 ตัวแปล และในหัวขอนี้จะไดใหนิยามพรอมทั้งตัวอยางการตรวจสอบความตอเนื่องของ

ฟงกชัน 2 ตัวแปร ดังตอไปนี้ 

 

 บทนิยาม 4.5 

  ให ( , )z f x y  เปนฟงกชันที่หาคาไดที่ทุก ๆ จุด ( , )x y  ในยานจุด 0 0( , )x y   

จะกลาววาฟงกชัน f  ตอเนื่องที่จุด 0 0( , )x y  ถา 
0 0

0 0( , ) ( , )
lim ( , ) ( , )

x y x y
f x y f x y
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 จากบทนิยามจะไดวา ( , )z f x y  จะตอเนื่องที่ 0 0( , )x y  ถาฟงกชัน f  สอดคลอง

กับเงื่อนไขตอไปนี ้

 1.  0 0( , )f x y  หาคาได 

2. 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y


 มีหรือหาคาได  

3.  
0 0

0 0( , ) ( , )
lim ( , ) ( , )

x y x y
f x y f x y


  

ถาฟงกชัน f  ไมสอดคลองกับเงื่อนไขขอใดขอหนึ่งใน 3 ขอนี้ จะกลาววาฟงกชัน f  ไม

ตอเนื่องที่จุด 0 0( , )x y  

 

 บทนิยาม 4.6 

  ถา f  ตอเนื่องทุก ๆ จุด ( , )x y  ใน 2S R  แลวจะกลาววา 

 f  ตอเนื่องบน S   

 

ตัวอยาง 4.13  ให 
2

2 2( , ) xyf x y
x y




 จงพิจารณาวา ( , )f x y  ตอเนื่องที่จุด(0, 0)  หรือไม 

วิธีทำ เนื่องจาก (0, 0)f  หาคาไมได ดังนั้น ( , )f x y  ไมตอเนื่องที่จุด(0, 0)  

 

ตัวอยาง 4.14  ให 2 2
; ( , ) (0, 0)

( , )
0 ; ( , ) (0, 0)

xy x y
f x y x y

x y


 

 

 จงแสดงวา f  ไมตอเนื่องท่ีจุด(0, 0)   

วิธีทำ เนื่องจาก (0, 0) 0f    

 พิจารณา 2 2( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y 

 เม่ือ ( , ) (0, 0)x y   

ให ( , ) (0, 0)x y   ตามเสนตรงท่ีผานจุดกำเนิด y mx  แต ( , ) (0, 0)x y   

 ดังนั้น 2 2

( )( , )
( )

x mxf x y
x mx
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2

2 2 2

2

2 2

2

(1 )

1

mx
x m x

mx
x m
m
m










 

นั่นคือ  2( , ) (0,0)
lim ( , )

1x y

mf x y
m




  

            (ตาม y mx  ) 

จะเห็นวาเมื่อคาของ m  เปลี่ยนลิมิตของ ( , )f x y  ก็จะเปลี่ยนดวย นั่นคือเมื่อให 

( , ) (0, 0)x y   ตามเสนตรงท่ีตางกันแลว ( , )f x y  จะมีคาตางกันไปดวย  

นั่นคือ
( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y


 ไมมีลิมิต 

ดังนั้น  ( , )f x y  ไมตอเนื่องที่ (0, 0)   

 

ตัวอยาง 4.15  ให 

2

2 2
; ( , ) (0,0)

( , )
1 ; ( , ) (0, 0)

xy x y
f x y x y

x y


 

 

 จงแสดงวา f  ไมตอเนื่องท่ีจุด(0, 0)   

วิธีทำ เนื่องจาก (0, 0) 0f    

 และ 
2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

xy
x y




 (จากตัวอยาง 4.10) 

ดังนัน้  ( , )f x y  ไมตอเนื่องที่ (0, 0)   

 

ตัวอยาง 4.16  ให 

2

2 2
; ( , ) (0, 0)

( , )
0 ; ( , ) (0, 0)

xy x y
f x y x y

x y


 

 

 จงแสดงวา f  ไมตอเนื่องท่ีจุด(0, 0)   

วิธีทำ เนื่องจาก (0, 0) 0f    

 
2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

xy
x y




 (จากตัวอยาง 4.10) 

 และ 
2

2 2( , ) (0,0)
lim (0,0)

x y

xy f
x y




 

ดังนั้น  ( , )f x y  ตอเนื่องที่ (0, 0)   
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4.4 อนุพันธยอย  

 ในหัวขอนี้จะกลาวถึงวิธีการหาอนุพันธของฟงกชันของหลายตัวแปร โดยเริ่มจากฟงกชันของ

ตวัแปร 2 ตัว ( , )z f x y  และถาเราใหตัวแปรตัวหนึ่งสมมติวาเปน y  มีคาคงตวัแลว f  จะ

กลายเปนฟงกชันของตัวแปร 1 ตัวคือ x  เทานั้นดังนั้นเราจึงสามารถหาอนุพันธของ f  เทียบกับ x  

ไดฟงกชันที่ไดใหมนี้เรียกวา อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ x  และถาเราใหตัวแปรตัวหนึ่งสมมติวา

เปน x  มีคาคงตวัแลว f  จะกลายเปนฟงกชันของตัวแปร 1 ตัวคือ y  เทานั้นดังนั้นเราจึงสามารถ

หาอนุพันธของ f  เทียบกับ y  ไดฟงกชันที่ไดใหมนี้เรียกวา อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ y  

(Buck, Creighton R., 1978 : 163-164) 

 

 บทนิยาม 4.7 

ให ( , )z f x y  เปนฟงกชัน 2 ตัวแปร และ 0 0( , ) fx y D   

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ x  ที่จุด 0 0( , )x y  คือ  

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )
( , ) lim

h

f x h y f x yf x y
x h

  


 ถาลิมิตหาคาได 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ y  ที่จุด 0 0( , )x y  คือ  

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )
( , ) lim

h

f x y h f x yf x y
y h

  


 ถาลิมิตหาคาได 

 

หมายเหตุ  

การใชสัญลักษณเก่ียวกับอนุพันธยอยมีหลายแบบเชน (Taylor Angus E.,1972 : 158) 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ x  ที่จุด 0 0( , )x y  จะใชสัญลักษณ  

  
0 00 0 0 0 1 0 0 1 0 0 ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )x x y

f zx y f x y f x y D x y
x x

    
 

 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ y  ที่จุด 0 0( , )x y  จะใชสัญลักษณ  

  
0 00 0 0 0 2 0 0 2 0 0 ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )y x y

f zx y f x y f x y D x y
y y

    
 

 

 



174 

 เนื่องจาก 0 0( , )xf x y  และ 0 0( , )yf x y  เปนคาอนุพันธยอยของฟงกชัน f  เม่ือเทียบกับ x  

และ y  ที่จุด 0 0( , )x y  ตามลำดับ ในการหาคา ( , )xf x y  และ ( , )yf x y  สำหรับอนุพันธยอยเมื่อเทียบ

กับ x  และ y  ที่จุด ( , )x y  ใด ๆ ก็สามารแทนคา 0x x  และ 0y y  ไดดังตัวอยางตอไปนี ้ 

(สุเทพ ลิ่มอรุณ, 2542 : 78) 

 

ตัวอยาง 4.17  กำหนด ( , ) 2 1f x y xy   จงหา ( , )f x y
y




  

วิธีทำ  ( , ) 2 1f x y xy   

0

0

0

0

0

( , ) ( , )( , ) lim

2 ( ) 1 2 1
lim

2 2 1 2 1lim

2lim

lim2

2

[ ]]

]
]

]

h

h

h

h

h

f f x y h f x yx y
y h

x y h xy
h

xy xh xy
h

xh
h

x

x











  


      

   







 

ดังนั้น  ( , ) 2f x y x
y

 


 

 

ตัวอยาง 4.18  กำหนด
 

2( , ) 3 5f x y x y x   จงหา ( , )f x y
x




 โดยใชบทนิยาม 

วิธีทำ 2( , ) 3 5f x y x y x   

0

2 2

0

2 2 2

0

( , ) ( , )( , ) lim

3( ) 5( ) 3 5
lim

3( 2 ) 5( ) 3 5
lim

]
]

h

h

h

f f x h y f x yx y
x h

x h y x h x y x
h

x xh h y x h x y x
h
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2 2 2

0

2 2 2

0

2

0

0

0

3 6 3 5 5 3 5
lim

3 6 3 5 5 3 5lim

6 3 5lim

(6 3 5)lim

lim(6 3 5)

6 5

]
]

]
]

]
]

h

h

h

h

h

x y xyh h y x h x y x
h

x y xyh h y x h x y x
h

xyh h y h
h

xy hy h
h

xy hy

xy











              

     

 

 

  

 

 

ดังนั้น  ( , ) 6 5f x y xy
x

  


 

 

ตัวอยาง 4.19  กำหนด 2( , ) 3 5f x y x y x   จงหา (2,1)f
y




 โดยใชบทนิยาม 

วิธีทำ 2( , ) 3 5f x y x y x   

           

0

2 2

0

0

(2,1 ) (2,1)(2,1) lim

3(2) (1 ) 5(2) 3(2) (1) 5(2)
lim

12 12 10 12 10
lim

]
]

h

h

h

f f h f
y h

h
h

h
h







  


            

            

 

     

0

0

12lim

lim12

12]

]
]

h

h

h
h









 

ดังนั้น  (2,1) 12f
y
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สำหรับอนุพันธยอยของฟงกชันของตัวแปรที่มากกวาสองตัวแปรนั้นก็จะคลายกันกับอนุพันธ

ยอยของฟงกชันสองตัวแปรดังจะกลาวในบทนิยามตอไปนี้ (สุกัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และอนัญญา 

อภิชาตบุตร, 2551 : 79) 

 

 บทนิยาม 4.8  

กำหนดให nD R  :f D R  และ 1 2 3( , , ,..., )nx x x x D   

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ 1x คือ 

 
 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 0

1

( , , ,..., ) ( , , ,..., )
( , , ,..., ) lim n n

n h

f x h x x x f x x x xf x x x x
x h

  


 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ 2x คือ 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 0

2

( , , ,..., ) ( , , ,..., )
( , , ,..., ) lim n n

n h

f x x h x x f x x x xf x x x x
x h

  


 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ 3x คือ 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 0

3

( , , ,..., ) ( , , ,..., )
( , , ,..., ) lim n n

n h

f x x x h x f x x x xf x x x x
x h

  


 
 

อนุพันธยอยของ f  เทียบกับ nx คือ 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 0

( , , ,..., ) ( , , ,..., )
( , , ,..., ) lim n n

n h
n

f x x x x h f x x x xf x x x x
x h

  


 

 

 จากบทนิยาม และตัวอยางขางตนการหาอนุพันธยอยเทียบแตละตัวแปรเราสามารถคิดเสมือน

วาตัวแปรนั้นเปนตัวแปรที่จะทำการหาอนุพันธเพียงตัวแปรเดียวสวนตัวแปรที่เหลือใหมองเปนคาคงตัว 

ดังนั้น สามารถนำทฤษฎตีาง ๆ ของการหาอนุพันธของฟงกชันหนึ่งตวัแปรมาใชแสดงไดเหมือนกันดัง

ตัวอยางตอไปนี ้(Trench William F., 1978 : 112-115) 
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ตัวอยาง 4.20  กำหนด
 

2 3 4( , ) 3 5 12f x y x y x y     จงหา ( , )f x y
x


  และ ( , )f x y

y



  

วิธีทำ กำหนด 2 3 4( , ) 3 5 12f x y x y x y     

 2 3 4

2 3 4

3 3

3 3

( , ) 3 5 12

3 5 12

6 20 0 0

6 20

]
]

]
f x y x y x y
x x

x y x y
x x x x
xy x

xy x

    
 

      
   

   

 

 

ดังนั้น  3 3( , ) 6 20f x y xy x
x

  


 

กำหนด
 

2 3 4( , ) 3 5 12f x y x y x y      

 2 3 4

2 3 4

2 2

2 2

( , ) 3 5 12

3 5 12

9 0 1 0

9 1

]
]

]
f x y x y x y
y y

x y x y
y y y y

x y

x y

    
 

      
   

   

 

 

ดังนั้น  2 2( , ) 9 1f x y x y
y

  


 

ตัวอยาง 4.21  กำหนด 4 2 5( , ) 5 sin 3( )f x y x xy x y   จงหา
 

( , )f x y
x


  และ ( , )f x y

y



 

วิธีทำ กำหนด 4 2 5, 5 sin 3( ) ( )f x y x xy x y   

          

4 2 5

4 2 5 2 5 4

( , ) 5 sin 3

5 sin 3 sin 3 5

( )

( ) ( )]
f x y x xy x y
y y

x xy x y x y x xy
y y

  
 

    
 

 

4 2 5 2 5 2 5

6 4 3 5 2 5 2 5

5 cos 3 3 sin 3 0

75 15 cos 3 sin 3

( )( ) ( )( )

( )

]
]

x xy x y x y x y x
y

x y x y x y x yx

   


  
 

ดังนั้น  
 

6 4 3 5 2 5 2 5( , ) 75 15 cos 3 sin 3( )f x y x y x y x y x y
y

x  
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กำหนด 4 2 5, 5 sin 3( ) ( )f x y x xy x y   

4 2 5

4 2 5 2 5 4

4 2 5 2 5 2 5 3

5 5 2 6 2 5 3 2 5

( , ) 5 sin 3

5 sin 3 sin 3 5

5 cos 3 3 sin 3 20

30 6 cos 3 20 sin 3

( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

]
]

]

f x y x xy x y
x x

x xy x y x y x xy
x x

x xy x y x y x y x y
x

x y x y x y x y x y

  
 

    
 

   


   

 

ดังนั้น  5 5 2 6 2 5 3 2 530 6 cos3 20 sin 3( ) ( )f x y x y x y x y x y
x

    


  

 

ตัวอยาง 4.22  กำหนด 12 2 5 30( , ) sin 3( )f x y x x y   จงหา
 

( , )f x y
x


  และ ( , )f x y

y



 

วิธีทำ กำหนด 12 2 5 30( , ) sin 3( )f x y x x y   

12 2 5 30

12 2 5 29 12 2 5

12 2 5 29 12 2 5

12 2 5 29 2 2 5

12 2 5 29 2 2 4

sin 3

30 sin 3 sin 3

30 sin 3 sin 3

30 sin 3 0 cos3 3

30 sin 3 0 cos3 15

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

]
]
]
]

f x x y
y y

x x y x x y
y

x x y x x y
y y

x x y x y x y
y

x x y x y x y

  
 

  

        
      

     

 2 4 2 12 2 5 29450 cos3 sin 3( ) ]x y x y x x y

 

ดังนั้น 
 

2 4 2 12 2 5 29( , ) 450 cos 3 sin 3( )f x y x y x y x x y
y

  


  

กำหนด   12 2 5 30, sin 3( )f x y x x y   

12 2 5 30( , ) sin 3( )f x y x x y
x x
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12 2 5 29 12 2 5

12 2 5 29 12 2 5

12 2 5 29 11 2 2 5

12 2 5 29 11 2 5

12 2 5 2

30 sin 3 sin 3

30 sin 3 sin 3

30 sin 3 12 cos 3 3

30 sin 3 12 cos 3 6

30 sin 3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

]
]
]

x x y x x y
x

x x y x x y
x x

x x y x x y x y
x

x x y x x y xy

x x y

  

        
     

    







 9 11 5 212 6 cos 3 ]x xy x y   

 

ดังนั้น  12 2 5 29 11 5 2( , ) 30 sin 3 12 6 cos 3( )f x y x x y x xy x y
x

     
   

 

4.5 กฎลูกโซของฟงกชนัของตัวแปร 2 ตัว 

 สำหรับฟงกชัน ( )y f x  การกลาววา ( )f a  มีคาหมายความวา f  หาอนุพันธไดที่ 

จุด x a  แตสำหรับฟงกชันหลายตัวแปร 1 2 3( , , ,..., )nz f x x x x  การกลาววา 

1 2 3( , , ,..., )n
i

f a a a a
x



 มีคา ทุก i  ไมไดหมายความวา f  หาอนุพันธไดที่จุด 1 2 3( , , , ..., )na a a a

ทั้งนี้เพราะอนุพันธยอยของฟงกชันเทียบแตละตัวแปรเปรียบเทียบไดกับอัตราการเปลี่ยนแปลงของ

ฟงกชันขณะที่ตัวแปรนั้นเปลี่ยนแปลงเพียงตัวแปรเดียว ซึ่งความเปนจริงนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลง

ของฟงกชันหลายตัวแปรควรพิจารณาขณะที่ทุก ๆ ตัวแปรเปลี่ยนแปลงไปพรอม ๆ กัน 

(Taylor Angus E., 1972 : 145) 

 

บทนิยาม 4.9 

กำหนดให nD R  :f D R  และ 1 2 3( , , ,..., )nz f x x x x  เปนฟงก โดย 

1 2 3( , , ,..., )nx x x x D  เรากลาววา f  หาอนุพันธได ที่จุด 1 2 3( , , , ..., )na a a a  ถา 

1 2 3( , , ,..., )n
i

f a a a a
x



 มีคาทุก i   
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 ทฤษฎบีท 4.3   

( , )z f x y  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธได และสมมติวา ( )x x t   

และ ( )y y t  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธที่ 
dx
dt

 และ 
dy
dt

 หาคาได และตอเนื่อง  

ดังนั้น  ( ), ( )z f x t y t  จะเปนฟงกชันที่สามารถหาอนุพันธเทียบกับ t  ได  

และ df f dx f dy
dt x dt y dt

    
 

 

 

 

ตัวอยาง 4.23  กำหนด 3( , )z f x y x y   และ 3x t , 2 1y t   จงหา ( , )df x y
dt

 

วิธีที่ 1 ใชกฎลูกโซ 

 ให 3( , )f x y x y  และ 3x t , 2 1y t   

ได 2 33 ,f fx y x
x y

  
 

 

    

3, 2dx dy t
dt dt

   

 และ df f dx f dy
dt x dt y dt

  
 

 

       

2 3

2 3

2 2 3

2 2 4

4 2 4

4 2

3 3 2

9 2

9 3 1 2 3

81 1 54

81 81 54

135 81

( )

( ) ( ) ( )
( )

]
]

]
]

]

df x y x t
dt

x y x t

t t t t

t t t

t t t

t t

 

 

  

  

  

 

 

ดังนั้น  4 2135 81df t t
dt
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วิธีที่ 2 ใชการแทนคา 

ให 3( , )f x y x y , 3x t , และ 2 1y t   

ได
 

3( , )f x y x y  

    

3 2

3 2

5 3

3 1

27 1

27 27

( ) ( )
( )]

]

t t

t t

t t

 

 

 

 

 จาก   5 3( ), ( ) 27 27f x t y t t t   

         

5 3

4 2

27 27

135 81

( )

]
df d t t
dt dt
df t t
dt

 

 
 

ดังนั้น  4 2135 81df t t
dt

   

 

ตัวอยาง 4.24  กำหนด 2( , )z f x y xy   และ cosx t , siny t  จงหา 
df
dt

 

วิธีที่ 1 ใชกฎลูกโซ 

 ให 2( , )z f x y xy   และ cosx t , siny t  

ได 2, 2f fy xy
x y

  
 

 

     sin , cosdx dyt t
dt dt

   

 และ df f dx f dy
dt x dt y dt

  
 

 

       

2

2

3 2

2 3

( sin ) 2 (cos )

(sin ) sin 2(cos )(sin )(cos )

(sin ) 2(cos ) (sin )

2cos sin sin

]
]

]

df y t xy t
dt

t t t t t

t t t

t t t

  

 

 

 

 

ดังนั้น  2 32cos sin sindf t t t
dt
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วิธีที่ 2 ใชการแทนคา 

 ให 2( , )z f x y xy   และ cosx t , siny t  

ได 2( , )f x y xy  

    
2cos sint t  

 จาก   2( ), ( ) cos sinf x t y t t t  

     

2

2 2

2

2 3

cos sin

cos sin sin cos

(cos )2(sin )(cos ) sin ( sin )

2 cos sin sin

]
]

]

df d t t
dt dt
df d dt t t t
dt dt dt

t t t t t

t t t



 

  

 

 

ดังนั้น 2 32cos sin sindf t t t
dt

   

 

 ทฤษฎบีท 4.4  

( , )z f x y  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดและ ( )y y x  เปนฟงกชัน 

ทีห่าอนุพันธซึ่ง 
dy
dx

 หาคาไดและตอเนื่อง ดังนั้น  , ( )z f x y x  เปนฟงกชัน 

ที่สามารถหาอนุพันธเทียบกับ x  ได และ dz z z dy
dx x y dx

   
 

 

ตัวอยาง 4.25  กำหนด   2,u f x y x y    และ siny x  จงหา 
du
dx

 

วิธีทำ  จาก 2u x y   

       

1

2

cos

]
]

u
x
u y
y

dy x
dx

 

 




 

จาก du u u dy
dx x y dx

  
 

 

ดังนั้น  1 2 cosdu y x
dx
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ตัวอยาง 4.26  กำหนด 3 2( , )f x y x xy   และ tany x  จงหา 
df
dx

 

วิธีทำ  จาก 3 2( , )f x y x xy   

          

2 2

2

3

2

sec

]
]

f x y
x
f xy
y

dy x
dx

  

 




 

จาก df f f dy
dx x y dx

  
 

 

ดังนั้น  2 2 23 2 sec( )df x y xy x
dx

    

 

 ทฤษฎบีท 4.5 

กำหนดให
 

( , )z f x y  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธ x  และ y  เปนฟงกชัน 

ของตัวแปร 2 ตัว r  และ s  นั่นคือ ( , )x x r s  และ ( , )y y r s  เปนฟงกชันที่ 

, ,f x y
r s r

  
  

 และ 
y
s




 ตอเนื่อง ดังนั้นฟงกชันประกอบ  ( , ), ( , )z f x r s y r s  

เปนฟงกชันท่ีสามารถหาอนุพันธเทียบกับ r  และ s  ไดและ 

 

z z x z y
r x r y r
z z x z y
s x s y s

       
    
       
    

 

 

 

ตัวอยาง 4.27  กำหนด  2 22 ,z f x y x y    โดยท่ี f  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธได 

จงหา
 

z
x




 และ z
y




 

วิธีทำ  สามารถเขียนฟงกชันที่กำหนดใหไดใหมเปน  

 ( , )z f u v  โดยที่ 2u x y   และ 2v x y   
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 จากกฎลูกโซ 
z z u z v
x u x v x

     
    

 

  
, 2

, 2 ]
u

y

z uf
u x
z vf x
v x

  
 
  
 

 

ดังนั้น  2 2u v
z f xf
x

  


 

 จากกฎลูกโซ z z u z v
y u y v y

     
    

 

  
, 1

, 1]
u

y

z uf
u y

z vf
v y

   
 

  
 

 

ดังนั้น  1 1u v u v
z f f f f
x

     


 

 

4.6 อนุพันธยอยอันดับสูง 

 อนุพันธยอยที่กลาวมาแลวเปนอนุพันธยอยอันดับท่ีหนึ่งของฟงกชันหลายตัวแปรหลาย ซึ่งจะ

เห็นวาอนุพันธยอยของฟงกชันดังกลาวนั้นยังคงเปนฟงกชันของตัวแปรเดิม ดังนั้นสำหรับฟงกชันของ

ตัวแปร 2 ตัว ( , )z f x y  เราสามารถหา xf  และ yf  ได และ xf  นั้นก็สามารถหาอนุพันธยอย

เทียบกับตัวแปร x  และ y  ได และในทำนองเดียวกันก็จะสามารถหาอนุพันธยอยของ yf  เทียบกับ

ตัวแปร x  และ y  ไดเชนกัน ซึ่งอนุพันธดังกลาวนี้เรียกวาอนุพันธยอยอันดับสองของ f  ซึ่งมีวิธีการ

หาดังนี้ (สุกัญญา สนิทวงศ ณ อยุธยา และอนัญญา อภิชาตบุตร, 2551 : 69) 

 1. การหาอนุพันธยอยเทียบกับ x  สองครั้ง 

  
2 2

2 2 xx
z f ff

x xx x
               

 

 2. การหาอนุพันธยอยเทียบกับ y  สองครั้ง 

  
2 2

2 2 yy
z f ff

y yy y
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 3. การหาอนุพันธยอยเทียบกับ y  กอน แลวจึงเทียบกับ x  

  
2 2

yx
z f ff

x y x y x y
                 

 

 4. การหาอนุพันธยอยเทียบกับ x  กอน แลวจึงเทียบกับ y  

  
2 2

xy
z f ff

y x y x y x
                 

 

หมายเหตุ  อนุพันธยอย
 

2z
x y

 

 และ 
2z
y x

 

 เรียกวาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองแบบผสม  

 

ตัวอยาง 4.28  จงหาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองของ 2 5 4( , ) 3 3f x y x y x y    

วิธีทำ  จาก 2 5 4( , ) 3 3f x y x y x y    

 ได  4( , ) 6 5xf x y xy x     

และ  2 3( , ) 3 12yf x y x y   

พิจารณา 

  4

3

( , ) ( , )

6 5

6 20

( )]
]

xx xf x y f x y
x

xy x
x

y x

     
 


 

 

ดังนั้น  3( , ) 6 20xxf x y y x   

พิจารณา 

  2 3

( , ) ( , )

3 12

6

( )]
]

yx yf x y f x y
x

x y
x

x

     
 




 

ดังนั้น  ( , ) 6yxf x y x  

พิจารณา 



186 

  4

( , ) ( , )

6 5

6

( )]
]

xy xf x y f x y
y

xy x
y

x

     
 




 

ดังนั้น  ( , ) 6xyf x y x  

 

พิจารณา 

  2 3

2

( , ) ( , )

3 12

36

( )]
]

yy yf x y f x y
y

x y
y

y

     
 




 

ดังนั้น  2( , ) 36yyf x y y  

 

ตัวอยาง 4.29  กำหนด 2 5( , ) sin 3xf x y e xy   

วิธีทำ  จาก 2 5( , ) sin 3xf x y e xy   

 ได  2 5 5( , ) 2 3 cos 3x
xf x y e y xy    

และ  4 5( , ) 15 cos3yf x y xy xy  

พิจารณา 

  
2 5 5

2 5 5 5

2 10 5

( , ) ( , )

2 3 cos 3

4 3 3 sin 3

4 9 sin 3

( )

( )

]
]

]

xx x

x

x

x

f x y f x y
x

e y xy
x

e y y xy

e y xy

     
 


  

 

 

ดังนั้น 2 10 5( , ) 4 9 sin 3x
xxf x y e y xy   
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พิจารณา 

  
4 5

4 5 5 4

4 5 5 5 4

( , ) ( , )

15 cos 3

15 cos 3 cos 3 15

15 3 ( sin 3 ) cos3 15

( )

( )

( ) ( )( )

]
]
]

yx yf x y f x y
x

xy xy
x

xy xy xy xy
x x

xy y xy xy y

     



  
 

  

 

ดังนั้น  
9 5 4 5( , ) 45 sin 3 15 cos3yxf x y xy xy y xy    

พิจารณา 

  

2 5 5

2 5 5

5 5 5 5

5 4 5 5 4

9 5 4 5

( , ) ( , )

2 3 cos 3

2 3 cos 3

0 3 cos 3 cos 3 3

3 15 sin 3 cos 3 15

45 sin 3 15 cos 3

( )

( ) ( )( )

]
]

]
]

]

xy x

x

x

f x y f x y
y

e y xy
y

e y xy
y y

y xy xy y
y y

y xy xy xy y

xy xy y xy

     
 

  
 

   
 

  

 

 

ดังนั้น  9 5 4 5( , ) 45 sin 3 15 cos 3xyf x y xy xy y xy    

พิจารณา 

  

4 5

4 5 5 4

4 4 5 5 3

2 8 5 3 5

( , ) ( , )

15 cos3

15 cos3 cos 3 15

15 15 sin 3 cos 3 60

225 sin 3 60 cos 3

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

]
]

]

yy yyf x y f x y
y

xy xy
y

xy xy xy xy
y y

xy xy xy xy xy

x y xy xy xy

     



  
 

  

  

 

ดังนั้น  
2 8 5 3 5( , ) 225 sin 3 60 cos 3yyf x y x y xy xy xy    
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 จากตัวอยาง 4.28 และ 4.29 จะเห็นวาอนุพันธยอยอันดับที่สอง ( , )xyf x y  และ ( , )yxf x y  มี

คาเทากัน ซึ่งเรามีทฤษฎีบทที่กลาวถึงเงื่อนไขที่อนุพันธยอยแบบผสมจะเทากันดังนี้ (สิริวรรณ ตั้งจิตร

วัฒนะกุล และสมศักดิ์ บุญมาเลิศ, 2542 : 87) 

 

ทฤษฎบีท  5.6  

ถา
 

( , )f x y  และอนุพันธยอย ( , ), ( , ), ( , )x y xyf x y f x y f x y  และ ( , )yxf x y   

หาคาไดและตอเนื่องที่จุด 0 0( , )x y  แลว 0 0 0 0( , ) ( , )xy yxf x y f x y  

 

  

 เราสามารถนิยามการหาอนุพันธยอยอันดับที่สองและทฤษฎีบทท่ีเก่ียวของกับการเทากันของ

อนุพันธยอยแบบผสมของฟงกชัน 3 ตัวหรือมากกวา 3 ตัวในทำนองเดียวกัน กำหนดฟงกชันของตัว

แปร 3 ตัว ( , , )w f x y z  จะไดอนุพันธยอยอันดับที่สองของฟงกชัน f  ดังนี ้(ศรีบุตร แววเจริญ, 

2541 : 102) 

 

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

( , , ), ( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , ), ( , , )

]
]

xx xy xz

yy yx yz

zz zy zx

f f ff x y z f x y z f x y z
y x z xx

f f ff x y z f x y z f x y z
x y z yy

f f ff x y z f x y z f x y z
y z x zz

    
   

    
   

    
   

 

 

ทฤษฎบีท 4.7  

กำหนดให
 
f  เปนฟงกชัน 3 ตัวแปรซึ่ง ( , , )f f x y z  โดยทีอ่นุพันธยอย 

แบบผสมของ ( , , ), ( , , ), ( , , )x y zf x y z f x y z f x y z  หาคาไดและ ( , , )f x y z  ตอเนื่องที่จุด 
 

0 0 0( , , )x y z  แลว 

  

   
   
   

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, , , ,

, , , ,

, , , ,

]
]

xy yx

xz zx

yz zy

f x y z f x y z

f x y z f x y z

f x y z f x y z
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ตัวอยาง 4.30  จงหาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองของ 2 5 4 2( , , ) 3 3f x y z x yz yx y z     

วิธีทำ  จาก 2 5 4 2( , , ) 3 3f x y z x yz yx y z     

 จะได  4( , , ) 6 5xf x y z xyz x y    
2 5 3

2

( , , ) 3 12

( , , ) 3 2 ]
y

z

f x y z x z x y

f x y z x y z

  

 
 

พิจารณา 

  4

3

( , , ) ( , , )

6 5

6 20

( )

]
]

xx xf x y z f x y z
x

xyz x y
x
yz x y

     
 


 

 

ดังนั้น  3( , , ) 6 20xxf x y z yz x y   

 

พิจารณา 

  2 5 3

4

( , , ) ( , , )

3 12

6 5

( )

]
]

yx yf x y z f x y z
x

x z x y
x
xz x

     
  


 

 

ดังนั้น  2( , , ) 36yxf x y z y  

 

พิจารณา 

  4

4

( , , ) ( , , )

6 5

6 5

( )

]
]

xy xf x y z f x y z
y

xyz x y
y

xz x

     
 


 

 

ดังนั้น  4( , , ) 6 5xyf x y z xz x   
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พิจารณา 

  2 5 3

2

( , , ) ( , , )

3 12

36

( )

]
]

yy yf x y z f x y z
y

x z x y
y

y

     
  




 

ดังนั้น  2( , , ) 36yyf x y z y  

 

พิจารณา 

  4

( , , ) ( , , )

6 5

6

( )

]
]

xz xf x y z f x y z
z

xyz x y
z
xy

     
 




 

ดังนั้น  ( , , ) 6xzf x y z xy  

 

พิจารณา 

  2

( , , ) ( , , )

3 2

6

( )

]
]

zx zf x y z f x y z
x

x y z
x
xy

     
 




 

ดังนั้น  6xzf xy  

 

พิจารณา 

  2 5 3

2

( , , ) ( , , )

3 12

3

( )

]
]

yz yf x y z f x y z
z

x z x y
z
x

     
  




 

ดังนั้น  2( , , ) 3yzf x y z x  
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พิจารณา 

  2

2

( , , ) ( , , )

3 2

3

( )

]
]

zy zf x y z f x y z
y

x y z
y

x

     
 




 

ดังนั้น  2( , , ) 3zyf x y z x  

 

พิจารณา 

   2

( , , ) ( , , )

3 2

2]
]

zz zf x y z f x y z
z

x y z
z

     
 




 

ดังนั้น  ( , , ) 2zzf x y z   

 

 จากตัวอยางจะเห็นวา ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , )xy yx xz zxf x y z f x y z f x y z f x y z  และ 

( , , ) ( , , )yz zyf x y z f x y z  

  

 จากตัวอยางและทฤษฎีที่ผานมานั้น เราสามารถนิยามอนุพันธยอยอันดับที่สูงกวาของฟงกชัน

ที่มตีัวแปรสองตัว หรือมากกวาสองตัวไดในทำนองเดียวกัน ดังตัวอยาง (บัญญัติ สรอยแสง, 2553 : 

71-72) 

 อนุพันธยอยอันดับท่ีสาม 

  เชน 
3 2

( , , ) ( , , )xyz xy
f ff x y z f x y z

z y x z y x z
                    

  

 อนุพันธยอยอันดับท่ีสี่  

  เชน 
4 3

( , , ) ( , , )yxyz yxy
f ff x y z f x y z

z y x y z y x y z
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ตัวอยาง 4.31  จงหาอนุพันธยอยอันดับท่ีสองของ 5 2 5 4 2( , , ) 3f x y z x y z x y xz yz      

จงหา 
3 4 4

( , , ), ( , , ), ( , , )f x y z f x y z f x y z
z y z z y x x z y z y
  

          
 และ 

5

( , , )f x y z
x z y z x


    

 

วิธีทำ  เนื่องจาก  
3

( , , ) , ,xyzf x y z f x y z
z y z
 

  
 

 และ                   5 2 5 4 2, , 3f x y z x y z x y xz yz     

            

5 2 5 4 2

4 2 4 4

4 2 4 4

4 4

4 4

4

( , , ) 3

15 5

( , , ) 15 5

30 5

( , , ) 30 5

30

( )

( )

( )

]

]

]

]

]

x

xy

xyz

f x y z x y z x y xz yz
x
x y z x y z

f x y z x y z x y z
y

x yz x

f x y z x yz x
z
x y

   


  

  


 

 




 

ดังนั้น
  

4( , , ) 30xyzf x y z x y  

 

วิธีทำ  เนื่องจาก
4

( , , ) ( , , )xxyzf x y z f x y z
z y x x

 
   

 

 และ    5 2 5 4 2, , 3f x y z x y z x y xz yz     

                 

5 2 5 4 2

4 2 4 4

4 2 4 4

3 2 3

3 2 3

3 3

( , , ) 3

15 5

( , , ) 15 5

60 20

( , , ) 60 20

120 20

( )

( )

( )

]

]

]

]

]

x

xx

xxy

f x y z x y z x y xz yz
x
x y z x y z

f x y z x y z x y z
x
x y z x y

f x y z x y z x y
y

x yz x
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3 3

3

( , , ) 120 20

120

( )

]
]xxyzf x y z x yz x

y

x y

 



 

ดังนั้น  3( , , ) 120xxyzf x y z x y  

 

วิธีทำ  เนื่องจาก
 

4

( , , ) ( , , )yzyzf x y z f x y z
z y z y

 
   

 

 และ              5 2 5 4 2, , 3f x y z x y z x y xz yz     

                                 

5 2 5 4 2

5 5 2

5 5 2

5

5

5

5

( , , ) 3

6

( , , ) 6

6 2

( , , ) 6 2

6

( , , ) 6

0

( )

( )

( )

( )

]

]

]

y

yz

yzy

yzyz

f x y z x y z x y xz yz
x
x yz x z

f x y z x yz x z
z
x y z

f x y z x y z
y
x

f x y z x
z

   


  
  


 
 








 

ดังนั้น  ( , , ) 0yzyzf x y z   

 

วิธีทำ  เนื่องจาก 
5

( , , ) ( , , )xzyzxf x y z f x y z
x z y z x

 
    

 

 และ      5 2 5 4 2, , 3f x y z x y z x y xz yz     

                      

5 2 5 4 2

4 2 4 4

4 2 4 4

4 2 3

( , , ) 3

15 5

( , , ) 15 5

15 4

( )

( )

]

]
]

x

xz

f x y z x y z x y xz yz
x
x y z x y z

f x y z x y z x y z
z
x y z
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4 2 3

4

4

( , , ) 15 4

30

( , , ) 30

0

( , , ) 0

0

( )

( )

( )

]

]

]

]

]

]

xzy

xzyz

xzyzx

f x y z x y z
y

x y

f x y z x y
z

f x y z
z

 














 

ดังนั้น  0xzyzxf   

 

4.7 สรุปทายบทที่ 4 

ในบทนี้นั้นเปนเรื่องของฟงกชันหลายตัวแปรและอนุพันธยอย โดยพ้ืนฐานเริ่มตนจากฟงกชัน

หลายตัวแปรจากบทนิยาม นั้นคือกำหนดให :f D R  โดยที่ nD R  เรียกฟงกชัน f  วาเปน 

ฟงกชนั n  ตวัแปร 1 2 3, , , , nx x x x  ถาสำหรับจุด 1 2 3( , , , , )nx x x x  ใด ๆ ในโดเมน D  

สามารถหาคา 1 2 3( , , , , )nf x x x x  ไดเพียงคาเดียวเทานั้น และถา กำหนดให 

1 2 3( , , , , )nz f x x x x   เรียกเซตของ 1 2 3( , , , , )nx x x x  ซึ่งเปนจำนวนจริงวา โดเมนของ

ฟงกชนั f  เขียนแทนดวย fD  สวนเซตของ z  ซึ่งเปนจำนวนจริงเรียกวา เรนจของฟงกชัน f  เขียน

แทนดวย fR  เพ่ือหาโดเมนและเรนจของฟงกชันหลายตัวแปร หลังจากนั้นเปนการหาลิมิตของฟงกชัน

สองตัวแปรจากบทนิยามที่วาถา f  มีคาลิมิตเทากับจำนวนจริง L  ขณะที่ ( , )x y  ยางเขาสู จุด

0 0( , )x y  ซึ่งแทนดวยสัญลัษณ 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y L


 ก็ตอเมื่อ สำหรับทุก ๆ จำนวนจริงบวก  ที่

กำหนดใหจะมีจำนวนจริงบวก 0   ที่ทำให ( , )f x y L    สำหรับทุก ๆ ( , )x y D  ซึ่ง 

0 00 ( , ) ( , )x y x y     

หรือจะเปนการหาคาลิมิตของฟงกชันสองตัวแปรโดยใชทฤษฎีบทตาง ๆ เพ่ือนำไปสูการหา

อนุพันธยอยของฟงกชันกหลายตัวแปรโดยเริ่มจากฟงกชันสองตัวแปรจนถึงฟงกชัน n ตัวแปร พรอม

ทั้งการใชกฎลูกโซในการหาอนุพันธยอย และเรื่องสุดทายคือการหาอนุพันธยอยอันดับสูง  
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แบบฝกหัดทายบทที่ 4 

 

1. กำหนดให   2 2, 2 5 3 1f x y x y y x     

     1.1  จงหา  0,0f  

     1.2  จงหา  2,0f   

     1.3  จงหา  2,5f  

     1.4  จงหา  ,f x y h  

     1.5  จงหา
  ,f x h y  

 

2. กำหนดให  
2 23,

2
x y yf x y
xy




 โดยที่ 2xy   

     2.1  จงหา  0,0f  

     2.2  จงหา
  2,0f   

     2.3  จงหา
  2,5f  

     2.4  จงหา
  ,f x y h  

     2.5  จงหา  ,f x h y  

 

3. กำหนดให     2 3, 5f x y x y y xy    

     3.1  จงหา  0,0f  

     3.2  จงหา  2,0f   

     3.3  จงหา  2,5f  

     3.4  จงหา
  ,f x y h  

     3.5  จงหา
  ,f x h y  

 

4. จงหาโดเมนของฟงกชันตอไปนี้พรอมทั้งเขียนกราฟของโดเมนของแตละฟงกชัน 

      4.1    2 2, 9f x y x y         

     4.2    2 2, 1f x y x y    
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5. จงหาลิมิตตอไปนี้ 

      5.1  2 2

( , ) (1,2)
lim 3 5

x y
y x y


   

     5.2  2

( , ) (0,0)
lim 2

x y
xy


 

     5.3  2 2( , ) (2,0)
lim

x y

xy x
x y




 

     5.4  
4 4

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y




 

 

6. จงแสดงวาลิมิตของฟงกชันตอไปนี้ไมมีคา 

 6.1  
2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y




 

 6.2 
 

3

2 6( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y 

 

7. กำหนด  ,f x y  ดังตอไปนี้จงหา  ,f x y
x




 และ  ,f x y
y




 โดยใชบทนิยาม 

      7.1    2, 2f x y x y xy        

     7.2    2, 3f x y xy x y   

     7.3    2 2, 15 2f x y x y x x y     

    7.4    3 2, 2f x y xy xy x y     

  7.5    3 2, 2 2f x y y x   

8. กำหนด  ,f x y ดังตอไปนี้จงหา  ,f x y
x




 และ  ,f x y
y




 

      8.1    2 2, 15 2f x y x y x x y     

     8.2    3 2, 2f x y xy xy x y     

     8.3     3 5, sin2f x y xy x y x   

     8.4     3 5tan
,

5 sin2
xy x y

f x y
x x





 

     8.5   
3 5

2 2,
15 2

xy x yf x y
x y x x y
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9. กำหนด  ,z f x y x y    และ cosx t , coty t  จงหา  ,df x y
dt

 

10. กำหนด   2,z f x y x y    และ cosx t , siny t  จงหา  ,df x y
dt

 

11. กำหนด   2, 2z f x y xy   และ 3 5x t  , siny t  จงหา  ,df x y
dt

 

12. กำหนด   2, 2z f x y xy   และ 3 5x t  , siny t  จงหา  ,df x y
dt

 

13. กำหนด   3 2,f x y x xy   และ, 3 5x t  , siny t  จงหา  ,df x y
dx

 

14. จงหา
 

z
x




 และ z
y




 กำหนด  2 2,2z f x y x y    โดยที่ f  เปนฟงกชันที่หา

อนุพันธได 

 

15. กำหนด   10 2 5 3, , 11f x y z x y z y z xz x     จงหาอนุพันธยอยดังตอไปนี้ 

     15.1   , ,f x y z
y z


 
 

     15.2   
3

2 , ,f x y z
x y


 
 

     15.3   , ,xyzf x y z  

15.4    , ,yxzyxf x y z  
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